
DODATEK A

ÚVODNÍ MATEMATICKÉ OPAKOVÁNÍ

A.1 Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ısla jsou dvoudimenzionálńı č́ısla nad jednodimenzionálńımi reálnými č́ısly. To

znamená, že k vyjádřeńı jednoho komplexńıho č́ısla jsou potřeba dvě č́ısla reálná. Pokud si tedy

množinu všech reálných č́ısel představujeme jako př́ımku, potom množina všech komplexńıch

č́ısel je rovina, Gaussova rovina. Stejně jako každý bod na př́ımce je reálné č́ıslo, tak bod v

rovině na obrázku je č́ıslo komplexńı.

Na obrázku A.1 vid́ıme pět r̊uzných komplexńıch č́ısel v Gaussově rovině. Gaussova rovině

vznikne zkř́ıžeńım dvou os – reálné a imaginárńı osy. Jak nám již název napov́ıdá, na reálné
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Obrázek A.1: Na obrázku vid́ıme sérii bod̊u v obecné Gaussově rovině.
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ose nalezneme veškerá reálná č́ısla. Imaginárńı osa obsahuje č́ısla, j́ımž ř́ıkáme ryze imaginárńı.

Obě dvě osy lež́ı v rovině, tud́ı̌s reálná i ryze imaginárńı č́ısla jsou č́ısly komplexńımi. Č́ıslo z5
je reálné a č́ıslo z3 ryze imaginárńı.

Na obrázku (b) jsme na komplexńı rovinu natáhli kartézskou śıt’, tedy śıt’ pouze rov-

noběžných a vzájemně kolmých př́ımek, pomoćı nichž dokážeme měřit vzdálenost. Vid́ıme, že

č́ıslo z1 odpov́ıdá pr̊useč́ıku dvou př́ımek, které procháźı reálnou a imaginárńı osou v jednotkové

vzdálenosti od počátku.

Každý bode lze tedy pravoúhle spojit s oběma osami za vytvořeńı obdélńıka. Č́ıslo na

imaginárńı ose nazvama imaginárńı část́ı a č́ıslo na reálné ose reálnou část́ı komplexńıho č́ısla.

Ṕı̌seme

Re[z] = x = reálná část komplexńıho č́ısla z,

Im[z] = y = imaginárńı část komplexńıho č́ısla z.

Abychom nemuseli takto složitě zapisovat každé komplexńı č́ıslo, budeme psát kompaktněji

z = x + iy, kde i je imaginárńı jednotka, o jej́ıch vlastnostech si pov́ıme později, prozat́ım

nám stač́ı vědět, že č́ıslo násobené i1 je imaginárńı část́ı odpov́ıdaj́ıćı komplexńıho č́ısla a č́ıslo

úměrné členu i0. Tomuto zápisu ř́ıkáme algebraický tvar komplexńıho č́ısla

z = x+ iy (A.1)

Na obrázku (c) jsme na Gaussovu rovinu natáhli śıt’ tzv. polárńıch souřadnic (r,ϕ). Prvńı

ze souřadnic r udává vzdálenost od počátku. Definuje tedy kružnici, na ńıž může č́ıslo ležet.

Úhel ϕ ∈ [0, 2π) pak definuje mı́sto na kružnici, kdy ϕ = 0 odpov́ıdá kladné části reálné osy,

ϕ = π záporným reálným č́ısl̊um.

Z definice goniometrických funkćı vid́ıme na obrázku A.2 vztah mezi kartézskými a polárńımi

souřadnicemi

x = r cosϕ, y = r sinϕ. (A.2)

Dosazeńım těchto vztah̊u do algebraického tvaru (A.1) tak źıskáváme goniometrický tvar

komplexńıho č́ısla

z = r (cosϕ+ i sinϕ) , (A.3)

který bude velice platný předevš́ım pro pozděǰśı poč́ıtáńı mocnin komplexńıch č́ısel.

8



A.1.1 Rotace v komplexńı rovině

Jedńım z d̊uležitých př́ıklad̊u práce s komplexńımi č́ısly je jejich rotace. Máme-li z obrázku A.3

orotovat o úhel ψ komlpexńı č́ıslo z okolo počátku, dostaneme č́ıslo z� = x� + iy� = r�(cosϕ� +

i sinϕ�), přičemž při rotaci plat́ı r� = r, tj. vzdálenost č́ısla od počátku se zachová.

Úhel se změńı jednoduše z ϕ na ϕ� = ϕ + ψ. Rotace v polárńıch souřadnićıch je tedy

jednoduchá a můžeme psát goniometrický tvar kopmlexńıho č́ısla

z� = r
�
cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ)

�
. (A.4)

Naš́ım ćılem je nyńı zjistit, jak vypadaj́ı souřadnice x�, y�, samozřejmě vid́ıme z předchoźıho

vztahu, že x� = r cos(ϕ+ψ), y� = r sin(ϕ+ψ), ale naše snaha vede k tomu vyjádřit x�, y� pouze

pomoćı zadaného algebraického tvaru, tedy v závislosti na x, y. Využijeme vztah̊u

cos(ϕ+ ψ) = cosϕ cosψ − sinϕ sinψ, (A.5)

sin(ϕ+ ψ) = cosϕ sinψ + cosψ sinϕ (A.6)

a źıskáme tak

z� = r (cosϕ cosψ − sinϕ sinψ) + ir(cosϕ sinψ + cosψ sinϕ) (A.7)

= r cosϕ� �� �
x

(cosψ + i sinψ)− r sinϕ� �� �
y

(sinψ − i cosψ) = (A.8)

= x cosψ − y sinψ + i(x sinψ + y cosψ) = x� + iy�. (A.9)

Jde tedy ukázat, že při rotaci o úhel ψ lze nové souřadnice v algebraickém tvaru napsat ve

tvaru
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Obrázek A.2: Každé komplexńı č́ıslo lze popsat s pomoćı polárńıch či kartézských souřadnic. Obrázek

ilustratuje, jak je jednoduché přecházet mezi těmito dvěma sety souřadnic.
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Obrázek A.3: Rotace v prostoru lze snáze řešit v polárńıch souřadnićıch přičteńım úhlu ψ k úhlu ϕ.

z� = x� + iy� = x cosψ − y sinψ + i(x sinψ + y cosψ), (A.10)

x� = x cosψ − y sinψ, (A.11)

y� = x sinψ + y cosψ (A.12)

Našli jsme tedy pravidlo pro rotaci jak pro goniometrický, tak pro algebraický tvar. Tyto

vztahy jsou velice d̊uležité a kupř́ıkladu ve fyzice hraj́ı velkou roli při budováńı teorie rotace

tuhého tělesa.

A.1.2 Násobeńı komplexńıch č́ısel

Nyńı se pojd’me pod́ıvat na násobeńı dvou komplexńıch č́ısel. Nejprve si uvědomme jednodu-

chou věc, která se týká sč́ıtáńı a odč́ıtáńı dvou komplexńıch č́ısel, totiž tu, že se skutečně jedná

o č́ısla, kde se k i chováme jako k parametru, tud́ıž jej lze vytýkat. Tento postup jsme použili

už v minulé kapitole a plat́ı tedy

Re[z1 + z2] = Re[z1] +Re[z2], (A.13)

Im[z1 + z2] = Im[z1] + Im[z2]. (A.14)

Násobeńı dvou komplexńıch č́ısel již vyžaduje d́ıvat se na i jako na č́ıslo s určitou vlastnost́ı,

kterou reálná č́ısla postrádaj́ı. Z předchoźı kapitoly v́ıme, jak vypadaj́ı transformačńı vztahy

mezi (x, y) a (x�, y�) při rotaci, tedy známe vztah mezi komplexńımi č́ısly z, z�.

Zkusme se pod́ıvat na to, co se stane, pokud provedeme součin

Rψz = (cosψ + i sinψ)(x+ iy) = x cosψ + i2y sinψ + i(x sinψ + y cosψ), (A.15)

10



kde jsme definovali rotačńı komplexńı č́ıslo Rψ. Vid́ıme, že po vynásobeńı komplexńım č́ıslem

Rψ, jehož vzdálenost od počátku je 1, je situace téměř stejná jako při rotaci o úhel ψ, jediným

rozd́ılem je člen s i2.

Srovnáńım obou výsledk̊u zavád́ıme rotaci v komplexńı rovině coby násobeńı kom-

plexńım č́ıslem Rψ zavedeńım fundamentálńı podmı́nky komplexńıch č́ısel

i2 = −1. (A.16)

A.1.3 Mocněńı a odmocňováńı

Zavedeńım vlastnosti imaginárńıho č́ısla i (i2 = −1) jsme zároveň našli efektivńı zp̊usob, jak

poč́ıtat mocniny a odmocniny kladných i záporných č́ısel.

Umocněńı obecného komplexńıho č́ısla na druhou jej tak posune ze vzdálenosti r do vzdálenosti

r2 a úhel odtočeńı se zdvojnásob́ı. Obecně při zn můžeme psát

zn = |z|n[cos(nϕ) + i sin(nϕ)], (A.17)

kde jsme nově zavedli značeńı pro velikost komplexńıho č́ısla |z| =
�

Re[z]2 + Im[z]2, kterou

též nazýváme absolutńı hodnotou.

Nab́ıźı se otázka, jak je to s odmocněńım komplexńıho č́ısla. Odmocňujeme-li reálné č́ıslo

x2 je výsledkem vždy x, tj. funkce odmocnina přǐrazuje č́ıslu x2 č́ıslo x. To však neznamená, že

neexistuje i jiné č́ıslo než x, které po umocněńı na druhou dá x2. V reálných č́ıslech v́ıme, že

taková č́ısla jsou dvě, konkrétně ±x.

Odmocněńım komplexńıho č́ısla z budeme mı́t na mysli n. odmocninu n
√
x = z1/n, která č́ıslu

z přǐrazuje všechna č́ısla zi, pro která plat́ı zni = z. Než uvedeme úvodńı př́ıklad, je potřeba

zavést novou operaci:

z |z| ϕ z2 z3,

4
√
42 + 02 = 4 0 42(cos(2 · 0) + i sin(2 · 0)) = 16 43 = 64

−3
�
(−3)2 + 02 = 3 π 32(cos(2π) + i sin(2π)) = 9 39 cos(3π) = −27

2i
√
02 + 22 = 2 π

2
22(cos π + i sin π) = −4 23i sin

�
3π
2

�
= −8i
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Ke komplexńımu č́ıslu z definujeme operaci komplexńıho sdružeńı tak, že komplexně

sdružené č́ıslo z̄ = z∗ = Re[z]−iIm[z]. Geometricky se jedná o nalezeńı osově symetrického

partnera dle reálné osy v Gaussově rovině k č́ıslu z. Např. z = 3 + 5i dá z∗ = 3− 5i.

Motivačńı př́ıklad: Necht’ je dáno č́ıslo z = 1 + i, k němu č́ıslo komplexně sdružené je

z∗ = 1 − i. Nyńı se pod́ıváme na to, jak vypadá druhá mocnina č́ısla, tedy rotujeme č́ısla z o

π/4 a z∗ o −π/4 radián̊u. Čekáme, že tedy nalezneme ryze imaginárńı č́ısla, skutečně

z2 = (1 + i)2 = 12 + 2i+ i2 = 2i, (A.18)

(z∗)2 = (1− i)2 = 1− 2i+ i2 = −2i, (A.19)

polárńı úhlová souřadnice č́ısla je tak pro z2 rovna π/2 a pro (z∗)2 3/2π. Pokud tedy tato č́ısla

ještě jednou kvadraticky umocńıme, mělo by se prvńı č́ıslo otočit na π, komplexně sdružené na

3π � π. Č́ısla by se tedy měla rovnat. A skutečně

z4 = 4i2 = −4, (A.20)

(z∗)4 = 4i2 = −4. (A.21)

Odtud můžeme jasně ř́ıci, že řeš́ıme-li úlohu z = 4
√
−4, potom dvě řešeńı jsou z1 = 1+i, z2 =

1− i = z∗1 . Našli jsme tedy efektivńı zp̊usob, jak poč́ıtat odmocniny záporných č́ısel!

Ovšem stále jsme nepřǐsli na všechna řešeńı. Existuj́ı ještě daľśı dvě z3 = −1+i a z4 = −1−i.

Po složitěǰśıch teoretických úvahách lze doj́ıt k tomu, kolik je vlastně řešeńı. Berme jako fakt

následuj́ıćı poučku

Je-li dána rovnice z = n
√
x, kde x �= 0, potom má rovnice n řešeńı a ta maj́ı tvar

∀k ∈ {1, 2, . . . , n} : zk =
n
�

|z|
�
cos

�
ϕ+ 2kπ

n

�
+ i sin

�
ϕ+ 2kπ

n

��
, (A.22)

v Gaussově rovině tvoř́ı pravidelný n-úhelńık, jehož středem je komplexńı č́ıslo 0 + 0i = 0.

Zvýrazněné pravidlo pro odmocňováńı lze velice jednoduše odvodit z toho, že funkce sin, cos

jsou 2π periodické. To znamená, že komplexńı č́ıslo dané úhlem ϕ lze stejně dobře popsat úhlem

ϕ + 2kπ. Už jsme ukázali, že mocněńı č́ısla odpov́ıdá rotaci, konkrétně si můžeme rozmyslet,

že n. mocnina komplexńıho č́ısla dá úhel n×úhel p̊uvodńı. Neńı tedy zvláštńı, že v odmocnině

čekáme úhel ϕ/n.

Pokud jsme tvrdili, že jako úhel ϕ je možné komplexńı č́ıslo zapsat libovolným z č́ısel ϕ+2kπ

pro celé č́ıslo k, můžeme se nyńı zamyslet nad t́ım, co se stane, pokud takové č́ıslo odmocńıme.

Očividně jeho n. mocnina dá opět námi hledané č́ıslo, nav́ıc ovšem č́ıslo dané úhlem (ϕ+2kπ)/n

je odlǐsné od č́ısla prvńıho, pokud neńı k násobkem n. Efektivně tedy řeš́ı rovnici s odmocninou
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libovolné č́ıslo dané úhlem (ϕ+2kπ)/n, ovšem pro k > n nebo k < 1 už dostáváme stejná č́ısla,

která jsou v rozmeźı k ∈ {1, . . . , n}.

Liché odmocniny reálných č́ısel

Lichá odmocnina má vždy jedno reálné

řešeńı, to může ležet bud’ v kladné části,

nebo v záporné části reálné osy od-

pov́ıdaj́ıce tomu, jaké znaménko mělo č́ıslo

pod odmocninou. Na obrázku vid́ıme třet́ı

odmocninu z č́ısla −1 červeně a z č́ısla 1

modře.

Sudé odmocniny reálných č́ısel

U sudých odmocnin zálež́ı na tom, jaké

je znaménko č́ısla pod odmocninou. Je-

li znaménko kladné, lež́ı jedno z řešeńı

v kladné části reálné osy, jedno v

záporné. Je-li signum č́ısla pod odmocni-

nou záporné, existuj́ı dvě řešeńı na ose ima-

ginárńı. Modře:
√
−1, červeně:

√
1.
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Im
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Z geometrického hlediska bychom mohli naj́ıt jiné pravidelńı n-úhelńıky, které nemaj́ı ani

jeden z vrchol̊u na libovolné z os. Taková č́ısla také řeš́ı úlohu, ale s obecným komplexńım

č́ıslem pod odmocninou, těmi se zde zabývat nebudeme.

A.1.4 Řešeńı kvadratických rovnic

Pohybová rovnice

Pro ukázku využit́ı komplexńıch č́ısel mimo geometrickou interpretaci přejděme do analytiky, v

ńıž je potřeba řešit kvadratické rovnice. V diferenciálńım počtu, o němž budeme mluvit později,

lze formulovat rovnici harmonického oscilátoru

ẍ+ ω2x = 0, (A.23)

jedná se o pohybovou rovnici, jej́ımž výsledkem je trajektorie závaž́ı zavěšeného na pružině

x(t), přičemž ω2 = k/m je poměr tuhosti pružiny a hmotnosti závaž́ı.

V praxi se taková rovnice řeš́ı pomoćı přepsáńı do polynomu, kdy mı́sto složitých derivaćı

využ́ıváme jednoduché mocniny, za každou tečnu přidáme mocninu. Člen ẍ tak nahrad́ıme λ2
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a člen x žádnou tečku nemá, proto jej nahrad́ıme za λ0 = 1. dostáváme novou rovnici

λ2 + ω2 = 0. (A.24)

Obecná poučka nám ř́ıká, že vyřeš́ıme-li předchoźı rovnici, potom výsledné řešeńı bude

odpov́ıdat funkci x(t) = Aeiλt, kde A je libovolná konstanta. Vyřešit rovnici již nyńı neńı

problém, nebot’ v́ıme, že

λ2 = −ω2 = i2ω2 −→ λ = ±iω. (A.25)

Dostáváme tedy dvě řešeńı (druhá odmocnina), která sečteme, abychom dostali řešeńı cel-

kové. To má tedy tvar

x(t) = A1e
iωt + A2e

−iωt, (A.26)

přičmež konstanty A1, A2 v tuto chv́ıli neznáme. Vid́ıme však, že bez znalosti komplexńıch

č́ısel a jejich odmocňováńı bychom se dále nedostali. Řešeńı však ještě upravme se znalost́ı

následuj́ıćıc poučky.

Zápis ez lze zapsat také jako exp(z), jedná se o dva r̊uzné zápisy stejné funkce, j́ıž

nazýváme exponenciála. Plat́ı vztah

eiz = exp(iz) = cos(z) + i sin(z). (A.27)

Nyńı můžeme řešeńı upravit dosazeńım tohoto vztahu a využit́ım sudosti funkce kosinus,

lichosti funkce sinus

x(t) = (A1 + A2)� �� �
B1

cos(ωt) + i(A1 − A2)� �� �
B2

sin(ωt) = B1 cos(ωt) + B2 sin(ωt), (A.28)

což je již řešeńı, které známe ze středńıch škol. Daľśı úpravou bychom mohli źıskat x(t) =

xmax cos(ωt + ϕ), to zde již ukazovat nebudeme a čtenář si tak může sám úlohu dopoč́ıtat a

zjistit, v jakém vztahu jsou konstanty A1, A2 a xmax,ϕ.

Zadaná rovnice

Spočtěme obecně zadanou rovnici

x2 + 5x+ 7 = 0, (A.29)

hledejme x, které takovou rovnici vyřeš́ı. Prvńım krokem je vždy spoč́ıtat diskriminant a zjistit

jeho znaménko

D = b2 − 4ac = 25− 4 · 7 · 1 = 25− 28 = −3. (A.30)
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Doposud byl člověk zvyklý ř́ıci, že rovnice nemá řešeńı, jelikož diskriminant je záporný.

V tuto chv́ıli bychom měli poznamenat, že rovnice nemá reálná řešeńı, avšak v́ıme, že kom-

plexńı existovat budou. Připomeňme, že d̊uvodem neexistence reálných řešeńı je, že použ́ıváme

odmocninu z diskriminantu, která je v tomto př́ıpadě ryze imaginárńı.

Stejně jako v př́ıpadě kladného diskriminantu jsme uvažovali pouze kladná řešeńı, stejně

tak u ryze imaginárńıho, tj.
√
−3 = i

√
3. Dostáváme tedy

x1/2 =
−b±

√
D

2a
=

−5± i
√
3

2
= −5

2
± i

√
3

2
. (A.31)
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