
3. Mechanika v́ıce hmotných bod̊u
Mechanika jednoho hmotného bodu probraná v předcházej́ıćıch kapitolách se stala velice jedno-
duchou se zavedeńım infinitesimálńıho počtu do fyzikálńıho zkoumáńı př́ırody. Daľśım krokem
je ukázat, že při existenci mnoha hmotných bod̊u se stává situace složitěǰśı, avšak stále lze řešit
jednoduchým diferenciálńım počtem.

3.1 Soustava hmotných bod̊u

Kinematika hmotných bod̊u je velice transparentńı. Každému hmotnému bodu lze přǐradit jeho
trajektorie daná časovou závislost́ı polohy ri. Pro každý bod následně muśı platit Newtonovy
dynamické zákony. Pokud tedy na i. bod p̊usob́ı śıla F i, lze zapsat veškeré zákony ve tvaru

F i (rj(t), ṙj(t), t) = ṗi(t),

přičemž śıla p̊usob́ıćı na i. bod je závislá na polohách a rychlostech všech ostatńıch bod̊u. Pro N
bod̊u se tak jedná o N vektorových rovnic, tj. 3N rovnic skalárńıch. Ty udávaj́ı evoluci systému,
nav́ıc je potřeba zadat počátečńı polohy a rychlosti všech částic.

Bez ohledu na to, jak neefektivńı tento popis je pro mnoho částic ve skutečných mikrosko-
pických teoríıch, lze jej efektivně použ́ıvat pro soustavu dvou bod̊u, která dostatečně reprezentuje
tuhé těleso, má proto smysl bavit se o obecných pravidlech pro soustavy i z jiného než filoso-
fického hlediska.

3.2 Impulsové věty

Celková hybnost soustavy je součet hybnost́ı všech bod̊u, které soustavu tvoř́ı,

p =
N∑
i=1

pi =
N∑
i=1

mivi.

3.2.1 Prvńı impulsová věta

Daľśım ćılem je nalézt zákon, který bude analogický Newtonově dynamickým zákon̊um, tentokrát
však pro celou soustavu. Hlavńı myšlenkou následuj́ıćıho postupu je, že śıla p̊usob́ıćı na i. bod
lze rozložit na śılu interńı (p̊usob́ı mezi dvěma body soustavy) a exterńı (nepocháźı od žádného
jiného bodu soustavy, ale odněkud z venč́ı). Na i. bod p̊usob́ı všechny ostatńı body soustavy
interńı silou, tu lze ještě nav́ıc rozložit na śılu mezi i. a j. bodem, ta se označ́ı F I

ij . Exterńı śıla
p̊usob́ıćı na i. bod je značena F E

i . Celková interńı śıla p̊usob́ıćı na i. bod má tvar

F I
i =

N∑
j=1
j 6=i

F I
ij ,
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d́ıky čemuž lze již př́ımočaře zapsat časovou evoluci systému1

ṗ = d
dt

N∑
i=1

pi =
N∑
i=1

ṗi =
N∑
i=1

F i =
N∑
i=1

(
F I
i + F E

i

)
=

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

F I
ij +

N∑
i=1

F E
i .

Pro śıly plat́ı F I
ij = −F I

ji, veškeré př́ıspěvky vnitřńıch sil odečtou2 a na pravé straně z̊ustane
pouze śıla exterńı. Součet všech exterńıch sil lze označit za celkovou exterńı śılu F E a lze zapsat
prvńı impulsovou větu

ṗ = F E, (1. Impuslová věta)

dynamiku celkové hybnosti tak udávaj́ı pouze śıly p̊usob́ıćı na těleso z vněǰsku, nikoliv śıly
vnitřńı.

3.2.2 Druhá impulsová věta

Pro odvozeńı druhé věty impulsové je potřeba zavést moment śıly M = r × p a moment
setrvačnosti L = r×p. Tyto veličiny jsou závislé na volbě referenčńı soustavy, která je zvolena.

Např. pro pohyb po kružnici je r = r(t) i p = p(t) měńıćı sv̊uj směr a to tak, že vektor L je
vždy kolmý na rovinu kružnice, jeho velikost je pak L = rp, nebot’ r(t) ⊥ p(t) v každém čase t.

Pro jeden hmotný bod lze zapsat Newtonovy dynamické rovnice ve tvaru

F = ṗ,

r × F = r × ṗ,

M = L̇,

kde jsme nalezli časovou změnu momentu hybnosti L̇ = ṙ × p + r × ṗ, prvńı ze člen̊u vypadne,
nebot’ v ‖ p, tedy v × p = 0 a skutečně plat́ı L̇ = r × ṗ.

Pro momenty tedy plat́ı analogická rovnice Newtonově pohybové rovnici. Na rozd́ıl od ńı,
která ř́ıká, že časová změna hybnosti je dána p̊usob́ıćı silou, ř́ıká, že časová změna momentu
hybnosti je dána momentem śıly. Pokud tak šla formulovat prvńı impulsová věta pro soustavu
hmotných bod̊u, jež je analogíı druhého Newtonova dynamického zákona, nešla by formulovat
druhá impulsová věta mluv́ıćı o momentech śıly a hybnosti?

Situace je d́ıky vektorovému součinu o trochu komplikovaněǰśı. Postup je nicméně stejný jako
při odvozováńı prvńı věty

L̇ =
N∑
i=1

M i =
N∑
i=1

ri × F i =
N∑
i=1

ri ×

F E
i +

N∑
j=1
j 6=i

F I
ij

 =
N∑
i=1

ME
i︷ ︸︸ ︷

ri × F E
i +

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ri × F I
ij .

Źıskaný vztah ještě neńı konečný. Ve dvojitém součtu interńıch sil na pravé straně se objevuj́ı
vždy př́ıspěvky typu Fmn a následně i př́ıspěvky typu F nm, které jsou vzájemně opačného směru,
tj. Fmn = −F nm.

1 Připomeňme, že derivace konečného součtu je součet derivaćı jednotlivých sč́ıtanc̊u, tj. (f + g)′ = f ′ + g′.
2 Rovnost F ij = −F ji v́ıme z třet́ıho Newtonového zákona akce-reakce.

2



U prvńı impulsové věty to znamenalo odečteńı veškerých sil bez ohledu na jejich vlastnosti.
Nyńı však budou v součtu prvky Fmn spolu s vektorem rm, ale F nm budou stát za vektorem rn.
Toto lze využ́ıt a zapsat

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ri × F ij =
N∑
i=1

N∑
j=1
j>i

(ri − rj)× F ij .

Ujistěme se, že jsme neudělali žádnou zásadńı chybu. Zkusme si vypsat členy levé strany

N∑
i=1

N∑
j=1

ri × F ij = r1 × F 11 + r1 × F 12 + r1 × F 13 + r1 × F 14 + · · · + r1 × F 1N +

+ r2 × F 21 + r2 × F 22 + r2 × F 23 + r2 × F 24 + · · · + r2 × F 2N +
...
+ rN × F N1 + rN × F N2 + rN × F N3 + rN × F N4 + · · · + rN × F NN

kde přidáváme i členy typu F ii, které ale pokládáme rovny nule. Nyńı lze členy jednoduše přeuspořádat, vezmeme
si F 12 a k němu nalezněme F 21, naṕı̌seme

r1 × F 12 + r2 × F 21 = r1 × F 12 − r2 × F 12 = (r1 − r2) × F 12,

tato operace lze provést se všemi členy, které zač́ıná r1, následně se všem, které zač́ınaj́ı r2 atd. Źıskáme proto
opět součet přes všechna i a přes j > i, nebot’ členy s j < i jsou již zahrnuty v předchoźım součtu. Př́ıkladem je,
že již máme člen (r2 − r3)F 23, a tud́ıž již nebudeme hledat člen (r3 − r2)F 32. To tedy znamená

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

ri × F ij =
N∑

i=1

N∑
j=1
j>i

(ri − rj) × F ij .

a úprava pro daľśı práci při odvozováńı druhé impulsové věty je oprávněná.

ri

rj

r i− rj

•

•

•

o

i. bod

j. bod

Obrázek 3.1: Dva hmotné body s označeńım i, j po-
psané vektory r1, r2, maj́ı mezi sebou vektor ri−rj.

Vektorový součin dvou vektor̊u a × b je
opět vektor, který je kolmý na oba dva p̊usob́ı
vektory a jeho velikost je ‖a× b‖ = ab sin(α),
pokud spolu vektory sv́ıraj́ı úhel α. Posloup-
nost vektor̊u a, b,a×b tvoř́ı pravotočivou sou-
stavu.

Kdy je tedy hodnota (ri−rj)×F ij rovna
nule? Je to tedy, jsou-li vektory rovnoběžné.
Śıla mezi i. a j. bodem tak muśı být rov-
noběžná se spojnićı obou bod̊u, p̊usob́ı tedy od
středu jednoho bodu do středu bodu druhého.
Takovým silám ř́ıkáme śıly centrálńı a jen pro
tyto centrálńı śıly se obecně vynuluje dvojitá
suma.

Druhá impulsová věta pak lze zapsat v kompaktńım tvaru za zavedeńı celkového momentu
śıly ME =

∑
ME

i :

Pro centrálńı śıly plat́ı L̇ = ME, (2. Impulsová věta)

tj. moment hybnosti soustavy se měńı dle zadaného vněǰśıho momentu śıly a vnitřńı moment sil
nehraj́ı roli, pokud jsou všechny interńı śıly centrálńı.
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3.3 Hmotný střed

Prvńı impulsová věta velmi intuitivně definuje pojem hmotného středu. Celková hybnost p
pořádá jen velmi redukovanou informaci. Výslednic všech exterńıch sil, které na soustavu p̊usob́ı
měńı celkovou hybnost soustavy, tento dynamický zákon však neř́ıká nic o tom, jak se pohybuj́ı
jednotlivé body.

Existuje tedy jeden hmotný bod o libovolné hmotnosti µ, který by splnil Newtonovy dyna-
mické zákony pro zadanou śılu F E, která by p̊usobila jen na něj? Zkonstruovat takový bod neńı
problém, nebot’ prvńı impulsová věta ř́ıká

F E = ṗ =
N∑
i=1

ṗi =
N∑
i=1

mir̈i = d2

dt2

(
N∑
i=1

miri

)
= µ

d2

dt2

(
1
µ

N∑
i=1

miri

)
= µr̈1

využili jsme triku, že pro hmotný bod plat́ı ṁi = 0, pokud ze soustavy náhle nezmiźı nebo
se neobjev́ı. Předpoklad existence bodu o hmotnosti µ s časovým vývojem polohy r1 (posledńı
rovnost) nám ukazuje, jak muśı vypadat časová evoluce takového bodu

r1(t) = 1
µ

N∑
i=1

miri(t).

Bod popsaný funkćı r1 je obecně pouze matematickou konstrukćı, nemuśı se jednat o žádný
z bod̊u soustavy. Už samotná volnost ve volbě hmotnosti µ ukazuje, že lze naj́ıt nekonečně mnoho
takový bod̊u.

K současnému kurzu, nebot’ tuhle část nestihnu dokončit:
Řekli jsme si, že hmotný střed (a.k.a. těžǐstě až na slov́ıčkařeńı) má tvar r1, ale mı́sto obecné
hmotnosti µ je tam hmotnost celého tělesa

µ = m =
N∑
i=1

mi,

v takovém př́ıpadě je potom hmotný střed bod, který je stabilńı při rotaci. Takových bod̊u je v́ıce
(celá osa otáčeńı). Hmotný střed je tedy jakýsi pr̊useč́ık myšlenek ”bod reprezentuj́ıćı soustavu“
a ”při rotaci stoj́ı“. Jeho pozice je poté dána vztahem

rt(t) = rµ=m
1 (t) =

N∑
i=1

miri

N∑
i=1

mi

,

což je, jak vid́ıme, vážený pr̊uměr poloh všech bod̊u.

3.4 Moment setrvačnosti

Jeden hmotný bod pohybuj́ıćı se rychlost́ı v má kinetickou energii

T = 1
2mv

2,
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×
S

Obrázek 3.2: Dva hmotné body umı́stěné na opačný stranách kružnice ob́ıhaj́ı okolo bodu S, který je jejich
těžǐstěm. Toto těžǐstě se poté pohybuje rychlost́ı vt.

kde m je hmotnost objektu, který zmı́něný bod reprezentuje. Pokud se hmotný bod pohybuje
po kružnici s úhlovou frekvenćı ω, lze kinetickou energii zapsat ve tvaru

T = 1
2mv

2 = 1
2mr

2ω2 = 1
2Iω

2,

kde I = mr2 je tzv. moment setrvačnosti hmotného bodu. Pokud se hmotný bod ob́ıhá kružnici,
jej́ıž střed se pohybuje rychlost́ı vt, je jeho celková kinetická energie rovna

T = 1
2mv

2 = 1
2m(vt + r × ω)2 = 1

2m [vt · vt + 2vt · (r × ω) + (r × ω) · (r × ω)] =

= 1
2mv

2
t +mvt · (r × ω) + 1

2mr
2ω2 = 1

2mv
2
t +mvt · (r × ω) + 1

2Iω
2,

objevuje se zde mimo klasickou translačńı a rotačńı energii ještě člen mvt · (r × ω). Tento člen
vymiźı pro čistě translačńı pohyby (ω = 0) i pro čistě rotačńı (vt = 0). Nevymiźı ovšem pro
kombinaci obou pohyb̊u.

Pokud se však budeme bavit o dvou bodech, které rotuj́ı okolo bodu S na obrázku 3.2,
źıskáme celkovou kinetickou energii jako součet energíı obou bod̊u, tedy

T = 1
2mv2

1 + 1
2mv2

2 = 1
2m (vt + ω × r1)2 + 1

2m (vt + ω × r2)2 =

= 1
2(2m)v2

t + 1
2m

(
r2

1 + r2
2

)
ω2 +mvt · [(r1 × ω) + (r2 × ω)] =

= 1
2µv2

t + 1
2 (I1 + I2)︸ ︷︷ ︸

I

ω2 +mvt · [(r1 + r2)× ω] = 1
2µv2

t + 1
2Iω

2,

kde pro jednoduchost uvažujeme stejné hmotnosti obou bod̊u, aby těžǐstě bylo skutečně v bodě S,
hmotnost tohoto těžǐstě je µ = 2m a pohybuje se rychlost́ı vt. Ve výpočtu jsme využili toho, že
r1 = −r2, nebot’ tyto polohové vektory jsou vztahovány ke středu kružnice. Celkový moment
setrvačnosti I je dán jako součet moment̊u setrvačnosti jednotlivých bod̊u.

Pro systém mnoha hmotných bod̊u lze, jak bylo ukázáno, zkonstruovat hmotný střed, jehož
rychlost vt reprezentuje translačńı část pohybu soustavy. Obecná kinetická energie soustavy, v
ńıž lze pohyb každého bodu rozdělit na pohyb s úhlovou ωi a translačńı rychlost ui, má tvar

Ve vš́ı obecnosti je moment setrvačnosti velice d̊uležitou veličinou, která udává v̊uli soustavy
měnit svou celkovou úhlovou frekvenci. Pro diskrétńı rozložeńı hmoty se jedná o veličinu

I =
N∑
i=1

mi`
2
i ,

kde `i je vzdálenost i. bodu od osy otáčeńı.
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