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Drazi resitele
Musime se nejprve omluvit tém feSitelim, ktefi sva feSeni poslali jiz koncem fijna a
druhd série se k nim dostavd az nyni. Podle zkuSenosti z loniska jsme v tomto roce
vénovali vice Casu distribuci zadani seminafe na vSechna mista, kde by na né¢ mohli
Cekat pripadni fesitelé. Z toho divodu jsme dodatecné posunuli termin pro nové
zajemce o Ctrnact dni a tim 1 zkratili ¢as na ostatni série. Ale ta ptisti by se k vam méla
dostat jesté do vanoc.
Chceme vas (zejména nové felitele, kterych je kupodivu podstatné vice nez téch
starSich) pozadat, aby jste opravdu psali kazdé feSeni na zvlastni papir a kazdy takovy
list podepsali. Nemusi to byt plytvani piirodnimi zdroji, mizete psat klidn¢ na
nestandartné¢ malé formaty (nikoli na ukor ¢itelnosti). Dlivod je ten, ze kaZzdou tlohu
opravuje nékdo jiny a oboustranné popsany papir se Spatné rozdéluje.
Co se tyce bodovani, rozhodli jsme se poseckat se zvetejnénim detailt az do pristé, kdy
budeme moci systém aplikovat na vysledky prvni série. Pfedem lze prozradit, Ze
zakladni ohodnoceni, které je rovnocenné pro vSechny fesitele, se doplituje honusy pro
ty, ktefi vyfesi néco nad pozadavky zadéani, a nasledné je upraveno podle koeficientu
handicapu, ktery vychazi z moznych zkuSenosti fesitele, t.j. véku a GspéSnosti pii feSeni
lofiského a letosniho ro¢niku FKS.

Zadani

Uloha I1.1 ... p¥istdni kosmické sondy

Ptistavaci modul kosmické lodi se pfiblizuje Obrazek 1
k povrchu planety s konstantni rychlosti,

piicemz piedava na kosmickou lod’ udaje

o tlaku atmosféry. Graf zavislosti tlaku na oo A
Case je na obrazku 1. Pfi pfistani na povrchu
planety modul naméfil teplotu T=700 K a
tihové zrychleni g=10m.s™. Urdete rychlost v, 20
kterou modul pfistavd, kdyz se atmosféra

skladd z oxidu uhlic¢itého. Urcete teplotu Ty |

ve vySce h=12 km nad povrchem planety. 2000 3000 t,s

40
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Uloha I1.2 ... schématko
Mezi body E a F schematu zobrazeného na Obrazek 2
obrazku 2 je nejprve zapojen idedlni voltmetr a
poté idedlni ampérmetr. Jejich tdaje jsou rovny Uy
a Ip. Urcete velikost proudu I, ktery bude téct
rezistorem R zapojenym mezi body E, F.

Uloha I1.3 ... nehoda ve vakuu

Dva kosmonauti se nachéazeji v otevieném
mezihvézdném prostoru. Neocekavané dojde
k ptetrzeni piivodni hadice u jednoho znich a
nasledné uniku veSkerého vzduchu ze skafandru.
Jeho pritel duchaplné piipoji ventil ze svého
skafandru na utrzeny konec hadice. JenZe ouha!
Hadice je ucpana a ke zprichodnéni trubice je
tteba pretlaku alepont 1,1 atm. Pfitom standartni
tlak udrzovany pftistroji ve skafandru je roven 1 atm. Rozhodnou se k nasledujicimu
kroku: vypnou piivod vzduchu neposkozeného skafandru a spole¢né se vystavi velmi
intezivnimu zéteni blizké hvézdy, ¢imz se jejich teplota zvysi z ptivodnich 27°C na
107°C. Po vyrovnani tlaku rozpoji hadice a rychle se vrati do stinu solarniho ¢lanku,
kde jejich teplota klesne k normalu. Jakého tlaku dosdhnou touto operaci v poSkozeném
skafandru?

(Pozn.: Komu se zda tato prihoda prilis fantasticka nebo malo védeckad, mize stejnou
ulohu pocitat pro dvé identické nadoby spojené hadici s jednosmérné propustnou
klapkou.)

Uloha I1.4 ... pavouk a moucha

Na povrchu sklenéné koule je pavouk a moucha. Kde musi byt moucha, aby ji pavouk
uvidél? Pocitejte s tim, Ze koule je vétsi nez pavouk a moucha (dohromady), pficemz
mnohokrat. Index lomu pro sklo je 1,43.

Uloha IL5 ... problém liftboye

Liftboy v mrakodrapu jsa perfekcionistou si povésil na sténu svého vytahu piesné
kyvadlové hodiny, aby vidél, kdy mu kon¢i pracovni doba. Doba pohybu vytahu se
zrychlenim vzhtliru a doli je stejnd. Zrychleni taktéz. Co si myslite: bude mit chlapec
pracovni dobu delsi, kratsi nebo stejnou?

Serial na pokracovani

Jiz od minulého dilu Serialu vite, Ze jeho letosni namét je praktického razu, a sice
vyklad nékterych vypocetnich metod pro feSeni matematickych problémii. Avsak uplné
pojednani, dostate¢né ilustrujici i pro ty, kteti do ,,vy$$i“ matematiky teprve pronikaji,
by zaplnilo mnohasetstrankovou knihu (napf. [1] ). My se na nemnoha stranach ve
zbyva-jicich péti dilech seridlu budeme muset trochu uskromnit. Ze dvou
nejpouzivanéjSich oblasti numerickych metod si tedy zvolime tu prvni, kterd se tyka
problémii spojenych sfeSenim rovnic: od prostého hledani kofene pfes minima a
maxima funkci az kfeSeni linedrnich soustav. Druhou oblast, kterou je feSeni
vyvojovych uloh od oby¢ejnych diferencialnich rovnic po komplexni modelovani, si asi
nechame na néktery pfisti rocnik.
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Kofen rovnice

VétsSinu aloh na hledani kofene, pirestoze jejich pivod miize byt rizny, lze zapsat
v jednotné podobé, kdy na levé stran¢ rovnitka stoji n¢jaka funkce jedné proménné x, a
napravo jeji hledand hodnota, nejcastéji 0. Podobny tvar miZze dostat i iloha pro hledani

extrému ( f ’(x) =0 pro znalce derivaci), dokonce budeme-li namisto s Cisly pracovat

. . , el Y
s vektory, lze 1celou soustavu rovnic shrnout do zapisu f (x)zO. Ale pozor, pies

zdanlivou formalni podobnost se metody feSeni jmenovanych problému dosti lisi, ba
dokonce i u ptibuznych uloh je tieba peclivé zvazovat volbu té které metody feseni.

Za skuteCnost, ze jsme na pocita¢i schopni feSit idosti komplikované nelinearni
rovnice, musime platit tim, ze kazdé Cislo 1ze zadat jen s konecnou piesnosti. VSechna
raciondlni i iraciondlni ¢isla jsou zaokrouhlena na jisty pocet desetinnych mist a chyba
timto zplisobend se pii matematickych operaci a vypoctech hodnot funkci stale zvétsuje.
Proto je vhodné uchovavat v§echny vstupni udaje i mezivysledky na co nejvétsi pocet
mist. Abychom potom mohli zarucit dostateCnou piesnost vysledku, je také tifeba, aby
byla tloha tzv. dobre podminénd, to znamend, aby malé zmény v zadanych hodnotach
zpisobily jen malé zmény vysledku.

Spole¢nym prvkem vSech metod je snaha co nejlépe se ptiblizit presnému feSeni, které
neumime vyjadfit vzorcem. Obsahuje navod, jak z jistého odhadu fesSeni x; dostaneme
presnéjsi odhad x;;;. Takovyto proces opakujeme, dokud hodnota né&jakého kriteria,
kterym se snazime ur¢it odchylku naseho a ptfesného fesSeni (nejCastéji rozdil dvou
nasledujicich odhadi |xi—xi+1 , nckdy tfeba funk¢ni hodnota f{(x;)), neklesne
(v absolutni hodnoté) pod stanovenou mez &. Pro pouzitelnost metody je nyni
rozhodujici otdzka, zda se sledovana hodnota skute¢n¢ opakovanim krokli zmensuje.
Fakt, ze po uritém poctu kroku se dostaneme pod libovolnou zvolenou hranici, se
odborné¢ nazyvad konvergence. Pii hodnoceni metody nas kromé spolehlivosti
konvergence zajima také jeji rychlost - tj. jak rychle ziskdvame dalsi platné cifry (ty
odpovidajici presnému feSeni) naseho odhadu kofene opakovanim danych kroki.
U nejjednodussich metod roste linearn€, mocnéjsi predpisy vdm mohou tieba kazdym
krokem pocet platnych cifer zdvojnésobit.

Pozadavky rychlosti a spolehlivosti Casto stoji proti sobé. Metody slibujici rychlé
nalezeni kofene mohou u nékterych funci zcela selhat. Bud' se ptfi opakovani kroki
ocitneme v kruhu, nebo ndm da tato metoda odhad naprosto mimo. Proto je zahodno
védét co nejvice o priibéhu uvazované funkce a co nejpiesnéji odhadnout polohu
kofene. Stanovime-li interval, ve kterém ma uvazovana rovnice skutecné kofen,
mizeme se k tomuto kotenu spolehlivou metodou dostatecné piiblizit a v jeho okoli,
kde se funkce chova zplisobné, rychle zptesnit vysledek né¢jakou mocnéjsi metodou.
Vezméme si funkei f(x), jejiz graf je tvofen jednou souvislou Carou - takové funkce se
nazyva spojitd (napt. polynomy jako x*+5x-1, nebo fce sin(x)). Ve vétsing metod, jeZ
budeme popisovat, se omezime pravé na funkce, které jsou spojité vSude az na nékolik
(pfedem znamych) bodii (jako tieba 1/(x*-1) nebo tg(x)). Kofen rovnice f (x):O

hledejme v jistém intervalu (a,b). Pokud plati, Ze f{x) ma v krajnich bodech rlizna
znaménka (4. f(a).f(b)<0), musi v n&jakém bod¢ tohoto intervalu protinat osu x.

Budeme-li pfiblizovat body a,b tak, Ze tato nerovnost ziistane zachovana, zlistane nam
zarucen¢ alespon jeden kofen uvnitf intervalu (fika se tomu separace korene). Dobrym
uvodem k aplikaci n¢jaké metody je rozd€leni celé inkriminované oblasti na mnozstvi
malych intervald, zjistit znaménka uvazované funkce v jejich krajnich bodech a potom
vzit ty z nich, kde je spInéna podminka f(a) f(b)<0.
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Bisekce neboli pitleni intervalu a metoda regula falsi

Jako prvni si ukdZzeme metodu nejjednodussi a nejpomalejsi, ale také nejspolehlivéjsi.
Vychozi interval (x;, X,) ndm separuje n¢jaky kofen rovnice f (x) =0. Postup je ziejmy
jiz z ndzvu metody. Zvolime x, = (x, + X,)/2 a v tomto bod& ur¢ime hodnotu funkce f.
Nyni zintervald (x;, X3) a (x3, X2) vybereme ten, pro ktery je splnéna podminka
f (a) f (b) <0 (v ném alepont jeden koten lezi), a pokracujeme dale v hledani bodil x4, xs,

X6, ...XsIntervalem poloviénim, ctvrtinovym, osminovym, ... Konvergence je dosti
pomald (log,10 = 3,32.. kroku na zptesnéni o 1 fad), zato ale bezproblémova.

Ve vlastnim vypoctu si nepotiebujeme pamatovat celou posloupnost x;, X, X3 , staci
nam bohaté¢ tfi body a,b,c a funkéni hodnoty vnich fa, fb, fc. K prvnimu
programu, ktery nam provadi vysSe popsanou metodu, je potieba nékolik poznamek.
Funkce, jejiz kofen chceme nalézt, je oznaCena jako funkce ( ), vstupni tdaje (poc.
interval a pfesnost) ndm zprostiedkuje procedura zadani. Od pivodniho postupu se
odchylime v jednom bodé&: nebudeme chtit, aby (a,b) byl regulérni interval, tj. aby a<b,
ale budeme pozadovat fa<0 a fb>0, coz nam usnadni dal$i manipulaci s proménnymi
(budeme piimo z fc védeét, jestli bod ¢ brat jako pravy nebo levy bod intervalu).

zadani (a, b, eps) {=kraje intervalu a mez presnosti}
fa= funkce (a) : fb= funkce (b)
pokud fa>0 potom pokud fb>0 potom skonci @
{pocatecni interval neseparuje koten}
jinak c=b
b=a
a=c
konec {podminky 2}
konec {podminky 1}
zacCcyklu
c=(a+b) /2
fc=funkce (c)
pokud fc<eps potom skonci konec
pokud (fc<0) potom a=c
jinak b=c
konec
koncyklu

Pozn. Ptikaz skon¢i ozn.® znamena ukonceni béhu celého programu. Dvojtecka
oddéluje dva ptikazy stejné jako novy radek.

Ve snaze zrychlit tuto metodu muizeme vzit vivahu funkéni hodnoty vypoctené
v krajnich  bodech. Odhadneme-li pribéh funkce v uvaZzovaném intervalu
nejjednodussim zplsobem, to je linearni zavislosti, padne ndm kotfen do bodu
- X /(%) =%, /(%)) .

T ) ()
Jinymi slovy spojime useckou krajni body intervalu a jeji prisecik s osou x bereme za
dal§i bod. Pro tuto metodu existuje vzité oznaleni regula falsi (,,chybného
predpokladu..“..linearity zkoumané funkce).
V uvedeném programu se piiliS§ mnoho nezméni, kromé vypoctu nového bodu c je
potieba pohlidat to, aby se pfi pfedavani poloh bodi predaly i vypoctené funkéni
hodnoty (které nyni potiebujeme).
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Zda se, ze nyni mame podstatn¢ lepsi odhad nez pii pouziti bisekce, ale lze se setkat
s funkcemi, pii kterych je uvedena konvergence velice pomala: napt. kdyZ na jedné
stran¢ od osy dosahuje podstatné menSich absolutnich hodnot. Potom je vhodné pfejit
zpét k pileni intervalu.

Uloha S.1. Reste obéma popsanymi metodami (s presnosti na 5 desetinnych mist)
nasledujici problém:

Skokan na mustku se odrazi z prkna rychlosti V=5 ms™ kolmo vzhiiru v okamziku, kdy
je deska maximalné prohnuta smérem dola (o A=30 cm pod rovnovaznou polohou). Za
jak dlouho se opét s deskou srazi, pokud prkno kmita s periodou T=0.5 s.

Srovnejte rychlost vypoctu v jednotlivych fazich (hrubé ptiblizovani, dolad’ovani).

[1] Press, Flannery, Teukolsky, Vetterling: Numerical Recipes, CUP 1986

Termin odeslani: 19.12.1994
Adresa: FKS, KTF MFF UK, V HoleSovickach 2, 180 00 Praha
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