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10. roé¢nik, Gloha ITI.2 ... magnetické kyvadlo (5 bodi; primér ?; fesilo 60 studenti)

V homogennim tihovém poli (tihové zrychleni g = 9,81 m~s72)je na
zavésu zanedbatelné hmotnosti délky | = 1,00 m umisténa mala kovova
kulicka o hmotnosti m = 10,0 g. Na kulicku byl pfiveden naboj o veli-
kosti Q = 5,0 uC. Cela tato aparatura se nachézi ve svislém homogen-
nim magnetickém poli, jehoz vektor magnetické indukce B o velikosti
B = 0,5 T ma stejny smér jako tihové zrychleni g. Ostatni magneticka
pole jsou vici tomuto magnetickému poli zanedbatelna. Cela soustava
se nachézi v klidu. Zavés vychylime o thel o = 7° a uvolnime. Popiste
pohyb kulicky po uvolnéni.

Nejprve uvedme kvalitativni feSeni. Na kulicku ptisobi magneticka Obr. 1
sila, ktera je dana vektorovym soucinem

F.. =Qv x B. (1)

Magnetické pole zpisobuje zaktiveni drahy kulic¢ky. Sila, kterou pusobi na kulicku, ji dle Fle-
mingova pravidla levé ruky odchyluje doleva (pfi pohledu shora a pfi kladném néboji kulicky)
od sméru jejiho pohybu (v zadani tlohy mifi magnetické pole ve sméry osy —z). Jeji draha
musi byt odpovidajicim zptisobem prohnuta. Uvazime-li, Ze dominujicim pohybem kulicky je
pohyb matematického kyvadla, vypada jeji kmitani pfi pohledu shora dle obr. 5. Na kruznici
lezi ty body, v nichz je rychlost kulicky nulova. Magnetické pole tedy zpisobuje staceni roviny
kyvu kyvadla.

Cilem kvantitativniho feSeni, kterym se fyzika ve skutecnosti zabyva, je dostat feSenim
pohybovych rovnic zavislost polohového vektoru éastice na ¢ase r(t). Vychazime pfi tom z po-
hybovych rovnic

ma=F;+ F, +R,

kde R je sila vldkna. V kartézském systému (z,y, z) maji tvar

magy = _BQ’U’y + Rm:
may = BQusz + Ry, (2)
ma, = —mg+ R..

Toto je komplikovanéd soustava rovnic, jejiz pfimé feSeni je obtizné. My se
vSak bez ného obejdeme.

Predné si uvédomime, ze i obycejné matematické kyvadlo analyticky vy-
fesime jen pro malé vychylky «, kdy mizeme psat sin @ = a. Potom se pohyb
odehrava priblizné v roviné konstantni souradnice z. Podle obrazku 2 rozlo-
zime tihovou silu na slozku kolmou na zavés a slozku ve sméru zavésu, ktera se
vyrovna s vazebnou silou zavésu. Potom sila mgsin o ptisobi pfiblizné proti Obr. 2
vychylce y, pro niz plati sina = y/l. Tim se nam redukuji rovnice (2) na
dvojrozmérny problém

ma, = Fp = —BQuy, — ?

Z,

m
may = Fy = BQugy — Tgy (3)
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Na prvni pohled jsme si moc nepomohli, nebot pfed sebou mame soustavu linedrnich diferen-
cidlnich rovnic

dz BQdy g

az - m a1

d’y BQdz ¢

&y _ BQRdz g 4
a2 =~ moar 1Y (4)

I kdyz 1ze tuto soustavu rovnic oproti ptivodni soustavé fesit pfesné matematickym postu-
pem, nebudeme ho provadét a radéji zkusime nalézt feSeni fyzikalni analogii.

Ta spoc¢ivé v tom, ze ,ndhodou® vime jesté o jedné sile, kterd je jako magneticka sila (1)
déana vektorovym soucinem rychlosti ¢astice a néjakého vektoru. Je to sila Coriolisova. Nejprve
vysvétlime, jak vypada Coriolisova sila a s ¢im tzce souvisi, a potom vam objasnime ideu
naseho feseni magnetického kyvadla.

Pohybovy zdkon v rotujici vztaZné soustavé

Mgéjme inercidlni vztaznou soustavu (IVS) S’ a soustavu S, kterd vii¢i ni rotuje kolem
spole¢ného pocatku konstantni uhlovou rychlosti w (viz obr. 3), jedna se tedy o soustavu
neinercidlni (NIVS). Druhy Newtontv zakon plati jen pro IVS a to v podobé, kterou vSichni
dobfe zname (Earkované zna¢ime veli¢iny nélezejici do S’)

ma’ = F’, (5)

V soustavé S vSak vznikaji tzv. zdanlivé sily, které nikterak nesouvisi s fundamentalnimi
interakcemi (s gravitaéni ¢éi elektromagnetickou silou). Tyto sily jsou pfimym diisledkem toho,
Ze se soustava S pohybuje vic¢i v8em IVS zrychlené. Pohybovy zakon v soustavé S pak miizeme
zapsat v podobé

ma = F + Fgs, (6)

kde F je vyslednice vSech skuteénych sil (napf. elektrickd, magneticka ¢i gravita¢ni sila) a Fg
je vyslednice vSech zdénlivych (setrva¢nych) sil.

V soustavé S pusobi obecné dvé takové zdanlivé sily Jednou z nich je sila odstredivd, tu
vSichni dobte znate z kolotoce,

Fo = mw2[;r:/,y'] = mw?p,

kde jsme p oznacili polohovy vektor v roviné (z,y). Druhou silou je sila Coriolisova, ktera je
zodpovédna napf. za staCeni pasatnich vétrti v subtropech. A toto je nami hledana sila, ktera
nam pomitize ulohu elegantné vytesit, nebot je podobné jako magnetick sila dana vektorovym
soucinem (pusobi kolmo na smér rychlosti)

Foc =2mw X v.

Plati pro ni stejné zakonitosti, které jsme popsali u sily magnetické. Druhy Newtonuv zakon
v soustavé S pak ma tvar
ma = F+mw29+2mw XV,

coz v roviné (z,y) déva soustavu rovnic
2
ma, = Fy — 2mwuy + mw’x,

may, = Fy, 4+ 2mwv, + mwy. (7
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Reseni rovnic analogii

Rovnice (7) vypadaji velice podobné jako rovnice (3). Pfedstavme si, Ze rovnice (3) nepopi-
suji pusobeni magnetického a tihového pole na kyvadlo pfi jeho malych vychylkach v nasi IVS,
nybrz ze se jedna o kyvadlo v NIVS S rotujici ihlovou rychlosti w a s nulovym magnetickym
polem. Jinak feceno: budeme povazovat magnetickou silu za silu Coriolisovu, kde

BQ

om

Pro¢ to viechno délame? K nasi hypotetické NIVS S totiz existuje IVS S’, kterd m4 tu vlast-
nost, ze z pohybovém zakona (6) se stane zdkon (5), ve kterém uz zadny vektorovy soucin
v X w neni. Tim se pohybové rovnice velice zjednodusi a nam nebude ¢init problémy je vy-
fesit. Nalezneme tak feSeni v soustavé S’, které jednoduchou transformaci pfeneseme zpét do
soustavy S.

Pfidame-li do (3) nulu, tzn. pfic¢teme a odedteme mw?z, resp. mw?y, rovnice budou mit
tvar

Ay = — (% +w2) T — 2wvy —l—(.uz:lc7

ay = — (% + w2) Y + 2wv, + Wy (8)

Srovname-li rovnice (8) s (7), vidime, Ze vyrazy —mQ%z a —mQ%y, kde jsme oznagili

Q=9 407, (9)
o - Y
hraji roli slozek sily F v rovnici (6). Y K
Nyni sta¢i jenom védét, jak se transformuji Qyr——— - \ x
slozky sily do soustavy S’, vi&i niz se S otaci, g I \
~
a tuto transformaci odvodime z obr. 3. Velice P I ,
snadno zjistite, ze 0l | b=
o ¢ /s ¢ wt !
r =1 coswt + Yy sinwt, S 0s o
y = —z’ sinwt + 3’ cos wt. (10) Obr. 3

Jedn4 se jenom o hledani téch spravnych pravo-
thlych trojuhelniki, jejichz odvésny dohromady poskladaji x a y. Inverzni transformace z S
do S’ vychéazi

/ .
T = xcoswt — ysinwt,

y' = wsinwt + ycoswt,

nebot soustava S’ se vii¢i S ot4él s thlovou rychlosti —w. Jelikoz sila F je timérna vektoru
[x,y], ihned odtud vyplyvd, Ze v soustavé S’ bude mit tvar

F/ — [_5221,/7 —Q2yl],
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a tedy musime v S’ fesit dvé rovnice, které uz nejsou mezi sebou provazany,

a, = 022,
a, = —Q%'. (11)
Rovnice (11) urcité vSichni poznévate, jejich FeSenim jsou obyéejné kmity, nebot zrychleni
je pfimo timérné vychylce, ale opa¢ného sméru. Ale pozor, jsou to obecné eliptické kmity, nebot

zde velice zalezi na pocatecnich podminkach.
Obecné feSeni rovnic (11) napiSeme jako superpozici harmonickych funkci sin a cos

2’ = KsinQt + L cos Qt,
y' = Msin Qt + N cos Qt, (12)
konstanty K, L, M, N musime dopo¢itat z po¢atecnich podminek (nap¥. konkrétné pro hod-

noty K = N #0, L = M = 0 dostavame obycejné kruhové kmity). V ¢ase t = 0 plati (pocatek
soustavy soufadné odpovida rovnovazné poloze kyvadla — bod S na obr. 2)

y'(0)=¢ v, (0)=0,

2'(0) =0, v(0) = —w§, (13)
kde jsme oznaéili poéate¢ni vychylku ve sméru y (a tim i y') € = Isina. Rychlost v,(0) jsme
zvolili nulovou, a proto v soustavé S’ je v5(0) = —w&, nebot se celd S’ otd&l viEi S thlovou
rychlosti —w.

Ze znamého vzorecku v = wr pro rovnomérny pohyb po kruznici, a uvazime-li, ze rychlosti
jsou maximalni tam, kde jsou nulové polohy, a naopak, snadno odvodime

vl, = KQcos Qt — L sin O,
v; = MQ cos Qt — NQsin Qt, (14)

Dosadime-li poc¢ate¢ni podminky (13) do rovnic (14) a (12), ziskdme K = —€w/Q, L =0,
M =0, N = £. V soustavé S’ m4 feseni nagi ulohy tvar

z = —%U sin Qt,
y' = EcosQt.

V soustavé S’ kyvadlo vykonava eliptické kmity, jak je to vidét na obrazku 4.
Ted uz sta¢i provést transformaci zpét do soustavy S podle vztahu (10). Reseni nasi tlohy
pak vypada takto

x = &cos Qi sinwt — %} sin 2t cos wt,
fw . .
y = & cos Qt coswt + q sin Qt sin wt. (15)
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Za pouziti stejnych poc¢atecnich podminek bychom dospéli k vysledku (15) feSenim rovnic (4).
Cilem této ulohy v zadném piipadé nebyl vyklad feSeni soustavy diferencidlnich rovnic. Uzna-
vam, ze nami pouzita finta neni uplné trividlni, pokud jste ji ale pochopili, méli byste mit jasno
v tom, co to vlastné ty zdanlivé sily jsou.
Na obr. 5 se skuteéné muzeme presvédcit, ze pohyb kyvadla v nasem pfiblizeni (15) kvali-
tativné souhlasi s tim, co jsme predpovédéli v tivodu.
/

y
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|
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Sl
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Obr. 4 Obr. 5

Zavér

Kyvadlo bude kmitat s hlovou frekvenci 2, pfi¢emz ale nikdy neprojde rovnovaznou polo-
hou. Béhem kmitani se stac¢i vzdy doleva, sméfuje-li magnetické pole ve sméru osy —z a naopak
doprava, je-li B ve sméru z, a to tak, Zze polohy maximalnich ¢i minimalnich vyjchylek se staci
thlovou rychlosti w. Kyvadlo tak déla charakteristické ,Spicky“. Nejmensi vzdalenost od po-
¢atku soufadné soustavy je Ew/<Q.

Pro zadané hodnoty ziskdme pocateéni vychylka & = 12cm, frekvence w = 1,3-107* Hz,
thlova frekvence 2 = 3,1 Hz. Tyto hodnoty samoziejmé viibec neodpovidaji obrazkiam, kde
byl pouzit pomér frekvenci asi 1:8,5. Magneticka sila je mnohem slabsi nez tihova, a tak
za t&chto podminek muzeme mluvit o ,staceni roviny kyvi kyvadla“, nebot velikost vedlejsi
poloosy £w/Q z obrazku 4 je zanedbatelnd vici hlavni poloose &, je asi desetitisickrat mensi.
Stejné tak mizeme zanedbat w ve vztahu (9). Dostdvame tak obycejné matematické kyvadlo
kmitajici s periodou 2, jehoz rovina kyvt se oto¢i kolem dokola za 14 hodin.

Poznamka

Uplné stejny pohyb vykazuje popularni Foucaultovo kyvadlo, na které ptisobi nAmi pouzita
Coriolisova sila s tim, ze uhlova frekvence rotace poloh maximalni a miniméalni vzdalenosti
od rovnovazné polohy kyvadla je w = wz/singp, kde ¢ je zemépisna $itka a wz je velikost
uhlové rychlosti Zemé rotujici okolo vlastni osy. To souvisi s tim, Ze na pohyb kyvadla v nasem
priblizeni ma vliv pouze slozka vektoru wz ve sméru tihového zrychleni. V nasi zemépisné sifce
(¢ = 50°) se Foucaultovo kyvadlo otoé¢i kolem dokola asi za 31,3hodin; na severni polokouli
se staci doprava, kdezto na jizni polokouli doleva. Kdybychom chtéli nase magnetické kyvadlo
experimentalné zméfit, museli bychom ptihlédnout i k rotaci Zemeé, kterd rovnéz zptisobuje
staceni roviny kyvi, nebot jsou oba jevy fadové srovnatelné.
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Nékdy se staceni Foucaultova kyvadla vysvétluje tak, ze se neméni orientace roviny kyva
vuci stalicim, coz neni obecné pravda, plati to jenom na pdlech. Je to napriklad vidét z toho,
ze za jeden den se ocitneme ve stejné pozici vici stalicim, avSak kyvadlo rota¢ni pohyb zdaleka
jesté nedokoncilo. Spravnym vysvétlenim pohybu Foucaultova kyvadla je jen a jen ptsobeni
Coriolisovy sily, kterd je dusledkem toho, Ze soustava spjata se zemi je neinercidlni.

Halef & Daniel Kral
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