Fyzikalni korespondenéni seminat MFF UK ro¢nik XI série IV

Zadani V. série

Termin odeslani: 9. brezna 1998

Uloha IV .1 ... souté? jehlani

Vezmeme dva jehlany stejnych rozméri se ¢tvercovou podstavou o délce podstavné hrany
a a vysce v. Kromé toho, ze jejich rozméry jsou stejné, i jejich hmotnost je stejna. Jeden ma
draténé hrany a druhy ma plechové stény. Postavime je vedle sebe na podlozku, kterou zac-
neme naklanét. Ktery z modelti se drive preklopi? Treni je tak velké, ze jehlany po podlozce
nebudou klouzat.

Uloha IV .2 ... vodni hodiny

Vodni hodiny jsou ptesypaci hodiny, ve kterych se misto presypavani pisku preléva voda.
Navrhnéte jejich tvar tak, aby hladina vody v horni nddobce klesala konstantni rychlosti.
Vzduch je z nddobek vycerpan.

Uloha IV .3 ... energeticky dsporny domeéek

Stavebni firma Krychle stavi domy pouze krychlovitého tvaru. Jeji nejnovéjsi stavba ma
hranu dlouhou 100 m. Jak je moZné, ze oproti jejich prvni stavbé (s hranou dlouhou 10 m)
klesly znacné naklady na vytapéni jednoho bytu? Kolikrat? Byty se stavi stale stejné velké
a firma pouziva stéle stejné suroviny.

Uloha IV .4 ... vdZeni na rovniku

Kdy ukazi pruzinové vahy na rovniku vétsi hmotnost télesa: v poledne nebo o piilnoci?
O kolik procent se budou tdaje lisit? Potfebné hodnoty vyhledejte ve fyzikalnich tabulkach.
Uvazujte pouze soustavu Zemé — Slunce (Mésic nékam odletél).

Uloha IV .P ... levitujici kapalina

Jisté jste si uz nékdy vsimli, ze kdyz vytahujeme skleni¢ku z umyvadla dnem vzhiiru,
zustava v ni voda az do té chvile, kdy jeji okraj vytdhneme nad hladinu. Pak vSechna
vytece. Vysvétlete pro¢. Uvédomte si, ze na povrch kapaliny ve skleni¢ce obracené dnem
vzhiru pusobi tlak vzduchu, ktery dokaze vytlacit az 10 m vodniho sloupce!

Uloha IV .Exp ... k¥idovy prach

Zmérte polomeér zrnka kiidového prachu.

Pomicka: Pro velmi jemny prach miizeme mérit dobu padu prachu na zem a za pomoci
Stokesova vzorce pro odpor prostredi muzeme polomér dopocitat.

Reseni |. série
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Uloha I.1 ... kordlky (6 bodii, 7esilo 43 studentii)

1. Ponechame-li soustavu po uvolnéni kulicek volné se pohybovat, nebude na kulicky
z hlediska vnéjsiho pozorovatele v inercialni soustavé piisobit zadna sila, a proto se budou
pohybovat rovnomérné primocare az do okamziku, kdy narazi na zarazku. Protoze smér
rychlosti bude v tomto okamziku svirat s tyc¢i ihel 30 stupnii, a protoze ten stejny thel bude
mit rychlost vici tyci i po odrazu, bude se kulicka pohybovat po obvodu rovnostranného
trojuhelnika. Zavislost w(t) lze fesit nékolika zplsoby, napf. ze zékona zachovani momentu
hybnosti, Fefenim rovnice # = w?r. Zde si ukdZeme tento postup: rozlozime rychlost do
sméru rovnobézného s tycéi a do sméru kolmého na ty¢ v = v, + v. Pro velikost v, plati,
Ze v| = vcosy, a zaroven v, = wr, kde r = va? + 2?2 a © = vt. Pro cos ¢ lze ovSem psat
cosp = a/r, a tedy vysledné w = va/(w? + v*t?). Uvazime-li nyni, Ze v = wy, obdrzime
vysledek w = wy/(1 + wit?), coz je hledany vztah.

2. Budeme-li udrzovat rychlost konstantni, bude w = wy a pro trajektorii musime napsat
rovnici i = w?r jejimz fesenim pro podminky r(0) = a a 7(0) = 0 je funkce r(¢) = a cosh(wot)
a @(t) = wpt coz jsou parametrické rovnice trajektorie kulicek. Tyto drahy uz netvoii uzavie-
nou kiivku (jako napf. trojihelnik). V prvni ¢asti, pokud jste pfisli na to, ze se kulicky po-
hybuji po pifimce, chyby vesmés nebyly, ve druhé ¢asti alohy jste nékteif psali, ze r(t) = e“of,
coz neni pravda (7(0) = v, = 0). Také jste ve vétsiné pripadi opomijeli vliv Coriolisovy sily
(i kdyz se neprojevi, nebot ma smér kolmy k ty¢i).

Tomds Drbohlav

Uloha 1.2 ... odraz kulicky (4} body, Fesilo 47 studenti)

Ze zakona zachovani energie (napiiklad) uréime, 7e kulicka padajici z vysky A bude mit
tésné pied dopadem rychlost vy = v/2gh. Pokud neni kuli¢ka ideidlné pruzné, bude mit po
odrazu rychlost evg, kde koeficient restituce 0 < ¢ < 1. Snadno lze experimentalné oveérit,
ze tieba u ,hopiku“ je rozhodné £ > 0,5. Pro fadovy odhad tedy staci uvazovat, ze béhem
narazu se rychlost micku zmeéni z vy na —vy. Priimérné zrychleni pti odrazu @ bude pak rovno

a = (1+8)U0/t% 2U0/t ,

kde t je doba trvani odrazu. Zjisténi ¢ je hlavnim kamenem trazu. V zadani tlohy jsme se
sice ptali na fadovy odhad, i ten je ovSem potieba na nécem zalozit. Pouzitelny model navrhl
Karel Kolar ze SuSice.

Predpokladame, 7ze kulicka o pivodnim primeéru d se pri narazu deformuje do tvaru
rota¢niho elipsoidu a podlozka se nedeformuje (coz mnozi spravné odivodnili srovnanim
Youngovych moduli pruznosti v tlaku u gumy a u oceli). Bude-li v néjakém okamziku pii
narazu vyska kulicky (tj. délka jeji nejkratsi osy) rovna y, znamena to, 7e ,,vSechny rozméry
kulicky ve svislém sméru budou zmenseny v poméru y/d“. Tedy pokud kuli¢ku roziezeme
na tenké svislé nudlicky, bude délka libovolné nudlicky y,(y/d), kde y, je délka této nudlicky
pred narazem. Ozna¢me ,absolutni stlaceni“ kulicky x = (d — y)/2. Pfedpokladédme-li, ze
material kulicky splituje Hookfiv zdkon!, bude sila, kterou piisobi kazda takova nudlicka proti
stlaceni, rovna

Ayz — _SEyz - yz(y/d) — —SEQ—:U,

FS :0'55: —SE
Y Y d

kde F je Youngtiv modul pruznosti gumy v tlaku a S plocha kolmého fezu ke svislé ose nud-
licky. Znaménko minus fika, ze sila pisobi proti stlaceni. Pokud nepredpokladame dalsi jevy
typu ,,nudlicky po sobé klouzou“, muzeme celkovou silu, kterou kulicka ptisobi na podlozku,

ITo zavisi mimo jiné na mife deformace a lze o tom dale diskutovat.
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vyscitat pres vSechny nudlic¢ky. Protoze Fg pii daném stlaceni zavisi pouze na plose fezu S
zkoumané nudlicky, bude celkova sila rovna
nd? 2z TdFE
F=—-F——=——nu.
4 d 2

dotykd podlozky bez deformace. Vidime, ze tato sila je stejnd jako u pruziny o tuhosti
k = nd?E/(2d) (tj. F = —kx). Je-li na takové pruziné umisténo zdvazi o hmotnosti m,
vime, 7e bude kmitat s frekvenci w = y/k/m nezavisle na amplitudé kmiti (tedy pocateéni
rychlosti). V nagem pifpadé je m hmotnost kulicky (m = ord®/6 pti hustoté kulicky ). Od
prvniho kontaktu s podlozkou do okamziku odskoku vykona kulicka pil kmitu, coz ji bude
trvat ¢ = m/w. Celkem tedy dostavame

; 2mm B 24Egh 1
—= _— a = —.
\ Ed’ w20 d

Pokud bereme E ~ 1,5 x 10° Pa a o ~ 1000 kg - m™®, dostavame @ ~ 2,7 x 10" ms~2 (to je
samoziejmé vice nez jen fadovy odhad).

Karel Vyborny

Uloha 1.3 ... ze Zivota hmyzu (3 body, esilo 65 studenti)

Ozna¢me P bod, kde stoji pavouk, M bod, kde sedi mou-
cha, S stifed koule. Polohu bodu M budeme charakterizovat
tthlem MSP (tim je bod M urfen az na otoceni kolem osy
PS, coz zjevné nevadi).

Pavouk mitize vidét mouchu bud pfimym pohledem, nebo
skrz kouli. Rozeberme prvni ptipad. Protoze ma pavouk oci
u povrchu koule, jeho ,,obzor” je urcen tec¢nou rovinou ke kouli
v bodé P. Pokud moucha protne tuto rovinu, bude spatiena.
Mezni polohu mouchy ozna¢me M. Vidime, Ze pro thel ¢; =
= M, SP plati

R Obr. 1
R+h
Bude-li tthel M SP vétsi nez ¢, moucha nebude vidét primym pohledem.

Paprsek se na rozhrani vzduch — sklo lomi ke kolmici, tedy thel, pod kterym dopadé na
kouli je vétsi, nez thel, pod kterym se lomi do koule. Proto pavouk vidi nize, nez se diva,
takze existuje oblast, kam skrz kouli nikdy nedohlédne. Nejvyse uvidi, pokud se bude divat
do koule pod thlem co nejblizsim k 90°. Spo¢teme tedy onu mezni hodnotu, kdy se diva pod
tthlem 7/2. Ze Snellova zdkona plati

CoS 1 =

sin(n/2) _n

sin a 1’

kde n je relativni index lomu skla proti vzduchu. (Tento vztah je vlastné zaroven podminka
pro totélni odraz.) Bod, kam pavouk dohlédne timto zptisobem, je na obrdazku 1 oznacen
M,. Zbyva dopocitat thel MySP = s:

1
Y9 =7 — 20 = T — 2 arcsin —
n

Bude-li thel M SP mensi, nez ¢,, pak zadny paprsek, ktery od mouchy projde do koule, se
nemiize lomit do bodu P (to, 7e se pavouk diva do koule pod néjakym thlem znamend, 7e
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k nému prichéazi paprsek z dotyéného thlu). Neuvazujeme samoziejmé situaci, kdy paprsek
na rozhrani sklo — vzduch se déli na dvé c¢asti, z nichz jedna se lomi ven a druha se odrazi
dovnitf. Odraz dovniti berme zanedbatelny.

Zbyvé slozit obé zjisténé podminky. Bude-li thel MSP zaroven vétsi nez ¢; a mensi
nez 9, pavouk mouchu neuvidi. Mnozina takovych bodt tvori kulovy pas, pokud ovsem
neni prazdna. Mélo by nas zajimat, zda tloha ma vibec pro mouchu feSeni, tj. zda neni
ndhodou ¢; > @s. Index lomu skla neni tplné jednoznacny, zalezi na druhu skla. Obvyklé
hodnoty byvaji od 1.5 do 1.8, v kazdém piipadé tedy vétsi, nez /2. Proto a < 7/4 a tedy
o > /2. Samoziejmé ¢ < 7/2 pro libovolné velké h, a proto ur¢ité plati ¢; < ¢y nezavisle
na vstupnich podminkach. Moucha tedy zarucené méa Sanci.

Uloha nebyla piili§ slozit4, presto hezka feeni byla spiSe vyjimkou. Vage argumentace
byla ¢asto mirné chaotickd (kupiikladu je podivné mluvit o paprsku, ktery vysild pavoukovo
oko). Rad bych také vyvratil jednu rozsifenou famu, ze v kouli miize dojit k iplnému odrazu.
Paprsek, ktery by se mél na rozhrani sklo — vzduch tplné odrazet, se do koule nemiize nikdy
dostat, protoze uhel, pod kterym prichazi na toto rozhrani, je stejny jako thel, pod kterym
se paprsek lame do koule, a ten je mensi, neZ mezni (ze Snellova zakona). ReSenim na této
famé zalozenym jsem ubral bod. Stejné tak jsem strhaval bod, pokud vas ani nenapadlo, ze
by tloha také nemusela mit feseni a hrdé jste hovorili o kulovém pasu.

David Stanovsky

Uloha 1.4 ... kapka desté (3 body, iesilo 59 studenti)

Zadani této lohy bylo mozné chapat (nejméné) dvéma zptusoby: 1.varianta: Kapky padaji
néjakou rychlosti v blizkosti vlaku, obc¢as néjaka z nich dopadne na okno a pti dopadu za
sebou zanecha stopu. 2.varianta: Jak se kapky dostaly na sklo nas nezajima, zkoumame déj,
pri némz kapky zachycené na skle sjizdéji sikmo dolii.

Reseni 1. varianty:

Na kapku padajici z nebes na zem pusobi tihova sila F, = mg (m je hmotnost kapky, g

je tthové zrychleni) a sila odporu prostiedi, kterou spoc¢teme z Newtonova vzorce

F, = %Cspvzvl%ap
(C je konstanta, S je prufez kapky, py, je hustota vzduchu, vy,, je okamzita rychlost kapky).

Urceni tvaru kapky (a tim i jejtho S a C') je pomérné obtizné. Pro zjednoduseni jej
budeme povazovat za kulovy. Pak bude S = 7r?, C' = 0,48 a objem kapky V = 4/37r3. Jeji
hmotnost je pak m = 4/377r prap (prap je hustota vody).

Kapka je zpoc¢atku svého pohybu urychlovana tihovou silou, zaroven vsak nartusta od-
porova sila. Poté, co se tyto dvé sily vyrovnaji, pada kapka s konstantni rychlosti, kterou
spocteme z rovnosti F, = F,. KdyZ dosadime za m a S, dostaneme

o STQPkap
Ukap — 3Cp

Podle zadani plati pro vkap a vyak (rychlost vlaku) tan o = vyax/Vkap. Z toho dopocitame

87 Prap
3Cpy,,

Uylak = tan a

Kdy7 dosadime ¢iselné hodnoty o = 35°, r = 2,0 mm, py,p, = 1000 kgm 3, g = 9,8 ms™ 2,
per = 1,2kgm™3, C' = 0,48 dostaneme vy = 6,7ms™! = 24km -h™".

Reseni 2.varianty:
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Abychom tento problém mohli vyfesit, musime predpokladat, ze povrchové sily jsou do-
statecné silné (abychom mohli pouzit Newtontiv vztah) a pisobi jen kolmo k roviné skla
(aby neovliviovaly trajektorii). Zejména druhy predpoklad splnén nebyva.

Na kapku na skle piisobi v roviné pohybu sila gravita¢ni F,, = mg a sila odporu prostiedi
F, = 1/2CSpy,v?,,. Jejich vyslednice udavd smér ve kterém se bude kapka pohybovat.
Vzhledem k tomu, %e kapka na skle mé tvar pfiblizné polokoule bude S = 7r?/2 a C' = 0, 48.
Objem kapky spocitame jako V = 2/3wr3. Pro tihel « plati tana = F,/F,. Dosazenim
ziskame rychlost vlaku
STQPkap
3C pys

2

Kdy7 dosadime ¢iselné hodnoty o = 35°, r = 2,0 mm, py,p = 1000 kgm 2, g = 9,8 ms ™2,
Pvz = 1,2kg - m *, C' = 0,48 dostaneme vy = 8,0ms~' =29km -h~!.

Na zavér nékolik poznamek k redlnosti nami spocitanych hodnot:

Proudéni vzduchu okolo vlaku bude zcela jisté nelaminérni, coz jsme neuvazili. Vzhle-
dem k tomu, Ze nezname presny tvar kapky, je pouziti koeficientu C' = 0,48 diskutabilni
(ve skute¢nosti bude zfejmé o néco nizsi). O tom, Ze maji kapky tvar vice kulovy nez aero-
dynamicky, se miizeme presvédcit napiiklad v Malém priivodei meteorologii (Mlada fronta
Praha 1989). K méfeni rychlosti vlaku se obé nami popsané metody nehodi také proto, ze
ve vyslednych rovnicich vystupuje polomér kapky, ktery by se v terénu méfil obtizné (byva
1-3mm). Ve druhé varianté se také projevi nepiiznivé vliv povrchovych sil.

Uylak = {/tan o

Jirt Franta

Uloha I.5 ... automobily (5 bodi, esilo 53 studenti)

Uspé$né vyiedeni tilohy (za 5 bodit) pozadovalo popis déje v obou soustavich a vysvétleni
odlisnosti. Regenf zalozena na existenci vyznacéné inercialni vztazné soustavy, spotiebé paliva
odlisné hmotnosti v obou soustavach apod. jsou z hlediska fyziky zcela nesmyslna, tedy byly
hodnoceny 0 body.

Pred zapocetim feSeni si musime uvédomit, ze prace je veli¢ina charakterizujici miru
zmény energie, ale neni to energie. Zejména tedy neplati zadny zakon zachovani prace a
energie. Oznacme jako ST soustavu spojenou s vozovkou a jako S2 soustavu spojenou s ne-
zrychlujicim automobilem. Vypoc¢teme praci, kterou vykonaji sily motoru a sily tfeci (pro
jednoduchost predpokladejme rovnomérné zrychleny pohyb). Sila tieci je ta, kterd udéluje
automobilu zrychleni, coz snadno ovéfime myslenkovym pokusem: Kdyby byl automobil za-
vésen tak, aby se jeho kola nedotykala vozovky, uréité by se nerozjel. Jaka je tedy prace
trecich sil? Ta je uréena vzorcem

W =Fs

kde FF = ma = mv/t a s je drdha, po které ptsobi. V soustavé S1 je s; = 3vt/2, v sou-
stavé S2 je sput/2. Kazdy snadno ovéfi, Ze zména kinetické energie je rovna préci, kterou
vykonaji tieci sily. Zrychleni tedy automobilu udéluje vozovka. Motor otaci koly automobilu.
Podrobnéjsi ivahou lze zjistit, ze prace vykonana silami motoru, tedy i spotifeba paliva, je
v obou soustavach stejna a je rovna sile F' vynasobené obvodem kol a poc¢tem otacek, které

vykonaji. Prace vykonand motorem je rovna

muR 3vt 3mwv?

W==""35r" "3

Nyni ovSemze musime najit odpovéd na otazku, kam zmizel zbytek energie paliva v sou-
stavé S2. Kli¢ k vyteseni této zahady tkvi v pozorovani, ze soustava SI1 ani S2 neni inercialni,
nebot v nich neplati zakon zachovani hybnosti. Tuto drobnou vadu odstranime tim, ze zvo-
lime (nyni jiz inercidlni) soustavy S1” a S2', které se na poc¢atku uvazovaného déje pohybuji
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nulovou rychlosti (S1’) nebo rychlosti v (S2') vii¢i zemi. Jestlize jsme jiz pFipustili myslenku,
ze se automobil odrazi od zemé, musi se i zemé odrazet od automobilu a tedy zrychlovat.
Ozna¢me hmotnost zemé (ve smyslu podlozky) M a vypo¢itejme celkovou kinetickou energii
automobili a zemé v obou soustavach na zacatku a na konci déje. K urceni rychlosti zemé
na konci déje pouzijeme zdkon zachovani hybnosti. V soustavé S1’ na zac¢atku déje je celkova

kineticka energie
1 1
Epi1= §mv2 + quﬂ = muv? (1)

Pokud ma automobil zrychlit, musi za zakona zachovani hybnosti predat stejné velkou,
ale opacné orientovanou hybnost zemi. Tedy

v,M =vm

a odtud v, = J;v. V soustavé SI1’ na konci déje je celkové kineticka energie

1 1 1 m \?> b 1m?
Eri2 = §mv2 + §m(2v)2 + §M <MU> — va2 4 QHUQ

V soustavé S2' na zacatku déje je celkova kineticka energie

1
Ek,2,1 = §M7J2

V soustavé S2' na konci déje je celkova kineticka energie

1 1 m \2 3 1 1 m?
Eroo=—mv?+-M <v+—v> = —mv® + = Mv® + - —0?
B22T 0 2 M 2 2 2 M
V obou ptipadech je rozdil celkové kinetické energie na zacatku a na konci déje roven %va +
+ 5(m?/M)v?, co7 je za predpokladu, Ze m je Fadové mensi nez M, rovno vnitini energii,
kterou ztratilo palivo v motoru automobilu. Timto je cely ,problém® tspésné vyjasnén.
Daniel Kral

Uloha 1.6 ... kadeinictvi v rukou fyzika (8 bodi, Fesilo 45 studenti)
Uvedu dvé nejcastéjsi (a zaroven nejsmysluplnéjsi) metody méreni.
Nejprve si feknéme, jaky aparat chceme pouzit, tedy i jaké veli¢iny chceme mérit. Energie
E dodanéa fénem je
E =Pt

kde P je vykon dodavany vzduchu a ¢ je c¢as, po ktery vzduch zahtivame. Mérna tepelna
kapacita vzduchu potom ukazuje, kolik energie (tepla) @ je vzduch schopen pojmout:

Q =me(T), — T,)

kde ¢ je mérna tepelna kapacita vzduchu, m je hmotnost vzduchu, kterou uré¢ime z objemu
V a hustoty vzduchu o = 1,2kgm ™ jako m = oV, T, a T} jsou pocatecni a konecna teplota
vzduchu.

Pokud predpoklddame, ze energie dodana fénem ohtiva vzduch, t;j.

E=Q
potom jednoduchymi tpravami dostaneme

Pt
ST T .
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Potrebujeme tedy zmérit objem vzduchu, ktery se ohteje za urcity cas, a pocatecni a
konecnou teplotu vzduchu.
Proni metoda:

Nalezneme co nejlépe tepelné izolujici nadobu, do které uzavieme fén s teplomérem.
Proces méreni je zfejmy. Fén zapneme na urcitou dobu, sledujeme, o kolik se ohral vzduch
v nadobé. Objem nadoby zméirime.

Ziejmé neni prilis vhodné pouzit mistnost, nebot ta neni ptili§ dobfe tepelné izolovana,
a nez fén ohreje takové mnozstvi vzduchu, tak se vzduch sténami mistnosti stac¢i ochladit.
Navic my sami ovliviujeme teplotu vzduchu.

Ja jsem pouzil sk¥in s rozméry v X h X b:

v=1(0,33+0,01)m,
h=(0,39+0,01)m,
b=(0,41+0,01)m,

a méfil jsem po dobu deseti sekund (¢ = (10,00 £ 0,05) s). (Odhady chyb plynou z toho, 7e
jsem méril pravitkem a stopoval vtefinovou ruc¢ickou na hodinkéach. Jde o chyby stiedni, tzn.
7e hodnota naméiené veli¢iny lezi na 99% v intervalu uré¢eném trojndsobkem této st¥edni
chyby (tzv. mezni chyba).) Hodnotu mérné tepelné kapacity jsem nejprve spocetl orientacné
z prvniho pokusu (tabulka 1), pfi¢emz jsem pouzil hodnotu piikonu udanou vyrobcem fénu
P =1200W (hodnotu by bylo samoziejmé nejlepsi zjistit pfimym méfenim napéti a proudu
v obvodu, ja predpokladadm stiedni chybu uvedené hodnoty 5%).
Ze vztahu (2) vyplyne hodnota

¢~ 30000Jkg 'K!

coz je o fad a pil vétsi, nez hodnota z tabulek (¢ = 1003 J-.kg 'K™1).

Podrobngjsi proméreni a vypocty véetné vypocti chyb tedy ziejmé nemaji své opodstat-
néni. Dilezité ovSsem je provést jesté alespon dvé meéteni, abychom zjistili, zdali to jedno
provedené méreni nebylo iplné Spatné — viz tabulka 1:

Tabulka 1. ¢.m. | T,[°C] | T, [°C] | t[s]
1 215 | 28,0 10,0
2 240 | 30,0 | 10,0
3 235 | 30,0 10,0

Méteni rozdilu teplot ovSem provadime v urc¢ité vysce nad dnem nadoby. Samoziejmé,
¢im vyse, tim teplejsi vzduch. Ve skiini vzniké tedy gradient teploty, jehoz promérovanim se
cely pokus komplikuje. Miizeme pouzit nadobu malé vysky, ale jednodussi a lepsi je mérit
druhou metodou.

Druha metoda:

Mérime piimo u vystupu fénu, na jakou teplotu se nam vzduch fénem ohreje. Potom je
ovSem tieba urcit jesté objemovy pritok V/t vzduchu fénem.

Nejlepsi by samoziejmé bylo urcit rychlost vychazejiciho vzduchu, napr. lopatkovym ko-
lem. To se ale nutné nemusi tocit takovou rychlosti, jakou vychazi vzduch z fénu, nebot pohyb
vznikd odporem vzduchu. Rychlost otdceni ziejmeé ovliviiuje také turbulentni proudéni okolo
lopatek. Navic neni jednoduché ani urceni frekvence otaceni kola.

Nejjednodussi a nejdostupnéjsi je privazat na hrdlo fénu igelitovy sacek, sledovat, za jak
dlouho se naplni, a potom zmérit jeho objem.

Moje méreni touto cestou jsou uvedena v tabulce 2:

Tabulka 2. | ¢. m. 1 2 3 4 5 || pramér At
t[s] 10,660 | 0,640 | 0,710 | 0,600 | 0,710 0,664 | 0,042

Strana 7



Fyzikalni korespondenéni seminat MFF UK ro¢nik XI série IV

Meéfteni jsem provadél pomoci malého programu, ktery urcoval casovy rozdil mezi dvéma
stisky klavesy, které jsem stiskl soucasné se zapnutim a vypnutim fénu. Je to metoda velmi
neptesnd, proto jsem provedl jen pét méfeni (mélo by jich byt alespon osm), pticemz ke
smérodatné odchylce A’t vzeslé ze statistického zpracovani pripoc¢itavam jesté odhad chyby

A"t = 0,050 s takto:
At = /ANt + A"t = 10,0655

(Statistické zpracovani spoc¢ivd ve vypoctu praméru hodnot, hodnoty by mély lezet v in-

tervalu urc¢eném trojnasobkem smérodatné odchylky o = \/(an2 — (X x)?)/n (tzv. 3-0
kritérium). Smérodatnd odchylka je zaroven chyba primérné hodnoty.)

Objem igelitového sacku jsem zméril tak, ze jsem do néj napustil vodu, kdyz jsem ho
piedtim vloZil do kyblu. Neni to p¥ili§ pfesné méieni: V = (0,0070 4 0,0005) m?.

Teplotni méfeni jsem provedl v mistnosti se vzduchem o teploté T, = (26,5+0,2) °C tak,
7e jsem teplomér umistil co nejblize Gsti fénu. Naméfil jsem T, = (110,0 £+ 10,0) °C, pficemz
teplota velmi kolisala. Jelikoz absolutni chyby hodnot se pri souctu ¢i rozdilu hodnot sc¢itaji
je T, — T, = (80 £ 10) °C.

Jelikoz pro chyby soucinu nebo podilu hodnot se sc¢itaji relativni chyby, je relativni chyba
Ae AP Nt ATy —T,) AV

— = 0,05+ 0,098573 + 0,125749 + 0,071429 = 0,345751
c P w1, v D o M ’

je vysledna hodnota ¢ = (1,1 + 0,4) kJ-kg7'K~" (hodnotu uvadime tak, aby chyba byla na
jednu platnou cifru, posledni platna cifra hodnoty je fadu platné cifry chyby).

Hodnota je prijatelna vzhledem k hodnoté v tabulkach. Mizeme diskutovat ptikon fénu.
Rozhodné se u druhé metody nespotiebuje cely ptikon, dodavany do fénu. To ale neznamend,

ze ziskand hodnota je kvili tomu vétsi. To pii dané chybé méreni nemtzeme rozhodnout.
Michal Hvézda

Uloha S.I ... relace neurcitosti (6 bodi, iesilo 29 studenti)
a) Neurcitosti polohy rovné poloméru jadra helia r odpovidda minimélni neuréitost hyb-
nosti:

h

o

Protoze ma byt elektron v jadre vazan, miizeme ocekavat, ze typickd hodnota velikosti hyb-
nosti elektronu bude s Appin fadové srovnatelna:

Apmin -

p= Apmin-
Pouzijeme-li nyni relativisticky vzorec pro kinetickou energii, dostaneme vysledek

2.2
Eyin = e + m3ct — moc?.

4r?
Po dosazeni &selnych hodnot mg = 9,1-1073 kg, d ~ 1,6 - 10~ m, vychézi kinetick4 energie
elektronu minimalné fadové 1,0 - 107 J neboli 62 MeV, coz je mnohonisobné vice neZ jeho
klidova energie. Tak rychly elektron by slaba ani elektromagneticka interakce nebyly schopny
udrzet, a protoze elektron silné neinteraguje, vyletél by z jadra. (Obh&jit korektnost vSech
téchto tvah by ale nebylo jednoduché, protoze tak silné relativisticky systém nemuze ve
skutec¢nosti kvantova mechanika popsat a bylo by tfeba uzit kvantovou teorii pole, ktera
uvazuje i procesy vzniku a zaniku ¢astic.) Hypotéza ale vznikla v dobé, kdy jesté nebyl
znam charakter jadernych sil, a byla vyvracena zcela jinym argumentem. Experimentalné se
zjistilo, Ze jadro dusiku *N, m4 celo¢iselny spin, coz by nebylo mozné, kdyby se sklddalo ze
¢trnacti protoni a sedmi elektront, které maji vSechny spin 1/2.
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b) Pouzijeme-li elementarni vztah pro thlovou vzdélenost sousednich interferen¢nich mi-
nim Aq, zndmy z vinové optiky:

bAa = N\, Aa = %i,

ktery plati pro d < [, neni obtizné s pomoci de Broglicho hypotézy dospét k vyrazu pro
rychlost elektronti
h hl
 mA mbd’

Ciselné vychazi v = 12km-s~".

c¢) Vysvétleni difrakce svétla pomoci relaci neurcitosti je jednoduché. Piedpokladejme,
ze prepazka lezi v roviné x-y a zZe Stérbina je orientovana ve souhlasné s osou y, takze ma
ve sméru osy x primér d. Ve sméru osy z vysleme k prepazce foton s hybnosti p. Kdyz
foton prepazkou prochazi, je lokalizovan v oblasti Stérbiny (Ax ~ d) a ziskd tim neurcitost
hybnosti fadové Ap, ~ h/d. Bude-li jeho ptvodni hybnost dostate¢né velka, odkloni se

typicky o thel:

_Ap,  h A

p pd &

coz je ve uplném souhlasu s predpovédi vinové optiky. Je to ale trochu nahoda, protoze
kdybychom pouzili jiny fadovy odhad, nap¥. Ap, =~ h/d, dostali bychom na pravé strané
u vlnové délky navic ur¢ity konstantni faktor, ve zminéném piipadé 1/27. To ale nic neméni
na spravnosti radového odhadu thlu a.

(07

Michal Fabinger

Serial na pokracovani

Kapitola 4: Schrédingerova rovnice

Nebylo by asi nejlepsi zabyvat se o kvantovou mechanikou, aniz bychom napsali Schrodin-
gerovu rovnici, kterd ma stejné fundamentalni vyznam, jako Newtonova pohybova rovnice
obvyklé, budeme pouzivat derivace ponékud castéji. Mozna Vas ale uklidni, ze ve zbyva-
jicich, matematicky jednodussich dilech seridlu tomu tak nebude a Ze k jejich pochopeni
Schrodingerovu rovnici znat nemusite.

Casové zavisld vlnova funkce. Jak jsme vidéli v minulé kapitole, pfisuzuje se v kvan-
tové mechanice kazdému stavu ¢astice nenulova vlnova funkce ¢ (x,y, z), pro kterou musi
byt integral z druhé mocniny jeji absolutni hodnoty pres cely prostor kone¢ny, aby se dala
normalizovat. Protoze se stav fyzikalnich systémi obecné s casem méni, bude na case zaviset
i vlnova funkce. V ptipadé, Zze bereme v tivahu ¢asovou zavislost vinové funkce, oznacujeme
ji vétdinou velkym pismenem ¥(z,y, z,t).

Vlnova funkce volné ¢astice. Podivejme se, pro jednoduchost nejprve v jednorozmérném
pripadé, jak by méla vypadat vinova funkce ¢astice, kterd ma presné zadanou hybnost a na
kterou nepuisobi zadné sily. V analogii s optikou ocekavame, ze takova ¢astice bude popsana
harmonickou vinou, protoze pouze ta méa presné definovanou vlnovou délku, a tedy i hybnost.
Je rozumné predpokladat, ze vinovou funkci ¢astice, ktera se Siti ve sméru osy x je:

U(x,t) = sin(kz — wt) +icos(kr — wt),
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neboli o
‘I’(l‘, t) — e(zka:fzwt)_

Pro vlnocet k£ a tithlovou frekvenci w plati nasledujici vztahy:

2r  p 2 F
= — = = W= —

k AR T i’

kde A je vlnova délka, p hybnost, T perioda a E energie ¢astice. Prvni je obsahem de Broglieho
hypotézy, druhy obsahem Einsteinova vyjadieni energie fotonu. Ve vyrazu pro ¥ by u sinu
a kosinu mohly byt obecné libovolné komplexni konstanty ¢; a co, pokud by nebyly obé
zaroven nulové. My ale chceme, aby byla pravdépodobnost vyskytu castice ve vSech bodech
prostoru stejna. Zvolime-li ¢, = 1 a ¢, = i, bude skute¢né |U|> = U*¥ rovno konstanté,
v nasem pripadé jednicce. Z toho také plyne, ze ¢astice ma nekonec¢nou neurcitost polohy,
jak to vyzaduji relace neurcitosti.

Je dobré si také uvédomit, ze fazova rychlost vinéni
E _p

P 2m

w
’Uf:E

neni rovna rychlosti ¢astice. Té ve skutecnosti odpovida takzvana grupova rychlost

dw dE p
YT T dp  m
se kterou se pohybuji vinova klubka prislusejici ¢astici s trochu rozmazanou hybnosti.
Mirnou nevyhodou je, ze zadnou vlnovou funkci volné ¢astice nemuzeme normalizovat,
protoze integral z konstanty ptes cely prostor diverguje. Jedna se ale o potiz spiSe technického
razu, kterd nam v tomto okamziku nemusi vadit.

Schrédingerova rovnice. Nyni by nés zajimalo, zda vlnova funkce volné ¢astice nema
urc¢ité vlastnosti, které by se pak daly zobecnit na vSechny c¢astice. Zderivujeme-li funkci
dvakrat podle z nebo jednou podle ¢, dostaneme:

0*W p?
7 _ Py
Ox? K2’
ov _ P
ok

Vztahy miizeme je$té prepsat s pomoci celkové energie E = p*/2m jako:

K2 920
PO = -2~
om 0x?’
ovr
EV = th—.
o

Neni-li vSak ¢astice volna a pohybuje-li se pod vlivem silového pole s potencidlem V(z, y, 2, ),
bude se jeji celkovd energie sklddat z kinetické a potencidlni (E =V + p?/2m). Jestlize
chceme tyto rovnice zobecnit i na takovou c¢astici, bude ziejmé potieba predposledni rovnici
mirné modifikovat:

A
EV = ——— \\
2m O0x? +VY, (3)
ov
EV = th—. 4
th Y (4)
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Dostali jsme rovnice, které plati pouze pro vinové funkce ¢astice s presné urcenou energii,
pro jiné vlnové funkce by jejich levé strany nemély zadny smysl. Pokud z nich ale vylou¢ime
vyraz EV, ziskdme slavnou Schrédingerovu rovnici, kterd urcuje c¢asovy vyvoj libovolné
vlnové funkce uvazované castice:

n* ?v _0v

————— 4+ VU =ih—.

2m Ox? ot
Rovnici jsme vsak neodvodili, pouze jsme naznacili, jakd motivace mize k Schrodingerove
rovnici vést. Ukazuje se ale, 7e experimentalni vysledky jsou s ni v dobrém souladu, takze ji
miuzeme povazovat za spravny fyzikalni zakon.

Zobecnéni na t¥irozmérny piipad. VInova funkce volné ¢astice s hybnosti (p,, py, p,) ma
tvar

Zcela stejnym postupem jako v predchozim odstavci mizeme intuitivné odvodit Schrodin-
gerovu rovnici pro ¢astici v tfirozmérném prostoru:

ov
U =ih—.
+V 1 5

R (0% 0P 0P
2m (6x2 + 0y? + 8z2>
Stacionarni stavy. Stacionarnimi stavy se nazyvaji takové stavy kvantové mechanického
systému, které maji presné urcenou casové konstantni energii, a pro které tedy plati rovnice
(3) a (4). Existuji jediné v pfipadé, 7ze vnéjsi silovd pole pusobici na systém se neméni a
potencialni energie V' nezavisi case. Pokud chceme zminénou dvojici rovnic zjednodusit,
miizeme predpokladat feseni ve tvaru:

U(z,y,2,t) = P(x,y,2)9(t).

Dosadime-li za ¥ do (3), resp. (4) a vydélime-li ziskanou rovnici ¢, resp. ¢, dostaneme

B 0%
BV = “omae VY
., 0
Ep = th—.
o = ihgy

Prvni rovnice udavajici prostorovou zavislost vinové funkce v (z,y, 2) se nazyva beztasova
Schrodingerova rovnice. Jeji feSeni zavisi na tvaru potencidlu V' (z,y, z), na rozdil od rovnice
pro ¢asovou zavislost ¢(t), jejiz feSeni mizeme napsat ihned:

1Et

o(t) =ce M.

Zvolime-li konstantu ¢ rovnou jedné, dospéjeme k zavéru, ze libovolny stacionarni stav ma

vlnovou funkei ve tvaru: .
iEt

W(nyJ’Z’t) :w(x7y7z)e h )
kde 1 (x,y, z) spliuje bez¢asovou Schrodingerovu rovnici s pislusnou hodnotou energie. Jak
je vidét, vinova funkce ¢astice zavisi na case, ale pouze trivialné. Vlnovou funkci v ¢ase t =T
dostaneme z funkce v ¢ase t = 0 pouze vynasobenim konstantou exp(—%L), takze mizeme
fict, 7e Castice zlustava stale ve stejném stavu. Hustota pravdépodobnosti vyskytu castice
pro stav ¥ vychazi:
iBt iBt

T =yte hye h o=y,
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a neméni s casem.

V piipadé vazanych stavi ¢astice (tj. stavi se zapornou energii viiéi nekone¢nu) existuje
normalizovatelné feSeni bez¢asové rovnice pouze pro nékteré diskrétni hodnoty E. Pokud ma
tedy castice prejit z jednoho stacionarniho stavu do druhého s jinou hodnotou energie, musi
tak ucinit najednou vyslanim nebo pohlcenim uréitého mnozstvi (kvanta) energie. Pravé
tato vlastnost dala celé teorii nazev kvantova mechanika.

Uloha IV .S ... ¢asovy vijvoj

a) Méjme dvé ¢asové zavislé vinové funkce Wy(z,y, z,t) a ¥o(z,y, 2, t), které odpovidaji
stacionarnim staviim s riznymi energiemi F'; a 5. Pokud budete chtit, mtzete si dosazenim
do ¢asové Schrodingerovy rovnice ovérit, ze i jejich superpozice

U(z,y,2,t) =aVy(z,y, 2,t) + bWs(x,y,2,t), a,beC, |a|+|b] #DO0,

odpovida ¢asovému vyvoji pripustné vinové funkce. Vasim tkolem je ale néco jiného. Mate
zjistit, za jakou dobu T bude ¢astice, ktera byla v ¢ase t = 0 popsana funkci ¥(z,y, 2,0),
opét ve stejném stavu. Jinak feceno, najdéte nejmensi mozné T' > 0, pro které je

U(z,y,2,T)=c¥(x,y, z0),

kde ¢ je libovolné nenulové komplexni ¢islo.

b) Vypoctéte vinovou délku fotonu o frekvenci, s jakou se méni stav (nikoli vinova funkce!)
elektronu v atomu vodiku, kdyz je v superpozici jednoho stacionarniho stavu na druhé a
jednoho na treti energetické hladiné.
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