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11. roé¢nik, Gloha III.1 ... jefdb (6 bodi; primér ?; fesilo 56 studenti)

Jefab miize zdvihat bfemeno pouze konstantni svislou silou F'. Budeme jim zvedat ze zemé
nekonecné lano o délkové hustoté \. Jakou maximalni rychlost jeho horni konec béhem pohybu
dosédhne? Jakou maximalni vysku dosdhne?

Uloha je zdkefna v tom, e na ni nelze pouzit druhy Newtontiv zdkon ve formulaci F' = ma,
platné pouze v pripadé, ze hmotnost télesa je konstantni. Je tfeba vyjit ze vztahu

dp

E )

tj. sila je rovna zméné hybnosti za jednotku ¢asu. Dalsi nemilé prekvapeni je, Ze zdkon zachovani
mechanické energie je pfimym disledkem vztahu F' = ma.

Poznamka: Kdekoliv v dalSim textu narazite na symbol dz a nebudete mu rozumét, pred-
stavte si misto néj Az. Podobné z [ udiiite > .

Pokud se téleso neménné hmotnosti pohybuje za ptisobeni konzervativniho! silového pole
(gravitacni sily a sily jefabu), uvolnénd potencidlni energie (do niz je zahrnuta i sila jefabu) se
zcela pfeméni na energii kinetickou. Pokud ovSem béhem pohybu hmotnost télesa vzroste o Am,
musi se z potencialni energie uhradit i urychleni piirtistku Am na rychlost celého télesa. Cést
energie se tedy zdanlivé ,ztraci“. Pomoci ivah v tomto sméru dospél Milan Kocian k dil¢im
vysledkim, a to bez pouziti derivaci.

Pfedvedeme nyni feSeni tlohy pfimo z pohybovych rovnic. Oznaéime z vysku konce lana
a A délkovou hustotu lana. Z druhého Newtonova zdkona dostaneme

F=

_dr
F—)zg= a (1)
dp d dz
pe s [P Vot 2
at — dt ( Zdt) ’ )
nebot Az = m, dz/dt = v a p = mv. Dosazenim (1) do (2) dostaneme
d dz
F-Jzg=— (222 .
Azg g7 <)\z dt) (3)
Vynasobenim z dz obdrzime
2 o d dz
Fzdz — A\gz dZ_Zdzdt )\Zdt . (4)

Zintegrujeme-li (4) podle ¢, ziskdme

/(sz/\gzz) dz = /\/z%d (zi—j) . (5)

Provedeme-li substituci zdz/dt = ¢, dostane pravé strana (5) tvar )\fqdq, coz po integraci
da %)\q2 + const. Po dosazeni za ¢ a zintegrovani levé strany obdrzime

1F 5, 1 5 1/( dz\?
537 ~ 39 72<Zdt> +C, (6)

1) Konzervativni je pole, ve kterém lze definovat potencialni energii. Problémy nastavaji napiiklad
s magnetickym polem nebo pfi zapoc¢itani tfeni.
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kde C je integra¢ni konstanta, kterou uréime z pocatecnich podminek tlohy. Pro specidlni
pripad z = 0 se rovnice (6) zjednodusi na C' = 0, rovnice vSak musi platit pro libovolné z, tedy
musi byt C' = 0.

Vykratime-li 2%, dostaneme

0
Po upravée
podz_ [P 2
dt A 3

Nyni pro zajimavost uvedme, jak by se ziskala zavislost z na t

o d2
F/X—2gz/3
Zintegrovanim obou stran rovnice
3 |F 29z 3FF g Py
Y e T =2(t) = = — Z(t —to)%.
sV X3 o = z=a)= gyt t)

Nyni mame tedy vyjadfenu rychlost na poloze a dokonce i polohu na ¢ase (to ¢as, kdy konec
lana dosdhne maximalni vysky). Pro odpovéd na zadané otdzky sta¢i jen prvni zavislost

Z rovnice (7) je zfejmé, Ze maximalni rychlosti dosdhne konec lana zfejmé pii z = 0, pak
bude Vmax = 4/ F/A a maximalni vysky dosdhneme pro v = 0, coz nastane pii z = 3F/(2)\g).
To je vidét i ze zavislosti z(t): shleddvame, Ze konec lana se pohybuje rovnomérné zpomalené
se zrychlenim a = g/3 (srovnej s s = gt*/2).

Ze zévislosti z(t) vyplyvd, ze po uréitém case zase lano (pfes veskerou snahu jefadbu) zase
spadne na zem?! Kupodivu to neni chyba; pokud bychom do tlohy (tj. do pohybové rovnice)
zavedli tlumeni (napfiklad brzdnou silu tmérnou rychlosti), z (neharmonického) periodického
kmiténi by se staly tlumené kmity blizici se k rovnovazné poloze z = F/()\g). Reseni takové
rovnice uz je ovSem nanejvys vhodné ponechat pocitaci.

Tato zdanlivé jednoduché tloha necht vSem slouzi jako varovéni pred slepym pouzivanim
notoricky protfelych vzorecki. Nikdy nezapominejte na fyziku, ktera za kazdym takovym vzo-
reckem stoji, a zamyslete se nad predpoklady, za nichz lze ten ktery exemplar pouzit. Zaroven,
pokud zadny z nich nepoméha, neklesejte na mysli a zkuste radéji pouzit selsky rozum, i za to

se davaji body. Karel Vyborng € Martin Krsek
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2) A cely dé&j se miize opakovat.



