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Zadani lll. série

Termin odeslani: 20. ledna 2003

Mili resitelé!

Konecéné dostavate do rukou autorska feseni prvni série Fykosu spole¢né se svymi oprave-
nymi tlohami. Ve vzorovych feSenich se dozvite nejen, jak mélo vypadat feSeni spravné, ale i
jaké jste délali nejéastéji chyby apod. S jakymikoliv dotazy ¢i nesrovnalostmi se miiZete obratit
na opravovatele tloh, jejichz e-maily jsou uvedeny pod pfislusnym vzorovym feSenim.

Na konci brozury najdete vysledkovou listinu po jednotlivych ro¢nicich. U Studenta Pilného
je napsan plny pocet bodi za pfislusné ulohy. Pokud jste dostali bodt vice nez on, znamené
to, Ze se vase FeSeni opravovateli libilo natolik, ze vam udélil prémii. Ve sloupci oznac¢eném ,I“
je uveden soucet bodii za aktualni sérii, ve sloupci ,%“ procentovy zisk z tloh, které jste letos
poslali. A ve sloupci poslednim je uveden celkovy pocet bodi ziskany za aktuélni ro¢nik.

Prejeme spoustu dobrych napadt pfi feseni dalsi série, nezapomente nam ji poslat vcas.

vadi organizdatori

Uloha III.1 ... vitr na délnici

V autoskole kazdého upozornuji na nebezpeci bo¢niho vétru pii vjezdu ze zavétii na ote-
viené prostranstvi. Zejména nebezpecné je to pry na dalnici pri velké rychlosti.

Uvazujte konstatni rychlost bo¢niho vétru a spoctéte, jak se méni sila ptisobici z boku
v zavislosti na rychlosti auta. Tvar auta predpokladejte takovy, abyste tlohu dokazali vytesit.
Diskutujte vliv vétru na nasledny pohyb vozidla.

Uloha III.2 ... Zelezniéni most

Chrabry rudoarméjec vjel tankem na Zelezni¢ni
most, jehoz konstrukce, nad nim se tycici, je schéma-
ticky znézornéna na obr. 1. Vasim tkolem je popsat,
jak moc budou pfi prejezdu naméhany jednotlivé ¢asti
mostu. Pokud jsou meze pevnosti vSech ty¢i v tahu
stejné jako meze v tlaku, urcete maximalni hmotnost tanku, ktery po mosté muize piejet.
Muzete uvazovat, Ze tank je oproti mostu maly.

Obr. 1

Uloha III.3 ... praktikum II

Ve fyzikalnim praktiku dostal organizator FYKOSu za tikol pomoci tii méfeni zjistit napéti
tfech riznych zdrojt.

K dispozici méa jeden voltmetr néasledujicich vlastnosti: Jeho systematickd chyba je nulova.
Nahodn4 chyba je charakterizovana st¥edni kvadratickou odchylkou o (tj. rozptyl je o2), ktera
je nezavisla na velikosti méfeného napéti.

Poradte organizatorovi, zda a popt. jak lze napéti zmérit presnéji nez zméfenim kazdého
zdroje zvlast. Za miru celkové presnosti povazujte soucet rozptylu vyslednych hodnot.
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Uloha III.4 ... rychld smrt

V modulu Apollo leti astronauti na Mésic, skrz okno jim proleti meteorit a udéld v ném
dirku o poloméru r = 1 mm. Jak se bude ménit teplota a tlak v kabiné o objemu V = 60m?,
pokud ptivodni podminky jsou ¢t = 20 °C a normélni tlak. Jako bonus se pokuste odhadnout,
za jak dlouho za¢nou mit astronauti vazné problémy.

Uloha III.P ... velikost elementdrnich &dstic

a) Elektrostatickd energie rovnomérné nabité koule je E = %. Pokud to dokazete, ovérte
tento vztah vypoctem, jinak Feste rovnou tkol b).

b) Pomoci tohoto vztahu se pokuste ze znalosti klidové energie protonu a elektronu spoécitat
rozmeér téchto castic.

¢) Rozmyslete, pro¢ je tento postup zcela nesmyslny. Pozn.: experimentalné je ovéfeno, zZe

rozmér elektronu je mensi nez 1079 m.

Uloha III. E ... balének

Zméite tlak vzduchu, ktery je pfi nafukovani uvnitt balénku tésné pred tim, nez balének
praskne. Alesporni jednu metodu zrealizujte a nékolik dalsich navrhnéte. Nezapomernte uvést
typ pouzitych ,balénka“.

Uloha I.1 ... odpory (4 body; primér 2,38; vesilo 61 studenti)
Pro sit na obr. 2 (vSechny odpory jsou stejné, jejich velikost
oznaéme R) urcete odpor mezi dvéma vrcholy Sestitthelniku
(uvazte vSechna mozng zapojeni).

Vzhladom k tomu, Ze siet je symetrickd, mame 4 moZnosti
zapojenia: 1-2; 1-3, 1-4 a 2-4.

1. R12 — odpor medzi vrcholmi 1-2

Zo symetrie vyplyva, ze body 0 a 5 maju rovnaky poten-
cidl, a teda rezistorom Ros nebude tiect prid. Preto mozeme
Ros odstranit a odpor Rj2 vypocitame ako paralelné zapojenie
odporov R a R+ R/, kde

Dostaneme vysledok
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2. Ri3 — odpor medzi vrcholmi 1-3

Tu je situacia podobné ako v prvom pripade. Rezistorom Ros vdaka symetrii netecie prud,
a teda ho mozeme odstranit. Odpor R;13 potom spocitame ako paralelné zapojenie odporov 2R
aR. 1 1 4

Riz =+ T — 1 1 =z
sitw®m srtartir O

3. R14 — odpor medzi vrcholmi 1-4
Opit vyuzijeme symetriu. Uzly 5 a 3 maji rovnaky potencidl, teda ich mozeme spojit.
Dostaneme tak zapojenie z dvoma paralelnymi obvodmi, ktorych odpor Tahko spocitame.

1 1 11
Ris = Tt 1 T :ER'
ETR 2T RF - Tar
RTR

4. Ra4 - odpor medzi vrcholmi 2-4

V tomto pripade je nulovy potencidlovy rozdiel medzi uzlami 0 a 3. Po odstraneni rezistoru
Ros vypocitame odpor Ry ako paralelné zapojenie odporov 2R a 2R + 1/(5 + 5%).

1 6
Rpi= 15— =¢R.
2R 2R+ 1+
2Rt 3R

Uloha sa samozrejme dala riesif aj injmi sposobmi. Viaceri riesitelia vyuzili transforméaciu
hviezdy na trojuholnik a naopak, alebo riesili Glohu pomocou Kirchhoffovych zakonov (tu
vSak Casto dochédzalo k chybam, ked niekto riesi sastavu 10 rovnic o 10 neznamych, Tahko sa

pomyli). Eva Skopalova

eva@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.2 ... Archimédes (4 body; primeér 3,06; vesilo 80 student)
Pokuste se bez pouziti rovnic a vzorcu vyresit nasledujici dvé ilohy. Pozor, vase FeSeni musi
byt i tak naprosto exaktni.

a) V nadobé s vodou plave kus ledu. Co se stane s hladinou, az led roztaje?
b) Na misky rovnoramennych vah jsou polozena stejné tézké télesa. Co se stane, kdyz jednu
misku ponoiime do vody?

Dle Archimédova zékona zaujme ¢ast ledu ponofend ve vodé pravé takovy objem, aby se
tiha ledu rovnala tize vytlacené vody. Z toho plyne, Ze az led roztaje, zaujme vznikla voda
presné tento objem. Hladina vody se tedy nezméni.

Na misku ponofenou ve vodé bude puisobit vztlakova sila rovna tize vytlacené vody. Protoze
hustota vody je vétsi nez hustota vzduchu, bude tato sila vétsi nez vztlakova sila vzduchu, ktera
na téleso pusobila pred ponofenim. Vahy se tedy vychyli tak, Zze ponofend miska stoupne, a
opét se stabilizuji v poloze, kdy se bude miska dotykat hladiny.

Nejcastéjsi chybou bylo, ze fesitelé nespravné pochopili zadani a domnivali se, Ze ponofime
obé misky ¢i celé vahy. Michael Komm

michael@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha 1.3 ... hracka (4 body; primér 2,24; tesilo 54 studentii)

Organizator Fykosu dostal k narozeninam hracku, ktera je schématicky vyobrazena na
obr.3. Hracka, ktera slouzi také jako zalozka, se sklada z malého cinového kalisku spojeného
provazkem délky [ s cinovou kulickou.

Poradte organizédtorovi, jakou rychlost mé udélit kuli¢ce, aby spadla do kalisku. Uvazujte,
Ze kalisek je v klidu, je velmi maly p¥i porovnani s délkou provazku a ztraty mechanické energie
Ize zanedbat.

Kulicka se bude zpocatku pohybovat po kruznici v2
s polomérem [ (délka provazku) a stfedem S (kalisek). 7~ | /" N\ B

Dostrediva sila, kterou ptisobi provazek na kulicku, ma F.

velikost ) h F,

v
Fago =m— . o Fe

l

a pusobi ve sméru provazku. Na kulicku dale ptsobi sila d
tihovd, kterou mizeme rozlozit na slozku tecnou (F; =
= mg cos ) a normélovou (F, = mgsina) k trajektorii.
Provazek je napinan silou o velikosti F' = Fg, — F,.
Kulicka se z kruhové trajektorie odchyli v okamziku,
kdy provazek prestane byt napinan, tedy F' = Fg — A vy
F, =0, resp. ) ) Obr. 3
mgsinazmv—:sinazv—. (1)
l gl
V tomto okamziku bude kulicka vys nez kalisek. Z bodu B se kulicka pohybuje po trajektorii
sikmého vrhu. Ze zdkona zachovani energie dostaneme vztah

1 1
gmvf =§mv§ +mg(h+1),

v; =2g(h 4 1) + v3

a ze vztahu (1) mame

2
sina:ﬁzv—zévgzgh.
l gl

Vztahy pro rychlost v a thel ¢ tedy mame. Rychlost vy svird se svislou osou thel a. Pro
soufadnice Sikmého vrhu plati vztahy

r: d=uvstsina,

y: 0=h+wvetcosa — %gt2 .

Z geometrie obrazku plati

d
P =d>+hn*, cosa =, sina:T .
Z rovnice pro z si vyjadiime cCas
ld
=wh
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Vse dosadime do vztahu pro y a dostaneme

0= htpdld 1 &8
- 2Toeh ~ 29gn3 -

Dosazenim za d z Pythagorovy véty a vyjadienim h dostaneme

_ V3
h=-31.

Nyni dosazenim do zdkona zachovani energie dostaneme

v1 = /3gh+2gl = \/gl(~3+2) .

Adéla Jelinkova
adetka®fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.4 ... visici drat (4 body; primeér 2,84; vesilo 81 studenti)

Odhadnéte rozdil elektrickych potenciali mezi konci dratu délky l visiciho v gravitacnim
poli, ktery vznika pusobenim gravitace na volné elektrony. Jak presny voltmetr bychom potre-
bovali k jeho zméfeni?

Na elektrony ve visicim dratu bude pusobit tihova sila. Elektrony se usporadaji tak, aby
doslo k rovnovéaze. V rovnovaze musi platit, ze vysledna sila, kterd plusobi na elektron, je
nulova. Nyni si musime uvédomit, jaké sily na elektron ptsobi. Kromé tihové na néj ptisobi
sila vytvarena elektrickym polem, které vznikne preusporadanim elektront v dratu. Déale na
elektrony ptsobi sila, ktera je ,drzi uvniti dratu“, tato je zejména na okrajich dratu velka
v porovnani s ostatnimi, nicméné v ramci nasich znalosti ji neumime nijak uvazit.

Pro intenzitu elektrického pole F, které se vytvori preusporadanim elektroni, musi platit

Fe =meg .
Napéti je definovano jako rozdil potenciali, bude pro néj tedy platit

megl .
e

U=FEl=
Spocteme-li si toto napéti pro drat délky jednoho metru (I = 1 m), dostaneme
U=56.10""V.

Vidime tedy, ze napéti je velmi malé. Kdybychom ho ovSem chtéli experimentalné zjistit,
narazili bychom na jesté dalsi problém. V dratech voltmetru totiz dojde ke stejnému jevu, a
tak pripadné napéti voltmetr zmérit nemuze.

Jelikoz jsme zanedbali silu, diky které je kov pevnou latkou, mizeme tento vysledek pova-
zovat nejvyse za fadovy odhad.

Karel Honzl
kaja®fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I.P ... gravitace (5 bodi; primeér 1,29; vesilo 52 studentii)

Odhadnéte rozdil mezi intenzitou gravitacniho pole na povrchu Zemé a na vrcholu hory a
pokuste se spocitat, jaké parametry musi mit hora, aby byl tento rozdil nulovy. (Pokuste se
alespon o kvalitativni odhad, tj. rozhodnéte, zda je pole na hofe silnéjsi nebo slabsi.)

Abychom mohli spoéitat gravitaéni zrychleni na povrchu hory,
musime si zvolit vhodny model a pfislusné aproximace. Gravita¢ni
pole na hote bude dano sou¢tem gravitacniho pole Zemé a hory.

Pole g., které vytvari Zemé ve vySce h nad povrchem, je dano ¥
Newtonovym gravitaénim zakonem. H
3
go() = s = e T
(R+ h)? 3 (R+ h)?
A\ dh

kde o je hustota Zemé, R jeji polomér. Hora ma slozitéjsi tvar a

jeji ptispévek ke gravitacnimu zrychleni musime spocitat obecnéji.

Zde udélalo nejvice fesitelt chybu. Pouze sféricky symetrickou kouli

muzeme pii vypoctu gravitacniho pole nahradit hmotnym bodem Obr. 4

vrcholovém thlu 2¢ a hustoté ko. Ze symetrie kuzele vyplyva, Ze gravitacni pole na vrcholu
hory bude sméfovat do stfedu podstavy. Jeho velikost spocitame jako soucet ptispévki od
jednotlivych malych ¢asti kuzele, vypocet vede na integral

H htg o
gh:%/ / N 2mker goap
o Jo r2 + h2 72 + h?

Ten si muzete predstavit jako s¢itani poli malinkatych prstynkd polomeéru r, sitky dr a
tloustky dh. Pro integraci ale musime vzit ¢ast, kterd se promita na osu kuZele (toto spousta
fesitelit opomijela). Prstynky vytvori elementérni valecky tloustky dh a z nich vytvorime kuzel.
Gravitacni pole hory je tedy gn = 2xvkoH (1 — cos p).

Rozdil mezi gravitacnim polem na paté hory a na vrcholku je dan

4 woR

4
Ag=gn+g:(H)—g:(0) = %gm + 2xemkoH(1 — cosp) — %gﬂ@R .

Pouzijeme aproximaci ﬁ ~ 1 — 2z, ktera plati pro z < 1, a ziskdme

4
Ag = —g%ﬁQH + 2nHko(1 — cosp) =2nxHp (k (1 —cosyp) — g) .

Tedy gravitacni pole Zemé s vyskou klesa se stejnou mocninou, jako se kterou jej vytvari
hora. Proto, pokud k£ = m, bude intenzita gravita¢niho pole Zemé klesat stejné rychle,
jako bude riist gravitacni pole hory. Tzn. na takovychto horach bude gravitacni zrychleni stejné,
jako u jeji paty.

Nyni pojdme diskutovat feSeni pomoci grafu 5. V ¢asti pod kfivkou bude gravitaéni zrych-
leni na hote nizs$i nez u jeji paty, nad kfivkou bude naopak vyssi. Je vidét, Zze pro béznou
horninu (k = 0,5) hora, na které by bylo stejné gravitacni zrychleni jako pod ni, skuteéné
neexistuje. Pro k = 1 by hora méla vrcholovy thel 180°, tedy by to byla jen dalsi slupka na
povrchu zemském.

6



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XVI ¢éislo 3/7

T T T T T T T
8 -
k
4 -
0 | | | | | | |
0.2 0.6 1 1.4
%)
Obr. 5

Také si mizete rozmyslet, jak by feSeni vypadalo, kdybychom nepocitali gravita¢ni nybrz

thové hleni. Museli h Z jesté fedi ilu. .
tihové zrychleni. Museli bychom uvazovat jesté odstifedivou silu Honza Pacik

paci@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.E ... reakéni doba (8 bodii; primér 3,54; vesilo 50 studentd)

Zmeérite rychlost vedeni vzruchu nervu.

Ndvod: Zmérte svou reakéni dobu na opticky nebo zvukovy podnét (v tomto piipadé mi-
zeme predpoklddat, ze vzruch dorazi do mozku okamzité). Poté zmérte rychlost své reakce na
dotek konce ruky nebo nohy. Porovnanim vysledki pak stanovte rychlost vedeni vzruchu. Ne-
zapomente, ze pro spravné statistické zpracovani potfebujete namérit minimadiné deset hodnot.

Uvod
Podle zadani tlohy provedeme méfeni dvé. V prvnim budeme méfit reakéni dobu ¢, na

opticky ¢i sluchovy podnét. Pfredpokladame pritom, ze délka nervi prenasejicich tento signal

do mozku je mald. V druhém méieni budeme zjistovat dobu reakce t,, na dotek na noze ¢i ruce.

Rychlost vedeni vzruchu do mozku pak spoc¢teme jako v = t%t, kde [ je odhad délky nervu.

Neni to doslova rychlost prichodu vzruchu podél samotného nervového vldkna, ktera je podle

literatury asi 100 m-s~!. V nédmi méfené hodnoté je zapoéitén i priicchod vzruchu pies synapse

a ostatni slozité popsatelné jevy.

Postup méreni reakéni doby t,

a) Clovék A dr#i pravitko mezi prsty ¢lovéka B, znenadani ho pusti a B, jakmile spatii padajici
pravitko, ho chyti. Z délky, ve které B pravitko chytil a doby volného padu, se urci reakéni
doba t,.

b) Na monitoru pocitade nechdme néco ndhodné zobrazit, nap¥. zménit barvu pozadi (nebo
spustime zvuk). V okamziku, kdy signal zaregistrujeme stiskneme (nebo pustime) tlacitko
kldvesnice (mysi). Pocita¢ nechdme reakéni dobu zaznamenat. Podle Jardy Trnky jsme
k tomuto pouzili program na webové strance http://www.happyhub.com/network/reflex/.

c) Zakryjeme ¢&islice sekund, desetin a setin na stopkdch a v okamziku, kdy zaregistrujeme
zmeénu na rfadu desitek setin, stopky zastavime.
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Postup méreni rychlosti sifeni vzruchu v nervu
a) Modifikace pfedchoziho postupu s pravitkem. Na pravitko tentokrdt umistime kousek pa-
pirku nebo jemny hrot. Zavieme o¢i a registrujeme dotykovy podnét. Reakéni doba ¢, vSak
vychéazi naprosto srovnatelnd s reakéni dobou ¢, méfenou, pokud se na pravitko divame.
V t, je zahrnut ¢as od zacatku padu pravitka do okamziku, nez si mozek uvédomi, ze se
pravitko ruky dotklo. V %, je narozdil od toho zahrnut ¢as od zacatku padu pravitka do
okamziku, ve kterém si mozek uvédomi, ze oko uvidélo padajici pravitko.
D4 se tedy usuzovat, Ze je nespravny predpoklad o tom, Ze opticky (popf. zvukovy)
podnét dorazi do mozku okamzité. Doba, za kterou podnét do mozku dorazi, by se velmi
priblizné dala odhadnout z faktu, Ze vzorkovaci frekvence oka je asi 20 Hz, tj. vzorkovaci
doba asi 0,05s, coz je Cas, ktery pfi nasich méfenich hraje roli. Chceme-li presto zmérit
rychlost vedeni vzruchu, musime vymyslet chytiejsi metodu.
b) Ve stejny ¢as spustime dvoje stopky. V prvnim méfeni asistent svoje stopky vypne ve
stejném okamziku, kdy se dotkne cela experimentatora. Ten stiskne tlacitko svych stopek
v okamziku, kdy dotek uciti. Rozdil ¢ast na obou stopkach je pak doba reakce t,.. Dobu
reakce t,, zméii stejnym zptisobem, jen se asistent dotyka konce nohy.
V feSenich jste Casto tento postup (maminka mé prasti vareckou a zaroven stiskne
stopky) pouzivali pro méfeni doby, za kterou do mozku dojde signél z konce nohy. Od toho
casu jste odecitali jinak zméfenou reakéni dobu. To ddvalo velmi nepresné vysledky, nebot
,2maminka“ neni schopné dostateéné presné zaroven stisknout stopky i udefit experimen-
tatora. Nami uvedena metoda vsak systematickou chybu ,maminky* eliminuje.
Meéreni

N&s postup pii méfeni rychlosti Sifeni vzruchu z konce nohy do mozku byl nasledujici:
Vyuzili jsme program na vySe uvedené webové strance. Osoba A reagovala na zménu barvy
obrazovky tim, Ze se dotkla nohy resp. ¢ela osoby B, ktera méla zaviené o¢i a na dotek reagovala
stisknutim tla¢itka mysi. V nésledujici tabulce jsou uvedeny naméfené hodnoty. Cas t,, je méfen
pti doteku konce nohy, ¢as ¢, pfi doteku cela.
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. | 11.
tr[s] 10,49|0,49 | 0,55|0,49 | 0,55| 0,44 | 0,38 0,39 [ 0,5 |0,44 | 0,49
t,[s]|0,6 |0,6 |0,54|0,490,610,610,55|0,550,61|0,57|0,61

12. [13. [14. [15. [16. [17. [18. [19. [20. |2L.
t.s] | 0,44 0,5 |0,49]0,51|0,49 (0,5 |0,47]0,49]0,44 0,44
tn[s] 10,6 |0,55]0,61]0,55]0,6 |0,49[0,5 |0,61]0,55]0,55

Tabulka — méfeni reakénich dob.
t, =(0,475 + 0,043)s
tn =(0,569 £ 0,040)s

Smérodatnou odchylku aritmetického pruméru ¢ast spo¢teme podle vztahu

_ X AR
Sm = nin—1)"

Rozdil ¢asu je At =t, —t, = 0,094 s, smérodatnd odchylka tohoto rozdilu je

Sm(At) = /82, (tn) + s2,(t») = 0,059s.
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Relativni chyba je 6(At) = 0,63. Délku nervii z konce nohy odhadneme vyskou osoby I =
= 180 + 30 cm, chyba je zpisobena tim, Ze nevime, kudy pfesné nervy vedou, relativni chyba
6l = 0,16.

Pramérna rychlost vedeni vzruchu vychazi & = I/At = 19m-s™", jeji smérodatna odchylka
sm(v) = vi/(0)2 4 (6(At))2 = 12m-s~'. Smérodatna odchylka je srovnatelnd se samotnou
hodnotou, rychlost v = 19m-s~! je tedy spiSe jen odhad.

Zavér

Meéfeni je zatizeno velikou chybou, kterad je zptisobena tim, Ze pfi vypoctu rychlosti ode-
¢itame dvé velmi blizké hodnoty, jejich smérodatna chyba se ve ¢tvercich scita, coz zptsobi
velikou relativni chybu rozdilu, to si mnoho z vas pfi vypoctu chyb neuvédomilo.

Dale ocitujeme nékolik vét z Feseni Jardy Trnky, nebot on podle nés situaci vystihl: ,,MéFeni
nebylo jednoduché, protoze se pii ném nespoléhalo na néjaké pristroje, ale zejména na vlastni
mozek. Tudiz ke zméreni reakce byla potifeba koncentrace a zde by mohl byt prvni zdroj chyb.
Na zakladé svych vysledkt mohu tvrdit, ze rychlost §ifeni vzruchu v nervu je fadové v desitkach
metra za vtefinu.“

Lenka Zdeborova

lenka®fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.8 ... komplexni &isla (4 body; primér 2,24; vesilo 21 studentii)

a) Spoctéte redlnou a imagindrni ¢ast sin(a + bi).

b) Pomoci komplexni symbolické metody odvodte vztah pro rezonanéni frekvenci paralelniho
RLC obvodu, tj. naleznéte frekvenci, pro kterou ma pri konstantnim napéti celkovy proud
v obvodu maximalni amplitudu.

¢) Sec¢téte pomoci komplexnich ¢isel nasledujici Fady. (Ndvod: fada A + Bi je geometricka.)

A= Z e " cos(ny), B= Z e " sin(ngp).

n=0 n=0

a) Vyjadreme si sin(a+ bi) pomoci Eulerova vztahu. Pro sin z dostaneme (jak jiz bylo uvedeno
v seridlu): sinz = (e'* — e™'*)/2i. Nyni dosazenim a + bi za x obdrzime

. . 1 7 i(atbi) —i(a+bi)> 1 ( ia_—b —ia b) _
sm(a—l—bl)fQi(e e =5 (¢ e e’ ) =

—% (efb(cosa—i— isina) — e’(cosa — isina)) =

= —%(e_b —e")sina + %(e

-
—e’)cosa.

Tedy realna a imaginarni ¢ast éisla sin(a + bi) jsou rovny
1 1
Re (sin(a + bi)) = i(efb —e") cosa, TIm(sin(a + bi)) = §(eb —e ")sina.

b) V pfipadé paralelniho zapojeni vyjdeme z poznatku, Ze pro celkovou impedanci obvodu
plati, Zze se sCitaji prevracené hodnoty impedanci jednotlivych ¢leni obvodu. Majice toto

9



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XVI ¢éislo 3/7

na zreteli, pro proud v obvodu dostaneme

(i)

N4&s ovsem zajima pouze velikost proudu, nikoliv jeho faze. Potom

. Lo [12 1\?

K rezonanci bude dochazet, jestlize se druhy ¢len pod odmocninou bude rovnat nule. Tedy

w? = ;%. V pripadé paralelni rezonance nastédva ovSem minimum proudu. Velikost proudu
neni pro w — oo nijak omezena.

¢) Dle navodu vyuzijeme toho, ze fada A + Bi je geometricka a tedy ji bude mozno za jistych

predpokladu secist. Tedy

A+ Bi= Z e " cos(nd) + Z e " sin(nd),
n=1

A+ Bi= Z e el = i(e_‘seié)”.

n=1 n=1

Jedn4 se proto o geometrickou fadu s kvocientem e ’e’®. Aby byla Ffada konvergentni,
musi byt velikost kvocientu mensi nez jedna. Velikost ' je rovna jedné a proto musi byt
velikost €° mensi nez jedna. Cili § > 0. Znamy vztah na soudet nekoneéné geometrické
fady zacinajici jednickou je s = ﬁ, kde q je kvocient. Pfimym dosazenim dostaneme

1 1
STl e %e®  1—ecosd—iedsind
_ 1—e%cosd+ie ®sind _ 1—e%cosd+ie ®sind
(1 —e%cosd)?+ (e~Isind)2 1—2e9cosé

Potom tedy je soucet fady A roven redlné ¢asti tohoto souctu a obdobné soucet fady B
imaginarni ¢asti.
1—e%cosé
1—2e9cosd
e ®sind
1—2e%cosé’

A=TRes=

B=1Im s =

Mira Sulc
mira@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

10
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Kapitola 3: Integraly

Tteti dil seridlu bude pojednavat o integralnim poctu. Pro zac¢atek malé upozornéni: pokud
jste si zatim nepfecetli druhy dil (ten byl o derivacich) a derivovat neumite, urcité si ho prectéte.
Dale bych doporudil tém, ktefi nejsou v derivovéni zcela zbé&hli (i kdyz jste bez problému
minuly dil pochopili), aby si alesponi zbézné precetli néjakou knihu, kterd o této problematice
pojednava podrobnéji, a propocitali co nejvice pfikladt (minuly dil se d4 povazovat jen za
velmi struény avod).

A nyni k integrovani. Za¢neme definici takzvané primitivni funkce. Rekneme, Ze funkce
F(z) je primitivni funkei k funkci f(z) pokud plati vztah

d
aF(l’) = f(=).

Integrovanim pak rozumime proces ktery nas privede od funkce f k funkei F'. Integrovani je tedy
opakem derivovani. Funkce F' byva nazyvana téz neurcity integral funkce f nebo jednoduse
integral z f. Tedy napiiklad funkce F(x) = 1/3z® 4+ 3 je primitivni funkci k f(z) = z?
protoze F' = f. VSimnéte si, Ze pokud F je primitivni funkci k f, pak i funkce F' + C, kde
C' je libovolna konstanta, je primitivni funkci k f. Toto tvrzeni plyne ihned z pravidla pro
derivovani souctu dvou funkci a toho, Ze derivace konstanty je nula. Primitivni funkce tedy
neni urcena jednoznacné. Vztah mezi funkci a jejim integralem se pak znaci

/f(:c) dz = F(z) + C.

Clen dz mizete chapat tak, Ze fika podle které proménné integrujeme, tedy podle které pro-

nemusi byt zfejmé). Jeho vyznam je v8ak ponskud hlubsi a vyplyne z nésledujiciho textu.
Urcity integral

S pojmem primitivni funkce tzce souvisi takzvany urdity integral. Urcity integral funkce
f(z) z bodu a do bodu b je definovan takto: Ozna¢me S, soucet nésledujici Fady

n

snzzz;ﬁf(aﬁff;f)). (2)

k=0

Interval (a, b) rozdélime pomoci n délicich bod na n+1 stejné dlouhych intervalt. Nad kazdym
z téchto intervalti nakreslime obdélnik stejné vysky jako funkéni hodnota f v levém krajnim
bodu tohoto intervalu. Suma (2) mé pak vyznam souc¢tu obsahil téchto obdélnikii. Je zfejmé
zZe pro rostouci n je aproximace funkce f pomoci takovychto obdélniki stale presnéjsi. Urcitym
integralem funkce f od a do b pak nazveme cislo

b
/ f(z)dz = lim S,.
Symbol na levé strané rovnosti je standardnim znacenim pro urcity integral. Limita na pravé
strané je limitou posloupnosti ¢&isel S, (pokud nevite co je to limita posloupnosti, pak vézte ze
je to cislo které charakterizuje, kam se blizi hodnoty S, pro velkd n a jeji definice je podobné
definici limity funkce). Vyznam ¢lenu dz tedy spoéiva v tom, Ze si mizeme urcity integral

11
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pfedstavit jako sumu (2) pfi ,nekonecné“ jemném déleni intervalu (a,b), tak ze vzdalenost
mezi dvéma délicimi body je dz. V tomto pfipadé s¢itdme hodnoty f(x)dz.

Urcity integral je tedy ,véc“, ktera prifadi dvéma ¢islim a a b a dané funkci ¢islo. Toto
¢islo ma vyznam obsahu plochy pod grafem této funkce mezi body a a b.

Jaky je vztah mezi uréitym a neurcitym integralem? Jiz zminénda tzk4a souvislost mezi ur-
¢itym a neur¢itym integrélem je déna nasledujicim velmi dilezitym vztahem (takzvand New-
ton-Leibnitzova formule)

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),

kde F je jakakoliv pevné zvolena primitivni funkce k f. Mame tedy jednoduchou (a v podstaté
také jedinou realné pouzitelnou) metodu, jak uréité integraly pocitat.
Jak integraly pocitat?

Pravidla pro vypocet integrali jsou vlastné jen obracend pravidla pro vypocet derivaci (bo-
huzel nejsou vzdy tak pfimocard, jako v pfipadé derivovani). Maly piiklad. Derivace funkce
y=2za"jey =nz" ! Integrdl z y = 2" je tedy Y = i—_: + C (jak se snadno pfesvédéime zde-
rivovdnim). Analogicky zjistime, jak integrovat dalsi elementarni funkce pohledem do tabulky
jejich derivaci. Tyto zdkladni integrély (az na konstantu) jsou shrnuty v nésledujici tabulce

y=a Jydz = ax
y==zx [ydz =2%/2
y=xz",r#—1 fydxzﬁllxr“
Yy =sinx Jydz = —cosz
Y = COosST fydx:sinx
y=1/cos’z Jydz =tgx
y=e" Jydz =e”
y=1/z Jydz =In|z|
y=1/y/1— 2 Jydz = arcsinz
y=1/(1+z?) Jydz = arctgz
y = sinhx Jydz = coshz
y = coshz fydm:sinhaz
y=1/cosh’z Jydz =tghz

Pro integral sou¢tu dvou funkci plati

/(f(x)+9(93))da?:/f(x)dac—i—/g(a:)dx.

Situace se vSak komplikuje v p¥ipadé slozitéjsich funkei. Pro vypodet integrilu ze sou¢inu nebo
sloZeni vice funkci totiz neexistuji jednoducha pravidla, kterd by vypocet prevedla na vypocet
integrali elementarnich funkci tak, jako v pripadé derivaci. Existuji vSak pravidla, pomoci
kterych prevedeme takovéto integraly na integraly jednoduzsi.

Integrace per partes

Metoda takzvané integrace per partes (po ¢astech) je odvozena od pravidla pro derivaci
soucinu dvou funkci. Pfipomenme, ze toto pravidlo zni
d

(@) = F@) S gw) + gla) & 1),

12
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Zintegrovanim této rovnice a pfeusporadanim clent dostavame

[ 1@ 5 9(@)do = f@)al@) - [ 9(o) 5 f@)

Pro zjednoduseni miizeme ddle oznacit ¢'(z) = h(z), a tedy g(x) = H(z), kde H(z) je primi-
tivni funkce k h(z). Dostavame pak

[ 1@h@ ds = f@H@) - [ #e) ] r@d. (3)

Pouziti této metody mizeme demonstrovat na nasledujicim prikladé. Chceme spocitat integral

z funkce y = zsinz. Polozime f(z) = z a h(z) =sinz. Tedy f'(z) =1 a H(z) = —cosz + C1
(viz tabulka integral). Dosazenim do (3) dostavame

/xsinxd:p =z(cosz + C1) — /(cosw +C1)dz + C.
Zbyva tedy vypocitat integral na pravé strané, ale to jiz neni problém. Dostavame
/msinxdx =zcosz —sinz + C.

O spravnosti tohoto vysledku se muzete presvédéit jeho zderivovanim.

Substituce

Dalsi dulezitou metodou pro vypocet integrali je metoda substitu¢ni. Stejné jako je metoda
per partes odvozena od vzorce pro derivaci sou¢inu dvou funkci, je metoda substitu¢ni zaloZzena
na vzorci pro derivaci slozené funkce. Ten vypada nasledovné

(f(g(2))) = f'(9(x))g' (x).
Po zintegrovani a pieznaceni f' = h, f = H dostavame
[ otang’ do = Higa)) + .
V praxi pfi poéitani integralii substituci postupujeme nésledovné: Funkci g(z) substitujeme

novou proménnou y = g(z), nepfesné matematicky, ale ikovné pro pfedstavu muzeme funkei
y zderivovat a napsat dy = ¢’ dz, miZeme dosadit a psat

/ h(g(x))g dx = / h(y) dy = H(y) + C = H(g(x)) + C.

Pro vyjasnéni neni nic lepsiho, nez spocitat piiklad. Zintegrujme tedy funkci f(z) = tgx.

/tgde:/51nx dz
cosx

Zavedeme substituci y = cosx, dy = — sin x dx, dosadime a ziskdme vysledek

/tgmdmz—/%:—ln\y\+C:—ln|cosm\+C.

13
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Aplikace

S neurcitymi integraly se ve fyzice setkdvame vétsinou v pfipadech, kdy odnékud zname
derivaci funkce, kterd néds zajimé (vétsinou zndme jen vztah svazujici hledanou funkeci a jeji
derivace — tzv. diferencialni rovnici, ale o téch si povime aZ v pfistim dile) a vysledek je tedy
primitivni funkci k této derivaci. Napiiklad vime, Ze Casova derivace polohy télesa padajiciho
volnym padem je gt + vo. Pro polohu tohoto télesa tedy plati

1
z(t) = /(gt + o) dt = §gt2 +vot + C.
Konstanta C' pak ma vyznam pocatecni polohy.
Urcité integraly pak nachézeji uplatnéni pfi vypoctu veli¢in jako je objem, moment setr-

zpusobem s¢itat malé piispévky (k objemu, hmotnosti, intenzité pole atd.)

Poznadmka nakonec: V tomto textu se dopoustime velkého mnozstvi drobnych neptesnosti
usnadnujicich vyklad. Rozhodné se tedy nejedna o matematicky korektni pojednani o integral-
nim poctu, ale spise o jakysi ivod do problému slouzici k ziskani intuitivni predstavy.

Uloha III.S ... integraly
3 2

a) Spodcitejte integraly funkci y = 2%e”, y = sin® 2 cos® x.
b) Urdete obsah obrazce, ktery je ohrani¢en funkcemi y1 = +/|z| + /1 —|z|, y2 = /|z| —
v/1 — |z|. Tento obrazec nakreslete.

14
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno $kola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 44 4 5 8 4 33 100 33

1.—2. Miroslav Hejna G F. M. Pelcla 4 4545 7 3 32 97 32
Jaroslav Trnka G Na Prazacce 4 4 44 3 9 4 32 97 32

3. Jan Prachar G F. M. Pelcla 4 444 - 9 4 29 104 29

4. Lukas Chvdtal 4 4 3 4 4 6 2 27 82 27
5.—6. Vdclav Cuicek G Petra Bezruce 4 4 4 4 4 — 4 24 96 24
Karel Tuma G Mati¢ni 4 431 2 7 3 24 73 24

7.—8. Michal Bares G Mikulasské namésti 4 4 -3 3 6 - 20 80 20
Bryan Chen 3424 2 3 2 20 61 20

9. Tibor Vansa G Mati¢ni 4 44 -1 4 2 19 66 19

10. Jiri Lipovsky G Bystrice nad Pernstejnem 4 - 3 - 4 6 - 17 81 17

11. Tomds$ Kozelek G Kadan - 33 -2 5 - 13 62 13

12. Lukds Vozdecky G Vejrostova, Brno 252 -2 -1 12 57 12

13. Jan Perny G Nova Paka - 212 2 4 - 11 44 11

14. Matej Tyc G Zastavka 3 4 — 1 -1 9 53 9
15.—21. Vendula Exnerovd G Nad Stolou, Praha 1 --1 2 - 4 24 4
Josef Hanus G Décin -02 -0 2 - 4 19 4

Radim Kusdk G Frydek-Mistek - -4 - - - - 4 100 4

Marek Pavli SOU Litovel 4 - - - - - = 4 100 4

Lukas Snasel COP Hronov 4 — - - 4 100 4

Martin Szablatura -4 - - - - = 4 100 4

Marek Vysinka G Matyase Lercha - 4 - - - 4 100 4

22.-23. Miloslav Havelka G Zastavka 2 - - - - - - 2 50 2
Lubos Rabcéan G Trstena - 11 -0 - - 2 15 2

24.—27. Barbora Galaczovd 1 - - - - - - 1 25 1
Veronika Chromcikova G Ptrerov -1 -=- - - - 1 25 1

Petr Navratil G Pierov 1 - - - - - - 1 25 1

Zuzana Svobodovad G Zlaté Moravce -1 -=- - - - 1 25 1
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 4 33 100 33

1. Matous Ringel G Broumov 3444 4 5 4 28 85 28

2. Jana Matéjovd SPS Chrudim 3544 2 5 3 26 79 26

3. Alexadr Kazda G Nad Aleji, Praha 4 4 2 4 4 4 3 25 76 25

4. Jan Moldcek G J. K. Tyla 4 4445 - 2 23 92 23

5. Jan Olsina G Kromériz 4 4333 4 - 21 7221
6.—7. Vojtech Krejcirik 4 4 4 - 2 5 0 19 66 19
Jakub Zdvodny G Bratislava, Grésslingova 4 43 41 3 19 66 19

8. Jan Ondrus G F. M. Pelcla -51018 - 15 60 15
9.-12. Petr Bily G Slany 44 -3 2 — - 13 7 13
Petr Dostdl G Zamberk 4 41 -1 3 - 13 52 13

Pavel Hdla G Cesky Krumlov 342 -1 21 13 45 13

Hynek Hanke G Budg¢jovicka, Praha - 4131 4 13 52 13

13. Radoslav Sopoliga G Svidnik 14140 - - 10 48 10
14.-15. Jan Svarcbach G Louny 03200 31 9 27 9
Michal Witiska G Jihlava 22400 1 - 9 31 9

16.—18. Michal Ruzek G Arcibiskupské - 43 -1 - — 8 62 8
Mdria Sedivd G Ludovita Stura 231 - - 2 — 8 40 8

Zdenék Vana COP Hronov 4 - 31 - — — 8 67 8

19.—21. Zuzana Rozlivkovd G Bozeny Némcové 34 -- - - - 7T 8 7
Martin Rybdr GOA Blansko 1 - -1 5 - T o417

Lucie Strmiskovd G Kyjov -3 - - - 4 - 7T 58 7

22.-23. Tomas Gavenciak G Bilovec 14 - - -1 — 6 38 6
Jana Hrudikovd G Prerov - -3 - -3 - 6 50 6

24.—25. Pavol Lakatos G Velké Kapusany 03110 - — 5 2/ 5
Jan Skalicky G J. Heyrovského, Praha 14 --0 - - 5 38 5

26.—27. Markéta Novotnd G Hranice -4 - - - — 4 100 4
Martina Smolovd G Pisek -4 - -0 - - 4 44 4

28.—29. Paviina Karnikovd G Dobruska 021- - - — 3 25 3
Libor Kukacka GOA Vrchlabi -3 - - - - - 3 75 3

30.—33. Katerina Balcarova G Dobruska -11-0 - — 2 15 2
Michal Havel COP Hronov 02 - - - - 2 25 2

Jan Krivonozka G Bilovec 011 - - - 2 17 2

FEva Loviskovd G V. Makovského -11- - - - 2 25 2

34.-35. Jana Pechkovd G Trutnov -1 --0 - - 1 171 1
Stanislav Planicka G Klatovy 1 - -- - - - 1 25 1
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 5 8 4 33 100 33

1. Petr Houstek G Pelhfimov 4 4 -41 53 21 7221

2. Anton Repko G Presov M 4 444 - - 4 20 100 20

3. Peter Greskovic G Svidnik 34030 3 - 13 45 13

4. Michal Humpula G Uhersky Brod -4 -4 - 2 - 10 63 10
5.—6. Hana Suchomelova G Ludovita Stuara 241 -0 2 — 9 3 9
Martin Takdc G Nové Zamky 242 - -1 - 9 45 9

7. Rostislav Kvas G Jihlava -4 4 - - - - 8 100 8
8.-9. Lenka Rychtrovd G Louny 02100 4 - T 24 7
Markéta Vilimovskd G Ceskolipské, Praha 04 - - -3 - T 44 07

10. Markéta Kavalirovd G Ceskolipska, Praha - 21 - -3 - 6 38 6
11.-12. Jiri Kubr COP Hronov 23 -- - - - 5 63 5
Zdenék Kucka G Zdar nad Sazavou 0111020 5 15 5

18. Ales Razgm 031-0 - 4 2, 4

14. Karel Hofman COP Hronov - - - -3 - 3 38 3
15.—16. Katerina Divisova GOA Sedl¢any -11-0 - 2 15 2
Monika Martiniskovd 02 --0 - - 2 15 2

17.-19. Jiri Kulda COP Hronov 1 - =-- - - - 1 25 1
Stépdnka Mohylovd G Cs. exilu - - - - -1 - 1 18 1
Vladimira Seckdrovd G J. G. Tajovského 01 --0 - — 1 8 1
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Kategorie prvnich rocniki

jméno $kola 123 E I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 8 33 100 33

1. Tereza KlimosSovd G Lanskroun 5 4 4 - 13 108 13

2.—3. Michal Sivdk G Ludovita Stura 2 31 2 8 40 8

Viadimir Sivdk G Ludovita Stura 2 31 2 8 40 8

4.—5. Petra Mald - 3 - 3 T 41 7

Jan Valdsek G Broumov 3 4 — - T 88 7

6.—8. Jan Bednadr COP Hronov 3 - - - 6 75 6

Ondrej Bogar 7S Trenéin - 4 - 2 6 35 6

Jana Vrdbelovd 7S Trenéin 211 2 6 30 6

9. Tomds Bedndrik G Vsetin - 31 - 4 50 4

10. Daniela Svobodovd 2 - - 1 3 25 3

11. Marek Jansa COP Hronov 01 - 1 2 18 2

12.—13. Radek Skuta G Cs. exilu - - - 1 1 18 1

Zuzana Urbancovd G Vlasim 1 - - 1 25 1
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