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20. ro¢nik, uloha III.S ... impulsmoment (6 bodi; prumér 4,00; resilo 12 studentu}

a) Dokazte, ze z komutacni relace [JZ7 JJ] = 15wak plyne kompatibilnost operdtoru Jss ope-
rétorem JZ.

b) Definujme posunovaci operatory
Je=J1%idz.

Vypoéitejte komutacni relace [J,,J_], [Js, Ji/] [Tx,T?].
c) Na zdkladé téchto vztahii dokazte, Ze vektory Ji|j,m) jsou vlastnimi stavy operatort J?
a J3 a plati pro né

T (Teljymy) =55 +1)(Teljm)),  Ts(Teljym)) = (m=£1)(Tx|j,m)).
d) (Bonus) Z ptedchoziho vyplyvd, ze
Tiljomy =P Gom)liym+ 1), JT-|jm) = (G,m)lj,m 1),

kde a* (4, m) jsou koeficienty zavislé na j a m. Urcete je.
Rada: Uzijte relace (Ji)T = Jx a toho, ze pokud operator ptisobi napravo jako A, tak
nalevo ptisobi jako hermitovsky sdruzeny A', tj

(al (Al)) = ((alAT) |b) .

Zadal autor seridlu Jarda Trnka.

Na zacatku si jako pomocny vztah odvodime dulezitou vlastnost komutatoru

~2 o~ POPN ~ ~2 ~ o~ A ~ oA A ~ A ~ o~ o~ ~ o~ o~

[Ji,Jj]:JJ JJ (JZJ]‘—JiJjJi)—‘r(JiJjJi—JjJi)IJi[Ji7Jj}+[Ji,Jj]JZ‘.

Tato vlastnost se nazyva linearita.

a) Kompatibilita operatoru T3 s kvadratem impulsmomentu 32 => :7\3 znamena [:7\37 32] =
= 0. Z linearity komutatoru plyne

~ ~2 ~ ~2 ~ o~ o~ ~ o~ ~ o~ o~ ~ o~ L~
[J37 ] [J37 J1] + [J3, Jo] + [J3, 3] = J1[Js, J1] + [Js, J1]J1 + J2[J3, J2] + [J3, J2]J2,
kde jsme vyuzili toho, Ze operator T3 komutuje s libovolnou funkci sebe sama. Komutaéni
relace nam davaji L N L N
[Js3,J1] =1J2, [J3,J2] = —1J1.
Po dosazeni pak dostaneme
[jg, :]\2] = 13132 + ijzjl — ijgj1 — ijljz =0.
Naprosto stejnym postupem bychom dostali, Ze stejné tak komutuji s 32 i operatory J1

a Jz.
b) Uziti komutaénich relaci

[31732]2133, [32733]2131, [31,33}:—1(/]\2
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a linearity vede po jednoduchych vypoctech na
(T, T ] =[J1 +ida, J1 —iJa] = [J1, J1] +i[J2, J1] = i[J1, Ja] + [J2, J2] = 2T5 .
Obdobné dostaneme pro dalsi dva komutatory
(Js,Je]l=+Ts, [Je,T]=0.

~2 ~
¢) O vektoru |7, m) vime, Ze je vlastnim stavem operatoru J , resp. J3 pfislusny vlastni hod-
noté j(j + 1), resp. m, tj.

=2, i . <. .
Jolgm) =G +Dlim),  Jslj,m) =mlj,m).
Definujme ted novy stav |i+) = ji|j, m). Pusobeni operatoru 7’ dava
~2 ~2~ ~ 2 = L. . .
J i) =J Jxljm) = JJ [j;m) = J=[j(G + DIi,m)] =50 + DY),

kde jsme vyuzili vztah [32, ji] = 0 ziskany v ukolu b). Podobné pro pusobeni operatoru Js3
mame

Tsl) = Tsdslj,m) = (Jods + J+)|j,m) = Teml|j,m) + T+ |j,m) =
= (m+1)Jljm) = (m+1)|ps) .
Vidime tedy, Ze vektory |¢+) = Jx |7, m) jsou skuteéné vlastnimi vektory operatori 32, J 3,
které prislusi stejné hodnoté j jako vektor |j,m), ale jingm hodnotdm m, konkrétné treti
komponentu impulsmomentu méni (posouvaji) o jednicku. L
d) Jako pomocny vztah si chytfe rozepiSeme souéin operdtora Ji.J_.
> 3 e e e e ~2 e e TT =2 =2 =2 a7 7
JiJ_ = (Jl + 1J2)(J1 — IJQ) =J;—iJoJ1+iJ1Ja+Jy=J1 +Jy — 1[J17.]2} =
~2 ~2 —~
= Jl + J2 + J3 .
. L. A2 2 2 2 L,
Jisté plati, ze J, + Jo = J — J3, coz po dosazeni da
~ o~ ~2 ~2 ~
JidJo=J —J3+ Js.

Predkladana rada v zadani nebyla zadnym hlubokomyslnym tvrzenim, ale méla vas vést
k vypoctu maticového elementu

<j7m“]+‘]—|jam> ’
a to dvéma zpusoby. Prvni uzije pravé ziskané relace
P a2 a2 s iy
(Gym| T4 T-|j,m) = (G,m|J” = T3 + Jalg,m) = (G +1) = m® + m.

V druhém zpusobu uplatnime radu a vyjadiime vysledek pomoci koeficienti oz<i)(j, m).
Porovnanim pak pro né ziskdme explicitni vztah. Doted jsme se zabyvali pouze p¥ipady,
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kdy operator ptisobil vlevo. Tady je vSak vyhodné nechat zaptsobit J_ nalevo, ale J +
napravo.

(Gml T4 = (Gm = a7 (j,m)".
Pro maticovy element tedy mame

<j7m|j+:]\— |]7 m> = |0L(_)(j, m)|2 .

Porovnanim vysledka z obou zpisobt vypoc¢tu dostaneme

a D (G,m) = Vi(G +1) —m(m - 1).

Obdobné po¢itanim maticového elementu (j, m|J_ j+\ j,m) dospéjeme k vyrazu

a M (G,m) =i +1) —m(m+1).

Na zavér bych se chtél omluvit za ponékud technic¢téjsi tilohu, ale feseni i podstatné slozitéj-
Sich problém1 se ¢asto i na toto redukuje a jista zruc¢nost je v tomto pripadé nutna. Podékovani
patii Pavlu Motlochovi za ochotné zaslani TEXovskych zdrojovych souborti svého feSeni (autor
si chtél piivodné ponékud ulehéit praci). Zel bohu rychlejsi myslenkové pochody Pavlova FeSeni
se moc neslucovaly s pedagogickym cilem, ktery vzorové feseni sleduje.
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