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Serial: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V minulém dile seridlu jsme si rozebrali, jak se matematicky modeluje experimentalni métreni
fyzikalnich veli¢in. Rekli jsme si, Ze hodnotu, kterou ndm ukéze méifci p¥istroj, povazujeme
za ndhodnou veli¢inu se stredni hodnotou rovnou skuteéné hodnoté mérené fyzikalni velic¢iny —
tedy skutecnd hodnota métené fyzikdlni veli¢iny je pevna a neménnd, zatimco nase namérend
data jsou v ur¢itém smyslu ndhodné (toto si pfipomerite, budeme to potfebovat). Déle jsme si
odvodili, jak se v nejjednodussim modelu, kdy uvazujeme, ze mérend data maji normélni rozdé-
leni, konstruuje odhad mérené fyzikalni veli¢iny a interval spolehlivosti pro méfenou fyzikalni
veli¢inu (coz fyzikové nazyvaji nejistota méteni).

V tomto dile seridlu se budeme zabyvat dvéma vécmi. V prvni ¢dsti si rozebereme, jak
postupovat v obecnéjsim pripadé, kdy nase mérend data nemaji normdalni rozdéleni. Uvidime,
ze se v takovémto pripadé postupuje velmi podobné jako v pripadé normélné rozdélenych dat
(coz uz bychom méli umét). Ve druhé ¢asti tohoto dilu seridlu se budeme zabyvat situaci, kdy
potfebujeme namérené fyzikalni veliciny (které jsou naméreny s uréitou nejistotou) dosazovat do
dalsich fyzikalnich vzorci. Odvodime si, jak v takovémto pripadé prepocitat nejistotu méreni,
abychom mohli konstruovat intervaly spolehlivosti pro nase transformovana data.

Centralni limitni véta (CLV)

V této kapitole si povime, jak zpracoviavat namérend data, ktera se nefidi norméalnim rozdélenim
(nebo to o nich nemtzeme s jistotou prohldsit). V piipadé bodovych odhadu stfedni{ hodno-
ty a rozptylu neni zadny rozdil oproti pripadu, kdy by nadmi nameérend data méla normalni
rozdéleni. Odhady uvedené v minulém dile, tedy vybérovy primér

vybérovy rozptyl

a vybérova smérodatna odchylka

1 .
Sp = n_lz;(a:i—xn)

budou mit i v tomto obecnéjsim piipadé stejné vlastnosti jako v pripadé normalniho rozdéleni
(tedy, ze pro velky pocet méfeni bude jejich hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti velmi blizka
skute¢nym hodnotdm stfedni hodnoty resp. rozptylu, resp. smérodatné odchylky).
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Problém nastane u konstrukce intervalového odhadu. V minulém dile jsme predpokladali,
ze pokud maji nase méfend data normélni rozdéleni (s libovolnymi parametry) a my na né
aplikujeme nasledujici transformaci

ﬁﬁsz r (1)

kde p je skuteénd stfedni hodnota rozdélenf nasich dat (tedy skuteénd hodnota méfené fyzikdlni
veli¢iny ), potom m4 takto vznikl4 ndhodnd veli¢ina (je dulezité si uvédomit, ze jde o ndhodnou
veli¢inu, nebot dopfedu nezndme jeji hodnotu) studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti.
Toto tvrzeni neplati, pokud méfend data nemaji normalni rozdéleni.

V obecnéjsim pripadé, kdy nemaji méfend data normdlni rozdéleni, budeme vychézet ze
stejné transformace nasich namérenych dat, akorat musime zjistit, jaké bude mit tato ndhodna
veli¢ina v tomto obecnéjsim ptipadé rozdéleni. O tom hovofi centralni limitni véta. Centralni
limitn{ véta r{kd, ze at maji nase jednotlivd méfeni jakékoliv rozdéleni (ve skutecnosti je tady
podminka na koneény rozptyl, ale tim se zatézovat nebudeme), potom bude platit, ze tak-
to transformovana data konverguji v distribuci k normalnimu rozdéleni N(0,1). Matematicky
Zapsano

\/ﬁ“’"s_ KD N,1).

Co je to ta konvergence v distribuci? Intuitivné feceno to znamend, ze pro velky pocet
méfeni bude hustota ndhodné veli¢iny ([f) ¢im déle vice podobnd hustoté rozdéleni N(0,1).
Podobné v tomto pripadé znamend, ze se v kazdém bodé bude hustota pravdépodobnosti této
ndhodné veli¢iny blizit hustoté pravdépodobnosti rozdéleni N (0, 1). Pozorného ¢tendfe by ihned
mély napadnout néasledujici dvé otazky:

1. Co je to velky pocet méreni? Toto je pomérné slozité otdzka, ale v zdkladnim modelu,
ktery budeme pouzivat, budeme za dostatecné velky pocet méteni oznacovat situaci, kdy
budeme mit alesponn 30 métreni. V takovémto pripadé uz bude aproximace pomoci CLV
velice presnd. Pokud budeme mit méné méreni, musime vzit v ivahu fakt, ze aproximace
normdlnim rozdélenim pomoci CLV nemusi byt tak presnd (o této problematice vice dale).

2. Neni znéni centralni limitni véty ve sporu s tim, co jsme probirali v minulém dile seridlu?
V minulém dile seridlu jsme uvazovali, Zze nase pozorovini maji normélni rozdéleni (coz
spadd do kolonky ,,jakékoliv rozdéleni“), takze by rozdéleni transformace ndmi naméte-
nych dat (E) podle CLV mélo konvergovat k rozdéleni N (0, 1), ale v minulém dilu seridlu
se tvrdilo, Ze tato transformace dat ma rozdéleni ¢, 1. Vysvétleni je jednoduché, studen-
tovo rozdéleni t, pro velkd n konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1), coz si muzete
ovérit pomoci vykresleni grafi hustot pravdépodobnosti obou rozdéleni.

Velice podobnym zptsobem jako v minulém dile seridlu mizeme potom pracovat s pravdépo-
dobnostmi a odvodit tak intervalovy odhad. Jediny rozdil je, Ze misto kvantili studentova t,_1
rozdéleni budeme muset pouzivat kvantily normalnfho rozdéleni N(0, 1), které budeme znagcit u
(tedy a-kvantil normélniho rozdéleni N (0, 1) zapiSeme jako uq ). Pro jistotu jesté pfipomeneme,
co jsou to kvantily rozdéleni. Pokud si zvolime ¢islo « z intervalu (0,1), potom a-kvantilem
normélniho rozdéleni (zna¢ime ho uo) bude takové &islo, které splnuje podminku, Ze pravdépo-
dobnost, ze nase ndhodn4 veli¢ina Fidici se rozdélenim N (0, 1) bude mensi nez u, bude rovna a.
Matematicky zapsano

P(X <ua)=c.
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Pro jistotu stru¢né zopakujeme postup odvozeni podoby intervalového odhadu pro stredni
hodnotu (tedy méfenou fyzikaln{ veli¢inu) v ptipadé obecného rozdéleni méfenych dat za pouziti
CLV (postup je naprosto stejny jako v minulém dile seridlu).
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Vsechny proviadéné tpravy byly viceméné trividlni, jen je nutné si uvédomit, ze mizeme upra-
vovat obé nerovnosti naraz. Mezi ¢tvrtym a patym rfadkem jsme vyuzili vztahu

Uxr = —Uj_a
2 -3

coz plyne ze symetrie hustoty rozdéleni N(0,1) kolem osy y.

Timto jsme podobné jako v minulém dile seridlu zkonstruovali intervalovy odhad (v tom-
to pfipadé vSak pouze asymptoticky) pro stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny, tedy vlastné pro
mérenou fyzikalni veli¢inu ve tvaru

_ Sn _ Sn
l—-a~P|l7Tn —U_e—= < u<Tpt+u_a—].
( 1-g NG w tui-g /n
Tento intervalovy odhad lze interpretovat tak, ze pravdépodobnost pokryti skutecné hodnoty
méfené fyzikalni veli¢iny timto intervalem je pro velky poéet méfeni pfiblizné 1 — a (uvédomme
si, ze ndhodné jsou meze intervalu, nikoliv hodnota mérené fyzikdln{ veli¢iny). Tento intervalovy

odhad Ize zapsat jako
Sn

NS
Fyzikové vétsinou zapisuji jesté vice zkracené a vynechaji i kvantil u;_ g, tedy intervalovy odhad
zapisi jako

ﬁiul_i

T, £ ﬁ )
kde se clen S—\/% nazyvd vybérovd smérodatnd odchylka pruméru (odhaduje to smérodatnou

odchylku vybérového priméru) a znaci se s,. Nékdy se tomuto ¢lenu také fika standardni
odchylka.

Tento nejvice zjednoduseny zapis mé dvé mozné interpretace
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e Bud se tim mysli, Zze uvazujeme hladinu spolehlivosti a ~ 0,32 (tedy pravdépodobnost
pokryti je pfiblizné 0,68), potom totiz plati

ul_% =1.

e Pokud Ctendar chce uvazovat jinou hladinu spolehlivosti, mtze si podle tabulek doplnit
prislusny kvantil a tim intervalovy odhad ze zkraceného zapisu zrekonstruovat.

Nékolik poznamek k intervalovym odhadiim zaloZenym na CLV

Zde uvedeme nékolik dulezitych poznamek.

o Jak jsme psali vyse, pro velké hodnoty poctu méfeni n, je studentovo ¢, rozdéleni témér
identické s rozdélenim N (0, 1). Pro velky pocet méFeni je tedy v podstaté jedno, jestli po-
uzivame kvantily rozdéleni N(0,1) nebo kvantily studentova ¢, rozdéleni. To je v souladu
s intuitivn{ predstavou, Ze by obé metody (ta uvedend v minulém dile seridlu a ta uvedena
dnes) mély pro velky pocet méfeni dévat stejné (nebo alesponi podobné) vysledky.

e Nékdy se postupuje tak, Ze se misto kvantild normélniho N (0, 1) rozdéleni uvazuji kvan-
tily studentova t,, rozdéleni. Tedy zpracovavime namérend data jakoby méfené hodnoty
méli norméln{ rozdéleni (viz minuly dil seridlu), ackoliv vime, Ze tomu tak neni nebo byt
nemusi. Toto neni nutné chybny postup, nebot studentovo ¢, rozdéleni (pro libovolné
n € N) je vice zplostélé nez rozdéleni N(0,1) (ovéite si sami vykreslenim grafa hustot
pravdépodobnosti), tedy jeho kvantily budou vzdy v absolutni hodnoté vétsi nez pfislusné
kvantily (tj. kvantily pro stejnou hladinu spolehlivosti o) normélnfho rozdéleni N(0, 1),
tedy budeme timto zpusobem vzdy dostdvat Sirsi intervaly spolehlivosti. Budeme se tedy
chovat vice konzervativné tj. vyslednou nejistotu méteni si timto zptusobem vzdy zvétsi-
me, nikdy si ji nemizeme zmensit. Jak uz bylo zminéno v predchozi poznamce, pro velky
pocet méreni tento postup dava témér identické vysledky jako postup zalozeny na kvanti-
lech N(0, 1) rozdéleni. V FeSeni tloh ovSem pouzivejte klasicky postup (tedy ten zalozeny
na kvantilech N (0, 1) rozdéleni).

e Centralni limitni vétu lze pouzit jen pro dostatecné velky pocet méfeni. Pokud méame
alespon 30 méreni, mizeme CLV bez obav pouzit, aproximace bude uz velmi presna.
Pokud méame alesponn 10 méfeni, muzeme CLV pouzit, ale musime mit na paméti, ze
aproximace normélnim rozdélenim nebude dokonald a ptislusné intervalové odhady budou
jen priblizné. Pokud mame méné nez 10 méfeni, aproximace normalnim rozdélenim muze
byt uz znacné nepresnd. Zaroven ale plati, ze nic lepstho zkonstruovat nelze. Proto se
vysledek vétSinou uvadi stejny, ale je nutné do diskuze pridat upozornéni, ze muze jit
o zna¢né nepresny vysledek, nebot je zaloZen na malém poctu méreni 5!

e V minulém dilu seridlu jsme popisovali nejistoty typu A (pochdzejici z ndhodnosti mére-
nych dat) a nejistoty typu B (pochézejici z ostatnich pFicin, typicky nepfesnosti pouzitého
méfidla). Nyni uvedeme, Ze vybérovd smérodatnd odchylka priméru (neboli standardni

Pokud jsme si jisti, Ze ndmi méfena data maji normélni rozdéleni — coz prakticky nikdy nejsme — potom
je intervalovy odhad zalozeny na studentové t, rozdéleni (tj. bez pouziti CLV) pfesny pro libovolny podet
mé&feni (viz minuly dil seridlu).
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odchylka) predstavuje nejistotu typu A a pokud pracujeme jesté s nejistotou typu B,
potom ji k nejistoté typu A pric¢teme pomoci stejného vzorce

sk = /s + 5%,

¢imz ziskdme kombinovanou nejistotu méteni. Intervalové odhady potom konstruujeme
za pouziti této kombinované nejistoty méreni.

e Cilem fyzikdlniho experimentu je mit co nejmensi kombinovanou nejistotu méfeni (tj.
naméfit fyzikaln{ veli¢inu co mozné nejpresnéji). Podobné jako v pripadé normélné roz-
délenych dat toho lze dosdhnout bud vétsim poctem méfeni (tj. zvétsit ¢len /n ve jme-
novateli zlomku, tedy zmensit nejistotu typu A vyjaddfenou pomoci s,), nebo presnéjsi
méfici aparaturou (tj. snizit rozptyl mérenych dat, tedy snizit ¢len Sy, ktery predstavuje
odhad rozptylu).

Vicerozmérny pfipad
Nyni se zaméfime na piipad, kdy chceme zméfit vice fyzikalnich veli¢in (které budou samo-
ziejmé zatizeny nejistotou) a tyto zmérené velidiny ndsledné dosadit do uréitého vzorce. N4s
ukol bude zkoumat vlastnosti vysledku dosazeni (zejména budeme chtit umét vyjadrit nejistoty
uréeni a konstruovat intervalové odhady).

Uvazujme, Ze cilem naseho experimentu je zmérit fyzikalni velic¢iny v(1>, ... ,’U(
je dosadit do vzorce

v=f (v(1>,...7v<k)) ,

¢imz ziskdme vyslednou fyzikalni veli¢inu v. Odvodime si nyni, jakd bude nejistota urceni
veli¢iny v a jak pro ni konstruovat intervalové odhady.

Na tomto misté si musime uvédomit, ze v pripadé méreni vice fyzikalnich veli¢in najednou
nastava problém se zavislosti jednotlivych méreni. V 1dplné nejjednodussim modelu mtzeme
uvazovat, ze jsou vSechna provadénd métreni na sobé nezavisld, coz bude obvykle opodstatnény
predpoklad. V néjakych pripadech ovsem takto jednoduchy model pouzit nelze a budeme muset
do uréovani vysledné nejistoty a konstrukce intervalovych odhadu také zahrnout moznou zavis-

%) a naslednd

a jednodussi model pro nezavisla méreni dostaneme jako jeho specialni piipad. Jako prvni si
musime zadefinovat, jak budeme matematicky popisovat zavislost nagich méfeni (jelikoz vysle-
dek jednoho méfeni modelujeme jako ndhodnou veli¢inu, budeme vlastné popisovat zavislosti
ndhodnych veliin).

Kovariance a korelace

Za Glelem méfeni miry zévislosti dvou ndhodnych veli¢in se zavddi kovariance (téz koeficient
kovariance, kovarianéni koeficient), kterd je pro dvé ndhodné veli¢iny X a Y definovdna jako

cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)],

kde E znaci stfedni hodnotu. Koeficient kovariance muze obecné nabyvat libovolné redlné hod-
noty. Intuitivné si lze kovarianci predstavovat tak, ze vyjadruje stfedni hodnotu vyrazu

(X —EX)(Y —EY),
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ktery bude nabyvat nejcastéji kladnych hodnot (potom jeho stfedni hodnota potom bude klad-
né ¢islo), pokud na sobé budou ndhodné veli¢iny zavislé takovym zpisobem, ze pokud jedna
ndhodnd veli¢ina nabyva vysoké hodnoty (tj. vyssi nez je jeji stfedni hodnota), potom i druha
ndhodné veli¢ina bude s nejvétsi pravdépodobnosti nabyvat vysoké hodnoty (tj. vySsi nez jeji
stfedn{ hodnota). Podobné bude tento vyraz nabyvat nejéastéji zdpornych hodnot (potom jeho
stfedni hodnota bude zdporné ¢islo), pokud bude zdvislost nasich ndhodnych veli¢in takové,
ze vysoké hodnoty jedné veli¢iny (tj. vySsi nez jeji stiedni hodnota), se budou s nejvétsi prav-
dépodobnosti vyskytovat pravé v pripadé, ze druhd ndhodné velicina bude nabyvat nizkych
hodnot (tj. nizsich nez jeji stfedni hodnota). Také musime uvést fakt, ze pokud budou ndhodné
veliciny X a Y nezdvislé, potom bude hodnota jejich kovarian¢niho koeficientu vzdy 0. To lze
odvodit primo z definice nasledovné

cov(X,Y) =E[(X —EX)(Y —EY)] =E[X - EX]-E[Y —EY] =
= (EX —EX) - (EY —EY) =0.

Upravy, které jsme provadéli, mizeme provést jen za predpokladu, Ze nsdhodné veli¢iny X
a Y jsou nezavislé, jinak takto postupovat nemuizeme.

Pro lepsi popis zavislosti ndhodnych veli¢in se zavadi jesté korelace (téz koeficient korelace,
korela¢n{ koeficient), kterd je definovand jako

cov(X,Y)
var(X) - var(Y) .

corr(X,Y) =

Diky tomu, Ze koeficient korelace je definovan jako vhodné normovany koeficient kovariance,
muze nabyvat pouze hodnot od —1 do 1. Pro idedlné linedrné zdvislé velic¢iny (tj. pokud pla-
ti X = aY + b, pro néjaké konstanty a,b) bude korelaéni koeficient nabyvat hodnot +1 (bude
mit stejné znaménko jako konstanta a). Pokud budou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé, po-
tom bude jejich korela¢ni koeficient nulovy (trividlni dusledek definice korela¢niho koeficientu
a vlastnosti kovariance, kterou jsme odvodili dfive). Hodnoty korela¢niho koeficientu blizko
nuly ukazuji na malou zavislost ndhodnych veli¢in a hodnoty korela¢niho koeficientu blizko 1
nebo -1 ukazuji na vysokou miru zavislosti nadhodnych veli¢in.

Kovarianéni a korela¢ni koeficient nasich naméfenych dat v praxi vétsinou neni doptredu
zndm (podobné jako stfedni hodnota nebo rozptyl). Pokud si miizeme byt jisti, Ze jsou vSechna
nase méreni fyzikdlnich veli¢in nezavisld, potom mizeme tvrdit, ze je prislusny kovariancéni
a korela¢ni koeficient nulovy. Tuto jistotu ziskdme jen diky znalosti toho, jak jsme nase data
mérili. V nékterych pripadech se stane, Ze si nemuzZeme byt jisti nezavislosti nasich méreni
a musime tedy z namérenych dat odhadovat miry zavislosti.

Pokud méme k dispozici méfeni dvou fyzikdlnich veli¢in (vlastné realizace dvou ndhodnych
veli¢in), muzeme odhadovat jejich kovarianéni a korela¢ni koeficienty. Potfebujeme k tomu vzdy
dvojice méfen{ (z1,y1),. .., (Tn, yYn), kde x; je i-té méfeni prvni fyzikdlni veli¢iny a y; je i-té mé-
feni druhé fyzikédlni veli¢iny. Zde je nutné poznamenat, zZe nelze postupovat tak, ze si namérené
hodnoty libovolné sparujeme, dvojice hodnot (z;,y;) musi vzdy pochdzet z odpovidajicich si
méreni! Pokud mame takovéto dvojice odpovidajicich si méreni, mizeme kovarianéni koeficient
odhadnout pomoci tzv. vybérového kovarian¢niho koeficientu koeficientu definovaného jako

n

VXY = 3 (21— T0) (i — T)

n
i=1
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kde T, ¥y, maji vyznam vybérovych pruméru. Podobné lze odhadovat korela¢ni koeficient po-
moci vybérového korelacniho koeficientu definovaného jako

(T —%n) (Yi — Yn)

3=
)
it

GoTE(X,Y) =

2 . Q2 ’
SX,n Y,n

kde Sf(’n je vybérovy rozptyl zkonstruovany z realizaci ndhodné velic¢iny X, 5’,2/7,1 je vybérovy
rozptyl zkonstruovany z realizaci ndhodné veli¢iny Y a ¢leny T, a ¥, maji vyznam vybérovych
prumeériu.

Na tomto misté si opét musime rozdil mezi odhadem kovarianéniho (resp. korela¢niho)
koeficientu a jeho skute¢nou hodnotou (kterou vétSinou nezndme). Skuteénd hodnota kovari-
anénfho (resp. korelaénfho) koeficientu je konstanta (neni na ni nic ndhodného), zatimco odhad
kovarianéniho (resp. korelaéniho) koeficientu (tj. vybérovy kovarianéni a korela¢ni koeficient)
je ndhodné veli¢ina (protoze je zkonstruovan na zdkladé namérenych dat, kterd jsou ndhodna,
nemuzeme dopfedu ur¢it jeho hodnotu). Pro velky pocet méfeni bude mit vybérovy kovarianéni
(resp. korelaéni) koeficient podobné jako predchozi odhady tu vlastnost, ze bude s nejvétsi prav-
dépodobnosti velice blizko skutetnym hodnotdm kovarianéniho (resp. korela¢niho) koeficientu.
Nyni uz vime, jak matematicky mérit zavislosti dvou nahodnych velicin a mtzeme pristoupit
k formulaci vicerozmérné centralni limitni véty.

Vicerozmérna verze CLV

Nyni uz mtizeme uvést znéni vicerozmeérné centralni limitni VétyE. Uvazujme tedy situaci jako

Sy v vvs o , 1, N 1 , vvs v
vyse, tedy ze méifme k riznych fyzikdlnich velicin vV, ..., o™ které naméime s urditou
nejistotou. Mame tedy naméreno

(missgg) (misgf,g) ,

kde v(® je vybérovy prumér i-té fyzikalni veli¢iny a 3533 je standardni odchylka i-té fyzikalni
veli¢iny tak, jak byly definoviny vyse (uvazujeme tedy, ze kazda fyzikdlni veli¢ina mohla byt
meéfena ruznym poctem méreni, a uvazujeme také, ze rozdéleni mérenych dat nemusi byt nor-
mélni{ a ani méfen{ riznych fyzikdlnich veli¢in nemusi byt vzadjemné nezdvislé). Tyto namérené
veli¢iny nasledné chceme dosadit do vzorce

v:f(v(l),...,v(k)) (2)

a urcit vyslednou nejistotu a zkonstruovat intervalové odhady.
V tomto pripadé vyuzijeme vicerozmérnou verzi centralni limitni véty, ktera tvrdi, ze plati

(1) (k) 1 k
f(vn,...,vn ff(v(),...,v( ))
A /SQ
2Uvedeme ji zde v trochu neobvyklém tvaru, ktery je ale velice uziteény pro vypoéty. Pokud byste si o tomto

tématu cetli i v jiné literature, je pravdépodobné, ze tam bude CLV pro vicerozmérny pripad formulovana
jinak, nicméné tyto dvé formulace jsou ekvivalentni.

25 N(0,1),
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kde v je skuteénd hodnota i-té fyzikdlni veli¢iny a S? je v tomto ptipadé odhad rozptylu
nahodné veli¢iny predstavujici celkovy vysledek méreni®, ktery se spocte podle vzorce

) cov (v w(k))
Sny V. OF
COV( »(2) v(l)) cov(v<2),v(k)) av(1) (U)

. ) or coviv_ v )L, vl v ) i
g2 (av(fl) @) - 8v(fk) (1))) n.2n1 \/n.znk : . (3)
. . af .
. v
oo (v (k) ™) 9 5utw7 (7)
T s"k

Poznamenejme na tomto misté, ze vyrazem

af
5o ()

se mysli hodnota parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné vycislena v bodé
_ k
5= (... )

tedy jde o cislo.

Klasickym zpusobem, ktery jsme zde uz nékolikrat vidéli, mizeme zkonstruovat asympto-
ticky intervalovy odhad pro

v = f(v(1>,...7v<k)).

Uvedeme zde jen hlavni kroky odvozeniE

f (vﬁ”,...ﬂ;,ﬁi’“)) —F (o™, ®)
V52

:P( f(vfﬁ7 . 7'1),(1’@)) -‘rU%S <-f (v(1)7...,v(k)) f( (1) . (k)) +uj— gS) =
*P(f( %),...,vﬁlk)) —u—g8 <f(v<1),...,v(k>) f( M %k)> Jrul,%S) .

V nejvice zkriacené podobé se tento intervalovy odhad bude zapisovat stejné jako v predchozich
pripadech pouze jako
7 (US) y ““) +59,

kde S se oznacuje jako standardni odchylka.

l—-a~Plue <

<'LL1,% =

wlR

37j. dosazen{ odhadi nasich fyzikalnich veli¢in do vzorce (J).

4Tento vzorec vyuziva parcidlni derivace a maticové nésobeni. Pokud toto neumite, muzete se podivat na
posledni kapitolu tohoto dilu seridlu, kde je vSe stru¢né vysvétleno, nebo muzete pokracovat déle, nebot jak
uvidime, v praxi nejcastéji pouzivanych pripadech se tento vzorec znac¢né zjednodusi.

5Pouzivaji se jen algebraické tpravy nerovnosti a nahrazeni ug pomoci —up_g-
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Nékolik poznamek k intervalovym odhadim zalozenym na vicerozmérné CLV
Zde uvedeme nékolik dilezitych poznamek.

e V odvozeni jsme uvazovali vicerozmérny piipad, tedy obecné k € N. Celou odvozenou
teorii lze samozifejmé aplikovat i na specidlni pfipad, kdy zvolime k = 1 (tedy jen jed-
norozmérny piipad). Toto se pri zpracovani fyzikdlnich experimentti vyskytuje pomérné
Casto (méfime jen jednu veli¢inu a chceme ji dosadit do urcitého fyzikdlniho vzorce).

e Vicerozmérnou centralni limitni vétu lze pouzit jen pro dostatecné velky pocet méteni.
Pokud jsme provedli vice nez 30 méreni kazdé fyzikalni veli¢iny, potom uz bude apro-
ximace pomoci vicerozmérné CLV velmi presna. Pokud jsme provedli alesponn 10 méfeni
kazdé fyzikalni veliciny aproximace pomoci vicerozmérné CLV nebude tolik spolehliva, ale
stale bude pomérné presna. Pro mensi pocet méreni néjaké veli¢iny nez 10 plati, Ze pouziti
vicerozmérné CLV uz muze davat znacné nepresné vysledky. Zaroven ale plati, ze zadny
lepsi postup nez vySe uvedeny neexistuje. Proto se i pro maly pocet méfeni (mensi nez
10) vysledek vétsinou uvddi stejny, ale je nutné pridat upozornéni, ze muze jit o znaéné
nepresny vysledekH!

e V rédmci typi nejistot méfeni mizeme standardni odchylku S povazovat za kombinova-
nou nejistotu méreni, pokud jsme jako 353 pouzivali kombinované nejistoty méreni, nebo
ji muzZeme povazovat pouze za nejistotu typu A, pokud jsme jako 553 pouzivali pouze
nejistoty typu A.

Zakon sSiteni nejistot
V nejobecnéjsim modelu (kdy uvazujeme zéavisld méren{ ruznych fyzikalnich veli¢in) nemtzeme
vzorec (E) nijak zjednodusit a musime opravdu provést cely takto slozity vypocet. V urcitych
specialnich pripadech se ovsem tento vzorec znac¢né zjednodusi.

Ve specidlnim pripadé, kdy budeme uvazovat, Ze jsou vSechna méfeni na sobé nezdvisld
(tj. nebudeme ani odhadovat kovariance méfen{ riznych fyzikdlnich veli¢in, ale rovnou budeme
predpoklddat, ze jsou nulové), se ndm vzorec () zjednodusi na tvar

2 2
6 <6f (v>> NOLI (8f <v>> ROLS
v ! Ov(k) k
Tomuto vzorci se také nékdy k4 zdkon $ifeni nejistot (pfipadné zdkon propagace nejistot).

V praxi se vyplati znat presnou podobu zdkona sifeni nejistot pro nejcastéji se vyskytujici
funkce, které mizeme vidét v tabulce [ll. Pilny ¢tenaf si muze platnost vSech uvedenych vzorca
ovérit dosazenim prislusnych funkci do zédkona sifeni nejistot.

Obcas se lze v praxi setkat také s pojmem relativni nejistota méfeni, kterd je definovina
jako

Je dilezité poznamenat, ze relativni nejistota méfeni je bezrozmérnd veli¢ina (na rozdil od
klasické nejistoty). Prechod od relativni nejistoty méteni ke klasické nejistoté méteni si jisté

SPokud bychom védéli, ze ndmi méfend data maji normdlni rozdéleni, 1ze odvodit presny postup (tj. bez
jakékoliv aproximace) analogicky jednorozmérnému p¥ipadu. Tento postup je ovSem piili§ slozity a nebudeme
ho zde uviddét (v praxi se stejné téméf nepouziva).
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Tab. 1: Nejdilezitéjsi priklady pouziti zadkona sifeni nejistot.

Pouzita funkce ‘ Vzorec na vyslednou nejistotu méreni
FW @) = D) 4 @ §=1/s0% 1 27
F®, 0@y = M) — @ §=1/s0? 4 57
FO®, @) =y 4@ §— \/@235332 INOENCE
J®, o) = o §= /=t + %“
fw)=v%a €Ra #0 S:a -E“flsnj

uz kazdy ¢tenar dokéaze odvodit sim. Celd teorie by se dala podobnym zptusobem vybudovat,
pokud bychom pouzivali relativni nejistoty méfeni, ale az na vyjimecné priklady” by to nevedlo
k jednodussim vysledkiam. V dal$im pokracovani seridlu i v feseni seridlovych tloh se nebudeme
relativnimi nejistotami méreni dale zabyvat, zde je uvddime jen jako drobné rozsireni vyklddané
latky.

Parcialni derivace a ndsobeni matic (vektori)

Jelikoz se ve vzorci (E) vyskytly parcidlni derivace a ndsobeni matic, coz mozna neni vSem tplné
znamé, uvedeme zde strucné objasnéni pouzitych pojmu.

V tomto dile seridlu bohuzel nemizeme podrobné vysvétlit, jak je definovdna derivace (resp.
parcidlni derivace) a jaké mda vlastnosti. Proto pouze uvedeme, Ze parcidlni derivace funkce
k proménnych podle i-té proménné se spocitd jako normdlni derivace funkce, kdyz budeme na
vSechny proménné kromeé i-té pohlizet jako na konstanty.

Matice jsou v podstaté jen tabulky &fsel, nic vice. U matice rozlidujeme jeji rozméry (tj.
kolik ma fadki a sloupcu), fikdme, ze matice A je typu k krat n (piSeme Apxn — prvni &islo
udéva pocet fadki, druhé podet sloupcit). Matice typu 1 X 1 je pouze ¢islo a matici typu 1 x n
(resp. n x 1) se Fikd fadkovy (resp. sloupcovy) vektor.

Nésobeni matic je definovdno ponékud slozitéji. Uvazujme, ze madme matice Axxn a Bpnxi
(aby byl soudin téchto matic definovan musi byt pocet sloupct prvni matice roven poc¢tu radka

"Pokud bychom formulovali zdkon §ifeni nejistot v Fe¢i relativnich nejistot, potom by napiiklad pro volbu
funkce f(u,v) = u -v vyslednd relativni nejistota méreni byla jen kvadratickym souctem relativnich nejistot

vysledktm.

10
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druhé matice), potom soucin AB je definovan nzisledovnéE

a1 a2 ot Gin bii bi2 -+ big
a2,1 G22 ' Q2. ba1 ba2 -+ b2y
A-B= 17 o =
ak,1 ak2 0 Gkn bni bn2 - by
<a1,o,bc,1> <a1,.7b0,2> <a1,07bo,l>
(a2,0,b0,1) (a2,0,b02) -+ (a2,0,b0n)
= . . . . ?
(ak,0,b0,1)  (Gk,0,De2) -+ (Gk,e,be)

kde a;,e oznacuje i-ty fddek matice A, be,; oznacuje j-ty sloupec matice B a vyraz (a;,e,be,;)
oznacuje skaldrni soucin vektorl a;,e a be,; definovany jako

n

(@i,o,be j) = Zai,g “bg,;j -

g=1

Vysledkem soucinu matic Axxn» a Bnxi je tedy matice tvaru Cx;. Pokud chceme ndsobit vektor
s matici (nebo 2 vektory spolu) sta¢i na vektory pohlizet jako na specidln{ pfipad matice a Fidit
se pravidly pro maticové nasobeni.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyzikt.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

8Je dtlezité poznamenat, ze maticové nasobeni neni komutativni, tedy obecné plati A- B # B - A, ale je
asociativni, tedy plati A- (B -C) = (A - B) - C pro libovolné matice A, B, C, pro které je takovyto soucin
definovan.
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