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Uloha IIL5 ... kladkovana 7 bodi; pramér 2,79; Fesilo 29 studentt

Meéjme rozestaveni kladek jako na obrazku. Zname hmotnosti m;,
poloméry R; a momenty setrvacnosti J; vsech kladek, hmot-
nost m zavazi a hmotnost M, polomér R i moment setrvacnosti J
valce. Zanedbejte tihu kladky 2, abyste mohli uvazovat, ze lana
vedouci ke kladce 2 jsou rovnobézna s naklonénou rovinou. Sou-
¢initel smykového i klidového treni mezi valcem a podlozkou je f.
Lano na kladkach neprokluzuje. Vypoctete s jakym zrychlenim
(popt. i uhlovym zrychlenim) se bude pohybovat zdvazi m a vi-
lec M. Kubovi prislo cviceni zbytecné jednoduché.

Jelikoz neméme zadnou teorii hmotnych kladek, budeme se k nim chovat, jako k libovolném
jinému télesu v mechanice. To znamend, zZe si napiSeme pohybové rovnice nejen pro valec M a
zévazi m, ale také pro vsechny kladky. Zaroven nezndme zadny obecny vztah mezi velikostmi sil
pusobicich na kladku (které jsou pro nehmotné kladky stejné veliké, a tedy se vyrusi). Na obr.
jsou zakresleny vsechny sily ptsobici na vySetrovana télesa. Soucasné tim zavadime znaceni sil.
Jelikoz je kladka 3 pevné uchycena, nemusime se zavyvat silami s nulovym momentem.

Obr. 1: Znazornéni vsech relevantnich ptsobicich sil.

Co se tyce aproximace ze zadani. Uvazujme nyni pouze to, ze vSechna lana vedouci ke
kladce 2 jsou rovnobéznd s povrchem naklonéné roviny. Toho lze napiiklad doséhnout umisténim
kladky 2 do drazky bez treni. Zanedbani typu ms &~ 0 provedeme az ve vysledku, kde teprve
uvidime, co muzeme zanedbat.



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXX.IIL.5

Dale si musime uvédomit, ze na volnych kladkach se zrychleni puli (vzhledem k tomu, ze
se lano musi prodlouzit dvakrat vice, nez se skutecné kladka posune). Ozna¢me a zrychleni
valce. Za kladny smér zrychleni povazujme pripad, kdy valec bude klesat. Potom se kladka 2
pohybuje se zrychlenim a, kladka 1 se zrychlenim 2a a zévazi m se zrychlenim 4a. Pohybové
rovnice zavazi a valce vypadaji nasledovné,

4ma =mg — N1, (1)
Ma = Ny — Mgsina—T, (2)
Je=TR, (3)

kde e je thlové zrychleni vélce.
Obvodové zrychleni kladek musime brat v soustavé spojené s kladkou, tedy od zrychleni
lana musime odecist zrychleni kladky. Pohybové rovnice rovnice pro kladky nabyvaji tvaru

2mia =mig+ N1 + F1 — N31, (4)
2
J122 = (N, — F1)Ry, (5)
Ry
2
JgR—a = (N31 — Na32)R3, (6)
3
mea = —magsina + N3z + Fo — Na, (7)
Jzi = (N3z — )R, (8)
Ra

Jelikoz lana neprokluzuji na kladkéach, spocita se thlové zrychleni kladek jako podil zrychleni
lana na kladce vuci jeji stfedu a poloméru kladky.

Nyni vsak mame pouze 8 rovnic pro 9 neznamych a, €, T, Fi, F2, N1, N2, N31, Nas.
Pro jednoznac¢né teSené potiebujeme pridat jesté devatou rovnici. Pokud je tfeci koeficient
dostatecné vysoky, tj. tfeci sila je nizsi nez normélova sila Fiy ptsobici mezi valcem a podlozkou,

|T| < fFn = Mgfcosa,
nebude dochéazet k prokluzovani valce, a muzeme psat
a=¢R. 9)

Jelikoz smér puisobeni sily T je zdvisly na sméru pohybu, piseme velikost |T7|.
Pokud je naopak treci koeficient prilis maly, nemiize treci sila T rust vyse nez fFn, a na
této hodnoté uz zustane, tedy
T=Mgfcosa. (10)

Toto plati v pfipadé a > 0. Pokud vsak vyjde a < 0, musime v nasi znaménkové konvenci
pocitat

T=-Mgfcosa. (11)
Jelikoz e v zadné jiné rovnici nevyskytuje f, odpovidé tato zména prechodu od f k —f, staci
tedy spocitat prvni pripad a pro druhy ptipad pouze v feSeni udélat tuto zménu. Pokud vélec
neprokluzuje, vyjde feseni stejné pro oba sméru pohybu.
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Vyftesenim této soustavy 9 linedrnich rovnic dostdvame feseni pro ptipad, kdy valec nepro-
kluzuje
4dm 4+ 2my — M sina — ma sin«

“e=9 7 7 7. T3 ° (12)
M + 16m + 4mq + ma + ?4—4171% +?§+4fé
Odtud ziskdme zrychlen{ zdvazi jako 4a a tihlové zrychleni védlce jako ¢ = a/R.
V pripadé, kdy véalec prokluzuje, dostdvame
4m + 2m1 — M(sina + fcosa) — masina (13)
a=4g )
M + 16m + 4my + mao + 42k + 2% + 455
1 2 3
g MR?f cos o
== 14
Jestlize vychéazi opacny smér pohybu, musime feseni upravit na tvar
dm 4+ 2my — M(sina — fcosa) — masina
a=g J1 Ja J3z (15)
1 2 3
g MR?f cosa
== 16
7 5 (16)

K dukladnéjsimu rozboru této zmény se jesté vratime. Zrychleni zévazi ziskdme v obou pripa-
dech opét jako 4a.

Vidime, ze kdyz vélec prokluzuje, nemd jeho moment setrvacnosti zadny vliv na jeho
translacni zrychleni, ale pouze na rotacni pohyb.

V tuto chvili miizeme opréavnéné provést aproximaci ms & 0 a vySkrtnout z vyrazi (@)—(E)
vSechny ¢leny obsahujici mea. Pro jednoduchost se v nasledujicich ivahich nebudeme zabyvat
patologickymi pripady, kdy nasi aproximaci nelze pouzit takto jednoduse.

Nyni je tfeba vysSetfit, kdy bude a kdy nebude véalec prokluzovat. To lze udélat z feSeni
libovolného z téchto dvou piipadi. Udélame to tedy pro nazornost obéma metodami. Kdyz
valec neprokluzuje, je splnénd podminka a = €R a treci sila se podle toho patfi¢né upravuje
(s rostoucim € roste). Proto staéi najit mezni ptipad f, pro ktery je splnéna rovnost |T| = fFn.
Jednoduchym dosazenim do soustavy dostdvame

e J

R~ R
%|a| < fFy =Mgfcosa.

T

Dosazenim za a z (@) a feSenim této linedrni nerovnice dostavame, ze valec neprokluzuje pro

J |[4m + 2my — M sin o
M R2 cos o i+4£+}%+4é—%+M—|—16m+4m1'

2 2
R RY

[z

(17)

V pripadé, kdy vélec prokluzuje je naopak splnéna rovnost |T'| = fFn a pro zrychleni plati
|a] > |e| R — musime tedy vyTesit mezni podminku a = € R. Tentokrdt mame uz vyjaddrené vsech-
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ny potfebné veli¢iny ve vztazich (@) a ([L4), resp. (@) a (@), proto rovnou piseme podminku
pro prokluzovéani vélce, ([L§) pro a > 0 a ([L9) pro a < 0,

4m + 2my — M(sina + f cos @) S MR?fcosa

, 18

M ¥ 16m+am + 42 + B +a% 0 J (18)
1 2 3

dm 4+ 2m; — M (sina — fcosa) .. MRchosa. (19)

M + 16m + 4 AL 4 3 4y J
+16m +dma + 4k + 35 + 453

Reseni téchto nerovnic se lisf znaménkem — miizeme je tedy spojit do jedné, spoleéné podminky

(k).
J |[4m + 2my — M sin o

MR? cos « %+4%+%+4}‘%+M+16m+4m1'

f< (20)

Obé podminky (@) a (@) skuteéné vysly stejné, prestoze druhy pripad na prvni pohled nevy-
pada, ze by mél mitieseni pravé ve stejném tvaru.

Pokud bychom méli ruzny dynamicky a staticky koeficient tfeni, byla by spravné metoda
z pripadu, kdy valec neprokluzuje. V ptipadé metody druhé bychom museli jako posledni krok
nahradit dynamicky koeficient statickym, ¢imz bychom opét dospéli ke stejnému zavéru. Po-
znamenejme vsak, ze pokud by se koeficienty lisily, mohli bychom dostat komplikovany trhavy
pohyb.

Nyni se vratme k rozboru a 2 0 v pripadé prokluzujiciho védlce. Nejprve poznamenejme, ze
v pripadé a = 0, tedy

dm+2m; — M(sina £ fcosa) =0,

musi nutné platit také e = 0, protoze neptisobi zddny moment roztacejici valec. V tomto ptripadé
tedy vélec neprokluzuje, a konkrétné setrvavd na misté, stejné jako celd soustava. Déle tedy
uvazujme pouze a # 0, diky ¢emuz mizeme vsechny nésledujici nerovnosti uvazovat ostré.
Soustava se bude pohybovat v kladném sméru, pokud bude splnéna nerovnost a > 0 pro a
ze vzorce ([L3), tedy
dm +2my — M(sina + fcosa) > 0. (21)

Naopak v zdporném sméru se bude pohybovat pokud bude splnéna nerovnost a < 0 pro a ze
vzorce (@), tedy
dm+2my — M(sina — fcosa) < 0. (22)

Nerovnosti nemohou byt splnény soucasné, tedy dostavame jednoznacnou predpovéd vyvoje
systému. Neplatnost zddné z nich vsak neimplikuje platnost druhé, tedy miize nastat situa-
ce, kdy nebude splnéna ani jedna z nich. Uvahou miizeme dospét k tomu, ze pak musi valec
neprokluzovat — tento fakt nyni odvodme.

Piepokladejme, ze nerovnosti (R1]) a (@) nejsou splnéné — jsou tedy splnéné nerovnosti

4m +2my — M(sina + fcosa) <0,
dm+2m; — M(sina — fcosa) > 0.

Z obou z nich vyjadiime f a spojenim vysledku (lisi se opét pouze znaménkem) dostédviame
nerovnost
1 |4m+2m; — M sinq|

cos M

M 2
> fmcz R

> 7

> fn’lCZ7
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kde jsme vyuzili toho, Ze pro kazdé téleso plati J < M R?, kde R znaéi nejvétsi vzdélenost bodu
télesa od osy, vici které po¢itdme moment setrvacnosti, v nasem piipadé polomér (okraj od
stfedu). Tim jsme ovérili platnost nerovnosti ([L1), a tedy valec skutecné neprokluzuje. Vzhledem
k tomuto vysledku nesplnéni jedné z nerovnosti (EI) nebo (R2) automaticky implikuje splnéni
druhé z nich (pokud vime, ze vélec prokluzuje).

P1i zadanych pocatecnich podminkach se tedy musime podivat na nerovnost (E)7 zda vélec
prokluzuje, nebo ne. Pokud prokluzuje, musime ovéfit nerovnost (R1f), abychom zjistili, jakym
smérem se bude pohybovat, a podle toho pouzili prislusné vyjadieni zrychleni.

Jakub Dolejsi
krasnykuba@fykos.cz
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