FYKOS Reseni XXXVIIIL.P

Uloha IIL.P ... absurdni kyvadlo 9 bodii; primér 5,88; fesilo 67 studentii

Jaké jevy mohou ovlivnit méreni tihového zrychleni pomoci kyvadla? Odhadnéte, kolik plat-
nych cifer by musel obsahovat vas vysledek, abyste je namérili. Uvazujte i jevy, které béznée
zanedbavate. Kacka premyslela, co vsechno muzZe napsat do diskuze.

Skutecné zmény tihového zrychleni

Prvni skupinou jevi, kterou se budeme zabyvat, jsou skutecné zmény tihového zrychleni, tedy
vlivy, které bychom zaznamenali i sebedokonalej$im pristrojem. Prvnim rozdilem od tabelované
hodnoty 9,81 m-s~2 jsou lokaln{ rozdily dle mista méfeni.

Zmény dle zemépisné Sirky Protoze Zemé neni presna koule, ale je to takzvany geoid,
tedy nepravidelny utvar, ktery budeme v prvnim priblizeni povazgvat za elipsoid s rovnikovym
polomérem R, = 6378km a polarnim polomérem R, = 6357 km? budou se i tihova zrychleni
lisit v rozdilu gravita¢niho zrychleni, protoze dle zemépisné sitky jsme jinak daleko od centra
Zemé. Pokud budeme uvazovat veskerou hmotnost soustfedénou v centru Zemé, muzeme spo-
¢itat v obou piipadech gravitaéni zrychleni. Hmotnost Zemé je Mz = 5,9736 - 10%* kg, tedy
gravitacni zrychleni na pélu bude

Mz 113, 1 o 59736-10*kg . s
o = Gy = G674 107 mke s iy 805
a na rovniku bude
Mz 1 3. -1 —o 59736-10**kg . s
Grov = Gy = OOTLA0 ke s 5 otz 80

Jelikoz tihova sila je vyslednici gravitacni a odstfedivé sily otaceni Zemé, bude mit tihové
zrychleni ruznou hodnotu na rtznych zemépisnych sitkdch. Na pélu neptisobi zaddné odstiedivé
zrychleni, zatimco na rovniku o rovnikovém poloméru R = 6378km je odstfedivé zrychleni

velikosti )
5 4n . —2
Gods =W R = m <6378 km = 0,03m-s™ .

2

Zemépisna sirka mé tedy na tihové zrychleni vliv v fadu setin m-s™~, musime tedy méfit alespon

na tri platné cifry, abychom tento vliv namérili.

Zmény dle nadmorské vysky Zmény dle nadmotské vysky budeme pocitat stejné jako
jsme pocitali zménu dle zemépisné sitky, tedy s modelem hmoty soustfedéné v centru a pro
dva body na rovniku, a to hladinu more s polomérem R, = 6378km a vrchol Cayambe, ktery
je témér na rovniku a méa nadmoiskou vysku 5 790 m. n. m.2 tedy jeho polomér je Rca.y =

1 nttps://is.muni.cz/el/1441/podzim2007/ZS1BP_IVZ1/um/02.Tvar_a_velikost_Zeme.pdf
2https://cs.wikipedia.org/wiki/Cayambe
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= 6383,79km. Tihové zrychleni na hladiné mote z predchoziho prikladu mame a je go =
=9,80m-s"2 —0,03m-s™2 = 9,77 m-s 2, tihové zrychlen{ na Cayambe je

Mz
RQ

Cay

2
—w'Rcay =

gCay = G

5,9736-10* kg 4x

=6,674-10 "' m® kg 's7? > :
6383,79km Lden

-6383,79km =

=9,78m-s 2 —0,03ms 2 =
=9,75ms 2,

rozdil je tedy opét na druhém desetinném misté. Pro mensi vyskové rozdily v faddu stovek metra
bude rozdil na tfetim desetinném misté.

Vliv podlozi Kromé zemépisné sirky a nadmotské vysky ma vliv i podlozi a reliéf okoli. Dle
geologického ucebniho materialu® budou zmény tihového pole zptisobené hlubinnymi zménami,
jako napiiklad podzemnim loZiskem ropy ¥adu 10~ m-s~2, pro jejich uréeni tedy musime mé¥it
s presnosti na 7 platnych cifer.

Kosmické okoli Nyni jsme jiz zanedbali vsechny vlivy pochézejici ze Zemé a lokace bodu na
ni. Podivame se tedy déle, a to do kosmu. Objekty zde jsou sice velmi daleko, ale jsou také velmi
hmotné a nékteré z nich maji nezanedbatelny vliv na téleso Zemé. Zmény tthového zrychleni
zpusobené témito télesy spocitdme jako rozdil jejich gravitacéni sily na bod ve stfedu Zemé pro
ruzné vzdalenosti danych téles. Spocitame tedy rozdil gravitacniho zrychleni od tohoto télesa
v obou téchto polohéch, kde gravitacni zrychleni spocitame dle vzorce

M

9=G—

r2’

kde G = 6,67 - 107" m®s72.kg™! je gravitaéni konstanta, M je hmotnost daného télesa a r je
jeho vzdélenost od Zemé. Vysledky pro vybrand télesa jsou uvedeny v tabulce [l.

Tab. 1: Vliv kosmickych téles na tihové zrychleni

M A
téleso — mensi vzdalenost  vétsi vzdalenost 97 5
kg m-s
Mesic | 7,35-10%2 365033 km 407241 km 7-107°
Slunce | 1,99-10%° 147098074 km 152097701 km  4-107%
Mars | 6,42-10% 0,5 AU 2,5 AU 6-107°
Jupiter | 1,90-10%7 4,2 AU 6,2 AU 2.1077
Pluto | 1,30-10% 38 AU 40 AU 3.10718

V této tabulce bylo pouzito hodnot hmotnosti a vzdélenosti z VVikipedieE7 kde pro Slun-
ce a Mésic pouzivame vzdélenost perihelia a afélia, respektive perigea a apogea, zatimco pro
planety pouzivame soucet a rozdil stfedni poloosy dané planety a Zemé.

Shttps://is.muni.cz/el/1431/podzim2007/20135/um/Uvod_06_Tihove_pole.pdf
4https://cs.wikipedia.org/
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Nyni jesté muzeme porovnat vliv téchto kosmickych téles s gravita¢nim vlivem malych velmi
blizkych téles. Pro ¢lovéka o hmotnosti M = 80 kg ve vzdélenosti » = 1 m je gravitacni zrychleni
pfiblizné Ag = 5-10"%m-s™2 a pro kamion o hmotnosti M = 40t ve vzdélenosti r = 50m je
gravitaéni zrychleni p¥iblizné Ag = 1-107°m-s~2, tedy porovnatelné s vlivem ¢lovéka nebo
Marsu.

Slapové sily V predchazejicim odstavci jsme pocitali vliv kosmickych téles na bod ve stredu
Zemé. Tyto sily jsou vSak jiz zahrnuty do pohybu Zemé ve slunecni soustavé pomoci zmén
trajektorie. Co vSak mé na méfreni na povrchu vliv, je slapova sila dand tim, ze gravitacni sila
od jednotlivych téles neni stejnd na povrchu Zemé jako v jejim stfedu. Velikost slapové sily
je tedy imérnd gradientu gravitacni sily. V pfimce prochézejici stfedy obou téles pozorujeme

slapové zrychleni
2GMr

R3

kde M je hmotnost daného télesa, r je polomér Zemé, R je vzdélenost Zemé od daného télesa
a M je hmotnost tohoto télesa. Po dosazeni hodnot pro Mésic dostdvame Ag ~ 5-10"" m-s~2
a pro Slunce Ag ~ 1-10"%m-s7?8 Tyto sily jsou sice malé, ale i tak pozorovatelné v podobé
prilivu, odlivu a rozdilu v jeho vysce dle faze Meésice. Tento vliv je fddové mensi nez vliv
danych rozdilu gravitace na stied Zemé, obvzlast pro vzdalenéjsi objekty jako Slunce (vzhledem
k zdvislosti na jeji tfeti mocning). Predpokladejme tedy, ze vliv ostatnich téles bude také radové
nizsi nez jejich primy vliv na stied Zemé. Pokud télesa okolo sebe rotuji, je treba pripocitat
jesté vliv odstredivé sily, ktery je pfiblizné polovicnit

Systematické problémy matematického kyvadla

Skutecné zmény tihového zrychleni madme rozebrané, nyni se podivame na systematické chyby
méfeni matematickym kyvadlem. Pro nas priklad budeme uvazovat, ze nase kyvadlo je realizo-
vano Zeleznou kouli o hmotnosti m = 1kg, které je uvdzano na ocelové struné tak, ze vzdalenosti

Matematické kyvadlo, presnost parametri V modelu matematického kyvadla pak pro
periodu plati

T =2n4/—.
g

Z méreni periody tedy vypocitame tihové zrychleni jako

g= 47[2% .
Podivejme se tedy, s jakou presnosti bychom museli mérit periodu a délku zavésu, abychom
dosahli dané presnosti. Z teorie prenosu chyb lze urcit, Ze relativni nejistota méfeni délky
zéavésu a tithového zrychleni budou stejné, tedy abychom napriklad zvladli zmérit odchylky
tihového zrychleni ¥adu 1072 m-s~2, musime dosdhnout relativni presnosti 1071, tedy bychom
museli méfit zévés s presnosti 1071%m, coz je FAdové rozmér atomu. Pfesnost méfeni Sasu
je zde jesté podstatnéjsi, protoze dle prenosu chyb by pro pouze tuto chybu byla relativni

5https://en‘wikipedia.org/wiki/Tidaliforce#Sun,iEarth,7and7Moon
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Slapov%C3%A1_s%C3%ADla
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chyba méfeni tihového zrychleni dvojnisobnd oproti relativni chybé méreni periody. Pokud
bychom napf. chtéli dosdhnout pfesnosti méfeni g do f4du 107° m-s~2 (pro délku uz teoreticky
mozné, bylo by tfeba méfit na mikrometry), museli bychom mit relativni pfesnost méreni
periody 5 - 1075, coz pro nase kyvadlo s periodou piiblizné 2,8s d4véi nejistotu méfeni ¢asu
pFiblizné 107> s. Pro méfeni stopkami s moznou presnosti méfeni 0,1s by to tedy znamenalo
méFit 10* kmitd, coz by s danou periodou zabralo asi 8 hodin. Pro takto dlouhou dobu u# by se
kyvadlo pravdépodobné pusobenim dalsich vliva zastavilo. Pro dosazeni pozadované presnosti
pro méfeni 100 kmitt (5 minut) bychom tedy potiebovali méfit s pfesnosti alesponi na 0,001 s.

Matematické kyvadlo, zmény délky Abychom méli délku stabilizovanou na mikrometry,
musime uvazit jevy, které by ji mohly ménit, a to teplotni roztaznost a pruzné napindni. Zména
délky vlivem délkové teplotni roztaznosti se spocita jako

Al = loaAT 5

kde lp je puvodni délka, AT je zména teploty a « je koeficient délkové teplotni roztaznosti.
Jeho velikost nalezneme naptiklad v tabulkidch® a vidime, ze jeho velikost je naptiklad pro
ocel 11-1079K™, tedy pro bychom potiebovali udrzovat piesnou teplotu na desetiny stupné,
zatimco pro polyethylen je vice nez desetkrat vétsi, tedy tady bychom potrebovali udrzovat
teplotu na setinu stupné.

Druhy vliv je zména napétové sily natahujici lano vlivem kyvani kyvadla. Pokud uvazime
maximélni vychylku kyvadla 5 °, budou zmény tahové sily fadové

AF =mg(l —cosp) ~4-107°N

Pro prepocet na zménu délky pouzijeme vztah popisujici pruznost Al = EAF, kde k vyjadiuje
tuhost, kterou vypocteme jako k = lo/(ES), kde S je prifez vldkna a E je modul pruznosti
v tahu. Predpoklddejme tloustku vldkna d = 0,1 mm a kruhovy prufez a modul pruznosti v tahu
oceliE FE = 220 GPa. Pro zménu délky pak dostavame
Al= L AP~ 10 m N 4. 10N a4 10" m.
ES

Abychom doséhli piesnosti 10~% potiebovali bychom tihel maximélné 0,1°, coz by dévalo pri-
mét kyvu do vodorovného sméru ptiblizné 3 mm.

Fyzikalni kyvadlo Nyni se podivime na nas model fyzikalniho kyvadla, tedy uz nebudeme

povazovat nase kyvadlo za hmotny bod na nehmotném zavésu, ale za tuhou kouli a tuhou ty¢
(oboji z oceli). Pro dobu kmitu fyzikalniho kyvadla plat{ vzorec

T =2m ) — (1)

"http://kabinet.fyzika.net/studium/tabulky/tepelna-kapacita-roztaznost.
8http://kabinet.fyzika.net/studium/tabulky/modul-pruznosti.php
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asi 0,1 mm. Moment setrvac¢nosti vyjadiime jako soucet momentu setrvacnosti tuhé tyce I, =
= my(l — r)?/3 a moment setrvaénosti koule Iy = 2myr?/5, ktery ovéem musime posunout

tihové zrychleni a dosadime za vSechny veli¢iny:
I
mlT?

2. 2 21 2
_ 42 5T +ml* + zmy(l =) _

(m+my) (1= gt ) 2
2

g=4

~ 1,000 0760

Rozdil naméfeného tihového zrychleni pii zapocteni modelu fyzického kyvadla je tedy rado-
vé 7-107*m-s2. Daldf otdzkou by bylo, jak pfesné by musely byt méfeny konkrétni veliciny
vystupujici ve vypoctu. Zde bychom postupovali opét metodou prenosu chyb, ovéem pro kom-
plikovanost vypoctu pro takto slozity vzorec to zde nebudeme pocitat.

Vliv odporu vzduchu Jak jsme urc¢ili v minulém bodé, zévazi bude mit nenulovy rozmér,
tedy pri jeho pohybu ve vzduchu na néj bude pusobit odporova sila. Abychom mohli pouzit
teorii tlumeného kmitani, budeme uvazovat, ze odporova sila je primo imérna rychlosti télesa,
tedy obtékani je lamindrni a pro odporovou silu muzeme psat

F, = 6nurv,

kde r je polomér koule a p je dynamickd viskozita vzduchu, kterd méa hodnotu asi p =
=1,9-10"°kg:m 57! a je silné teplotné zavisla. Pohybova rovnice mé tedy nyni tvar

1o+ 6rprlo +mglsinp =0,
ktery po linearizaci a vydéleni momentem setrvacnosti upravime na

6nurl¢ n mgl sinp =0,

v T

coz identifikujeme jako tvar rovnice pro tlumené kmitani & + 264 + wiz = 0 s parametry § =
= 3nurl?¢/I a w3 = mgl/I. Takovyto systém bude mit vlastni frekvenci w modifikovanou,
a to

w=/wd—6?2,

z ¢ehoz vypocitame modifikovanou periodu

2n To

JE-e fioom

T = ~ 1,000 0017,
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Odpor vzduchu tedy davé relativni zménu periody 10~¢, tedy relativni zménu méfeného tiho-
vého zrychleni pFiblizné dvojnisobnou, p¥iblizné 2-107° m-s~2. Amplituda pak kles4 jako e %,
charakteristickd konstanta ttlumu (kdy se zmensf amplituda na 1/e) je piiblizné 1,7 - 10°s =
= 50 h. Na zmenseni amplitudy tedy bude mit vétsi vliv tfeni v zavésu nez odpor vzduchu.
Dalsimi zdroji, které by zde mohly hrét roli je teplotni roztaznost koule nebo vliv zmén tep-
loty a tlaku na hustotu a dynamickou viskozitu vzduchu. Ty vsak opét nebudeme pro priliSnou

narocnost explicitné pocitat.

Vliv anharmonicity Prfi feSeni rovnice harmonického oscildtoru uzivime aproximaci sin ¢ =
= ¢, kterd plati pro malé vychylky. Kdyz vSak budeme chtit mit pro vychylky vétsi presnost,
miizeme pouZit rozvoj sinu do vysitho ¥adu, tedy sinp = ¢ 4+ /6, coz ndm davé FeSeni pro

periodu
T =2n £<1+lsin2£>
B g 4 2/

To ndm pro maximalni thel 5° déva relativni zménu periody pfiblizné 5-107%, tedy pro tihové
zrychleni déva, rozdil oproti jednoduchému vypoétu rozdil fadu 1072 m-s~2. Pokud bychom
chtéli jesté presnéjsi vysledek, mizeme pouzit rozvoj sinu do jesté vyssiho fadu, pro ty vsak
uz nemame presné analytické reseni. Maximéalni thel ale neni stéle stejny, ale vlivem odporu
vzduchu se postupné zmensuje, tedy ani feSeni z ¢asti Anharmonicita neni presné.

Dalsi vlivy Dalsim podstatnym vlivem (viz sekce Vliv odporu vzduchu) je odpor v zévésu,
ktery je ale slozité kvantifikovat. Protoze vsSak z praxe vime, ze kyvadlu trvd zmensit svou
amplitudu na tretinu méné nez 50h, bude rozhodné nezanedbatelny. Dalsim vlivem, ktery
bychom museli kontrolovat, je proudéni vzduchu v mistnosti. To by meélo byt idealné nulové,
ale dosdhnout toho je technicky velmi obtizné, tedy bychom se alespon snazili mit jej stabilni.
Stabilitu proudéni vSak muze narusit uz i pohyb experimentatora ¢i jinych osob v mistnosti.

Zaver

V prvni ¢asti feSeni jsme si ukazali, jak velky vliv maji jednotlivé skutecné zmény tihového
zrychleni. V druhé ¢asti jsme se pak podivali, jaké vsechny tvahy a korekce bychom museli
zahrnout, abychom dané pfesnosti skutecné dosdhli. Vidime, ze z naseho modelu 1kg zavazi
na 2m zavésu nejsme schopni kvili presnosti méreni délky a ¢asu mérit s vétsi presnosti nez
na 107% m-s~2, coz je ¥4dové ovlivnéno slozenim podlozi se zapoétenim piesné zemépisné polohy
i nadmoiské vysky. Méreni vlivu kosmickych téles je pak zcela mimo nase rozliSovaci moznosti.
K dosazeni presnosti na 107% m-s~2 pak ale kromé velmi pfesného méfeni vstupnich parametri
a hlidéni jejich zmén musime zapocitat i to, ze jde o fyzické kyvadlo, které je tlumeno odporem
vzduchu, a dokonce je treba i zapocist nepresnost linearizace problému. Mérit velic¢iny velmi

%https://phys.libretexts.org/Bookshelves/Classical_Mechanics/Classical_Mechanics_(Dourmashkin)
/24%3A_Physical_Pendulums/24.04%3A_Appendix_24A_Higher-Order_Corrections_to_the_Period_for_Larger_
_Amplitudes_of_a_Simple_Pendulum
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presné je tedy velice slozité nejen z praktického hlediska a potreb peclivého méfeni a presné
aparatury, ale nardzime i na hranice pouzité teorie.

Katerina Rosickd
kacka@fykos.cz
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