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Uloha VL3 ... odporné bipyramidky 5 bod; primér 2,46; fesilo 46 studenttt

V draténém modelu pravidelného 2N -sténného dvojjehlanu jsou vodiva spojeni v roviné syme-
trie tvorena odpory R, zatimco spojeni jdouci z jednoho z vrcholii do bodu v pravidelném N-
thelniku maji odpor Ry. Urcete odpor mezi
a) hlavnimi vrcholy (nad a pod rovinou zékladny),
b) sousednimi vrcholy v roviné zdkladny,
¢) protéjsimi vrcholy v roviné zékladny (ty nejvzdélenéjsi) pro N sudé.

Karel chtel N-gondlni bipyramidy.

Vsechny podilohy se daji fesit mnoha zptsoby. Obecné vsak budeme hledat symetrie, které nam
pomohou v feseni. Nékteré vétve obvodu budeme moct rovnou vypustit z vypoctu, protoze jimi
nepotece proud. Jind symetrie ndAm pomuze tak, ze bude stacit vypocitat pouze ¢ast obvodu.
Pro prehlednost uvazujme, Ze rovina zdkladny (dale oznadovand jako hlavni{) lezi vodorovné
a zbyvajici dva vrcholy jehlanu lezi jeden nad a jeden pod hlavni rovinou.

Mezi hlavnimi vrcholy

Pripojime-li zdroj napéti na hlavni vrcholy, pak vSechny odpory lezici v hlavni roviné budou na
stejném potencidlu. To je dané tim, ze u kazdého vrcholu je stejny pomér odpora nad rovinou
a pod rovinou. Kdyz je ve vétvi nulovy rozdil potencidltt mezi uzly, vétvi netece proud a mizeme
tyto vétve z obvodu vynechat a schéma zjednodusit. Na obrazku P vidime, ze se ndm situace
zjednodusila na takovou, kde mame N paralelné zapojenych vétvi a v kazdé z nich jsou dva
dréty s odporem R;. Celkovy odpor zapojeni je tedy:

Obr. 2: Zjednodusené schéma pro
zapojeni dvojjehlanu pres hlavni

Obr. 1: Schéma pro zapojeni pfes sousedni e S
vrcholy; vertikalnich vétvi je N.

vrcholy zakladny.

Mezi sousednimi vrcholy v roviné zakladny

Nésledujici 2 podulohy (nejspis) neumime obecné vyfesit tak jako ¢ast a), ale s trochou pted-
stavivosti muzeme nalézt algoritmus, jakym lze tlohu manudlné vypocitat pro predem dané
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N. Jako bonus si ukdzeme, jak takovy algoritmus zapsat rekurzivné pomoci rovnic, coz nam
umozni jednoduseji nalézt obecné feseni pro N + k.

N sudé V tomto pripadé je objekt soumérny podle roviny, ktera je kolm4 na tsecku spojujici
pripojené sousedni vrcholy a nachézi se v jeji poloviné. Oznacme ji za vertikdlni rovinu sou-
mérnosti. Usecky, které vedou z hlavni roviny do horniho vrcholu miiZeme rozdélit do dvojic,
které jsou podle ni soumérné. Jednim z téchto dratu tece proud do horniho hlavniho vrcholu
a druhym z néj vytéka pryc¢, pricemz velikost téchto proudi musi byt ze symetrie stejna. Proto
muzeme uvazovat, ze v hornim hlavnim vrcholu nemaji tyto dratky elektricky styk s ostatnimi,
které jsou z jinych vrcholi N-uhelniku. Na vysledny odpor této ¢asti obvodu to nebude mit
vliv. Analogickd tvaha plati i pro spodni poloprostor.

Nyni zavedeme jesté jedno znaceni. Objekt orientujeme tak, ze isecku, na kterou je pfipojeno
napéti, budeme nazyvat predni. Usecku pimo na druhé strané N-thelniku budeme nazyvat
zadni. K samotnému vysledku se potom miizeme dopracovat tak, ze budeme postupovat od
zadni ¢asti tusecky k predni.

Zacnéme tedy u zadni tsecky. Z kazdého jejiho konce vedou dva draty do hlavnich vrcholi,
jeden dolii a jeden nahoru. Jak jsme jiz zminili, spojeni téchto dratt v hlavnich vrcholech
miuzeme diky symetriim oddélit od zbytku odporu. Pro celkovy odpor mezi konci zadni tisecky

R, pak bude jednoduse platit
1 1 1

R. R 2R 2Ry’

jelikoz se jednd o paralelni zapojeni t¥{ obvodl o odporech Ry (odpor zadnf tsecky), 2R; (cesta
z jednoho konce tisecky na druhy pfes horni vrchol) a znovu 2R, (analogicky pfes spodni vrchol).

Nyni postupujme smérem k predni tseCce. V roviné zakladny vedou od zadni tsecky dva
vodice s odpory Rz a na konci pravé zminénych vodicu jsou body, ze kterych znovu vedou
vodice do hlavnich vrcholi. Chceme spocitat, jaky odpor bude ted mit tato rozsifena ,zadni
¢ast* obvodu, pripojime-li ke kazdému jejimu konci zdroj napéti. Stejné jako predtim muzeme
tuto ¢ast v hlavnich vrcholech oddélit od zbytku obvodu. Mame zde potom opét paralelni
zapojeni ti{ vétvi. Dvé z nich maji odpor 2R; a v té posledni, kterd lezi v hlavni roviné, mame
sériové zapojeny obvod s odporem R, a dva vodice s odpory R2. Oznacime-li si R.3 jako odpor
mezi témito body (3 v indexu znaci, ze jsme zapocitali 3 hrany N-uhelniku), pak plati:

SR SR SR
R.s Re+Ry+R. 2R 2R’
Analogicky pak muzeme postupovat dile a déle a ziskdvat odpory R.2, R3.s, ..., az dokud ne-

spocteme R.(y_1). K tomuto odporu stac¢i paralelné pfipojit odpor Ra, ktery se nachazi na
predni tsecce, a mame vyhrano.

1 1 1

= 4=
Ryy Ryn-1y  Re

Nyni se pfesuime na rekurzi. Uvazujme, ze zndme Ryn_2) a touzime zndt Ryn. Od Ry(nv_2)
nam paralelné staci odecist Ry (¢imz ziskdme R.(n_3)), sériové dvakrat pricist Rz a k tomuto
celému paralelné pficist dvakrdt 2R, (¢imz ziskdme R.(y_1)) a nakonec jednou R. Zapsino
v rovnici
1 1 1 1
==+ 5+

RbN N R2 Rl 1 1 -
2Ro + (m - ?2)
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Zavedeme oznaceni

Ry
Gyrx = Rorc
a pro dalsi prehlednost pomér
p= E .
Potom rekurentni rovnici piseme ve tvaru
1 Gyn—2—p
= Ren ! +p+p2GbN72 -p’

Zbyva urcit pocatecni podminku. Nejnizsi mozné N — 2 je 4, protoze zadani hovoii o jehlanu.
Pak vychézi

p(p+1)
Gpa=1 p . A
bd +p+ 3+ 2

Navic ted, kdyz zndme rekurentni rovnici a jeji po¢dteéni podminku, si mizeme (G4stecné)
obecné feseni pro sudd N nechat spocitat programem Mathematica

R R 2 ! +1
bN = 112 —
2p + 1 (1 - <,p+¢§p+ 71)_N/2 (_p+\/72pp+1+1)N/2> vep+1

Nyni se dostaneme k pripadu, kdy N je liché.

N liché Znovu predpokladejme orientaci objektu tak, ze napéti je pripojené k predni primce.
Nyni uz nemame zadni primku, ale zadni bod, ze kterého vedou vodice s rezistory do hlavnich
vrcholll. Vzhledem k symetrii si mtizeme rozmyslet, ze témito vodici nepotece proud (!) ,,Zadnim
bodem* totiz musi v roviné zakladny vytékat stejny proud, jaky do néj vtéka, a zdroven nemuze
témito vodici proud z jednoho hlavniho vrcholu vytékat do druhého nemuze proud zase vtékat,
protoze by to porusilo symetrii.

Vodice ze zadniho do hlavnich vrcholu tak nemusime uvazovat. Jinak budeme postupovat
naprosto stejné jako v ptipadé, kdy N bylo sudé, jen s tim rozdilem, ze odpor na ,,zadni tsecce®
je ted 2Ry (zadni tsecka je ted v podstaté mezi témi body v hlavni roviné, ze/do kterych tece
proud do/z hlavnich vrcholt).

Znovu pouzijeme rekurentni rovnici z predchozi ¢asti. Nejmensi liché N, pro které m4 tloha
smysl Tesit, je N = 3. Z prechozich komentaird mizeme odvodit, ze odpor pro takovy utvar je

R, —(L+L+L+L)_l_ il
“T\Ry " 2Ry 2R 2Ri) T 3p+1

Rekurentni posloupnost zac¢ind na jiném c¢lenu, proto je evidentni, ze jsme museli priklad
rozdélit na dva pripady. Obecné feseni si opét muzeme nechat spocitat:

R 2R
bN = 2./3pF1
— N = +vV2r+1+2p+1
(—1—p+m) o ”/2(_1+p+\/m)“V v P P
p p
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Obr. 3: Zévislost odporu v tdloze b) na N a na p.

vevo

Mezi protéjsimi vrcholy v zakladné

Kdyz budeme hledat odpor mezi protéjsimi vrcholy v hlavni roviné, bude feseni dost podobné.
Objekt si umistime tak, aby jeden z vrchold, mezi kterymi pocitdme odpor, byl predni a druhy
zadni. Mezi témito vrcholy, kolmo k hlavni roviné, vede rovina symetrie (¥ikejme ji tfeba prvni
rovina symetrie). Kolmo na tuto rovinu a na hlavni rovinu vede stfedem N-tthelniku dals{ rovina
symetrie (kterou budeme oznacovat jako druhou). Reseni se bude déle ligit podle piipadi, kdy
N je délitelné ¢tyimi a kdy neni. Je totiz rozdil, jestli druhd rovina symetrie protina N-thelnik
v jeho vrcholu, nebo puli nékterou jeho stranu.

N neni délitelné ¢tyrfmi Jestlize N neni délitelné ¢tyimi, pak druhd rovina symetrie protind
N-thelnik v poloviné jedné z tsecek (tém budeme Fikat krajni). Pfi vypoctu postupujme prévé
od této usecky, coz bude analogické predchozi ¢asti. Z jednoho konce krajni tisecky opét potece
proud pres hlavni vrchol do druhého a vodivy kontakt v hlavnim vrcholu nemusime uvazovat.

Cely objekt mezi pfednim a zadnim vrcholem si rozdélime na ctyfi vétve. Dvakrat mame
vétev, kterd jde z predniho prfes hlavni vrchol do zadniho a dvakrdt mame krajni vétve. Celkovy
odpor je tvoren paralelnim zapojenim téchto Ctyr vétvi. Opét sestavime rekurzivni rovnici.
Piedpokladejme, Ze znadme odpor R.(n_4). Pomoci néj spoc¢itdme odpor jedné krajni vétve
tak, ze jeho prevrdcenou hodnotu vydélime dvéma a odecteme vétev (jednu) jdouci pres hlavni
vrchol. Pak uz jen stac¢i paralelné dvakrat pfipojit ¢asti jdouci pfes hlavni vrchol (kazdé o odporu
2R1) a sériové 2Rs, ¢imz ziskdme odpor zvétsené krajni vétve. Nakonec znovu paralelné spojime
s druhou stejnou vétvi a s cestou pres hlavni vrcholy. Mame vyhrdno. V rovnici to mizeme
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zapsat jako

T -
2R 2 1 1
2+(27R’1+27RL( m4)_27Rl>

Zavedeme stejné substituce jako v minulé ¢asti a rovnici upravime na tvar

(1 + GC(N—4))

Gy =14 p VD)
N 1 +p+ Gen-y

Nejmensi N je N = 6. Pro néj je hledany odpor

-1
1 1 R
Reg=1|2——+ 241{ R- = 1t ’
< 2k 2R + R11+1€2 L+ 2p2p(1+5)+p

coz odpovida
1+p
3p+2°

Je pozoruhodné, Ze bychom tento vysledek dostali dosazenim

Ges=14+2p

Ge2a=Gra=2p+1.

do rekurze. S touto pocatecni podminkou je ale obecné feseni i tak ptilis Skaredé.

N délitelné ¢ctyrmi Jestlize N je délitelné ¢tyfmi, pak druhd rovina symetrie protind N-
thelnik v jednom z vrcholi. Stejné jako predtim z tohoto vrcholu diky symetrii nepotece proud
do hlavnich vrcholu, a tyto vodice tak muzeme vynechat. Rekurze je pak stejné jako v predchozi
Casti.

Nejmensi N je zde N = 4, pro néz plati:

R _<L+L+L L)_l_ Rl
““~\2R, " 2R, ' 2R: ' 2R: Cp+1’
coz odpovida
Gu=p+1 =
Ry
— Reny = .
2v2p+1
= +v2p+1
(—1—p+2\/m) N/4(_1+p+\2/W)N/4_1 P

p p

Vidime, ze pro N — oo hodnota odporu v obou podilohach konverguje. Tuto limitu mtzeme
spocitat, polozime-li rovnost Ryny = Rpn—2, pfipadné R.ny = R.n_4 a dosadime do rekurentnich
rovnic. Dostédvame

2 1

Rpoo = Ri———= a4 Rewo= Ri——.
b YprirvprT ¢ YT 2p
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Obr. 4: Zéavislost odporu v tdloze ¢) na N a na p.
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