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1 Goniometrie

Goniometrie je v obecnosti véda o méfeni thli. Jeji specidlni ¢asti je trigonometrie, ktera zkouma
vlastnosti thlu v trojihelnicich (prevazné v ploché geometrii). Historicky se pracovalo spiSe s délkami
useCek nez s uhly, goniometrické funkce sinus a kosinus byly poprvé pouziviny ve starovéké Indii a
postupné se pres arabskou kulturu dostaly do Evropy.

Trojihelnik je jeden z nejjednodussich geometrickych titvart, z toho je ziejmé, Ze vyuziti goniome-
trickych funkci v geometrie bude siroké. Pro fyzika jsou funkce sinus a kosinus dtlezité také proto, ze
vyvstavajl pii feSeni rovnice harmonického oscilatort, ktery je zdkladem mnoha fyzikalnich modeld.

Cilem této kapitoly vztahy mezi goniometrickymi funkcemi, zopakovat si dilezité véty v trojihel-
niku (sinové, kosinovd), zminit se o chovani téchto funkei viiéi operacim derivace a integrace a struéné
nastinit jejich vyuziti ve fyzice.

1.1 Zavedeni goniometrickych funkci

Tradiéné zavadime goniometrické funkce pomoci pravouhlého trojihelniku. V trojuhelnitku ABC se
standardnim znacenim (obr. 1) zavedeme funkei sinus jako pomeér délek protilehlé odvésny a prepony,
tedy

sino =

(s

Podobné zavadime funkci kosinus jakozto pomér délek prilehlé odvésny a prepony

| o

COos v =
C

Dalsi dvé goniometrické funkce, tangens a kotangens, vyjadruji poméry mezi odvésnami. Mizeme je
vsak definovat také pomoci jiz zavedenych funkci sin «, cos a.

sin « a

tga: = -,
CcoSs o b

cos o b
cotga = — = —.
sin « a

Vidime, ze kotangens je pouze prevracenou hodnotou funkce tangens, proto se v praxi prilis nepouziva.

1
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Obrézek 1: Definice trigonometrickych funkci v pravouhlém trojihelniku.

Pro rychlé vypocty je praktické zapamatovat si hodnoty trigonometrickych funkci pro hodnoty
uhla 0°,30°,45°,60°,90°. Prehledné je uvadi tabulka 1. Stane-li se, ze tyto hodnoty zapomenete, nic
se nedéje — na zakladé Pythagorovy véty je dokdzete velmi rychle zjistit. Pro jiné vyznacéné uhly (15°,
10°) zjistime presné hodnoty nejsnéze pomoci trigonometrickych identit, viz kapitola 1.2.

INa vétsiné kalkuladek funkci kotangens ani nenajdete — neplést s tg 1!
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Tabulka 1: Tabulka s vyzna¢nymi hodnotami trigonometrickych funkci.
x[°] | sinz | cosz | tgx | cotgx
0 0 1 0 —
30 | 1/2 | V3/2|V3/3] V3

45 [ V2/2 | V2/2 ] 1 1
60 | V3/2| 1/2 | V3 | V3/3
90 1 0 — 0

Nyni se podivejme na dulezité vlastnosti trigonometrickych funkci. Zatimco na obrazku 1 muze
tihel @ nabyvat pouze hodnot v rozmezi? [0°,90°], je definiénim oborem funkci sinus a kosinus cely
obor redlnych ¢isel (pro komplexni argumenty viz rozsitujici sekci 1.6). Jak provedeme toto rozsiteni
oboru je zfejmé z jednotkové kruznice na obrazku 2, pomoci niz jednak definujeme obloukovou miru?
2rnrad = 360° a jednak na ni mtizeme zkonstruovat orientovany stfedovy thel nabyvajici libovolné

realné hodnoty. Vyneseni hodnot funkci sinus z jednotkové kruznice do grafu ukazuje obréazek 3.

sin «
R
@%

COos

Obrazek 2: Geometrické vyobrazeni hodnot trigonometrickych funkei pro iihel a.

Obrazek 3: Preneseni hodnot funkce sinus z jednotkové kruznice do grafu.
Snadno si povSimneme platnosti vztahu (otoéte si jednotkovou kruznici o 90°)
sinx + n/2 = cosx,

proto si popisSeme pouze vlastnosti funkce sinus. Opét z obrazku nahlédneme, ze funkéni hodnoty se
zacnou opakovat po pricteni 2r, jedna se tedy o funkci 2n-periodickou. Obor hodnot lezi v intervalu
[—1,1]. Pokud za¢neme s nulovym tihlem a postupné snizujeme jeho velikost, dostdvame stejné hodno-
ty funkce, jako kdybychom tihel zvétsovali, pouze s opacnym znaménkem — jde tedy o lichou funkci. V

2Pouzitim uzavieného intervalu pripoustime tsecku jakozto degenerovany trojihelnik.
3Je zvykem znadku ,rad“ vynechéavat.
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pripadé funkce kosinus budou funkéni hodnoty pro obé orientace tihlu stejné, tudiz kosinus je funkce
suda.
Mezi funkcemi tangens a kotangens plati vztah

tg(—x + n/2) = cotg(x),

proto rozebereme pouze funkci tangens. Jeji definiéni obor lze zadat jako R — {(k + 1/2)n},k € Z.
Je tedy definovana vSude kromé (k 4 1/2)-nasobku ¢isla n, v nichz mé nespojitost druhého druhu s
levostrannou limitou oo a pravostrannou —oo. Na rozdil od funkce sinus je n-periodicka a je také licha
— lich4 je i funkce kotangens kvuli vztahu tgx = cotg z. Oborem hodnot funkce tangens je R.

Jelikoz zadna ze zminénych trigonometrickych funkci neni prostd, je zrejmé, Ze pii definici in-
verznich funkei (obcas nazyvanych cyklometrické) budeme muset provést restrikce. K funkei sinus
zavadime inverzni funkei arkus sinus na intervalu z € [—1, 1] a znac¢ime ji* arcsin x. Tomuto defini¢ni-
mu oboru odpovida podle funkce sin x obor hodnot [—n/2,7/2]. Jedna se o prostou (rostouci), lichou,
neperiodickou funkci. Funkce arccos z je definovana taktéz na intervalu [—1, 1] s oborem hodnot [0, n],
je klesajici, neperiodicka a neni ani sudd, ani licha. V principu by bylo mozné definovat tyto funkce na
jinych periodach sinu a kosinu, jedné se o konvenci. Funkce arctg x ma defini¢ni obor (—o0, o0), obor
hodnot (—n/2,1/2), je rostouci, lichd a neperiodicka. I zde plati, Ze obor hodnot je pouze konvenéni
a mohl by byt vybran z jinych period.

Dalsi vlastnosti téchto funkei rozebereme v sekei 1.4.

1.2 Dadlezité trigonometrické identity

N 24

sinz + cos®z = 1.
Riké se ji také ¢asto Pythagorova véta, nebot

a? b2

a+vt=32 = —2+—2:1 = sin?z + cos®
C C

z=1.
Dale jsou v praxi, naptiklad pti sklddani rotaci, hojné vyuzivany tzv. souctové vzorce

sin(z £ y) =sinzcosy £ cosxsiny,

cosr £y =cosxcosy Fsinzsiny,

pricemz si pamatujeme pouze scitaci vzorec a odecitaci odvodime prictenim —y. Na zakladé téchto
vzorcu lze odvodit (zkuste si sami) zfidka pouzivany a hife zapamatovatelny sou¢tovy vzorec pro
tangens

tgr +tgy

1Ftgatgy

Vhodné je pamatovat si specidlni pripad x = y, tj, vzorce pro dvojnasobné thly

tg(r ty) =

sin(2z) = 2sinz cosx ,

cos(2x) = cos® x — sin’ .

“P¥edpona arc- nam iikd, ze hleddme velikost oblouku (v jednotkové kruznici to samé jako piislusny stfedovy thel),
jemuz prislusi hodnota sin .
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Druhy z téchto vzorcii lze pomoci Pythagorovy véty zapsat jako cos(2x) = 1 — 2sin? x, pak po substi-
tuci y = 2z ziskdme vzorec pro poloviéni tihel®

1—
siny:iq/ﬂ,
2 2

Podobné miizeme pouzit vyjadieni cos(2z) = 2cos?z — 1 a stejnou substituci odvodit

1 1
cosy :i\/7+COby.
2 2

Posledni vztah, ktery zde uvedeme, je hiife zapamatovatelny a také neni snadné ho odvodit (pokud ne-
pouzijeme komplexni vyjadieni, viz sekce 1.7). Je vsak uziteény, nebot prevadi soucet goniometrickych

funkei na soucin:
: : . (rty TFY
sinz £ siny = 2sin 5 cos 2 .

Ve specialnich pripadech samoziejmé mohou byt uzitecné i jiné identity, ale v takovych chvilich neni
hanbou sdhnout po tabulkach nebo hledat na internetu.

1.3 Véty pro trojuhelnik

Pro praci s obecnymi trojihelniky, kde neplati Pythagorova véta a goniometrické funkce nelze vyjadrit
jako poméry stran, pouzivame nasledujici véty.
Sinova véta 1ze snadno odvodit na zékladé vzorce pro obsah trojihelniku S = %chc, kde h. je vyska
spusténa na stranu c. Pokud k vyjadreni obsahu vyuzijeme i zbylé dvé strany, dostaneme rovnost
1

§cbsina = §acsinﬁ = ibasin’y,

jez po vynasobeni 2/(abc) dostane tvar

sina  sinf  sinvy

a b c ’
kterému rikame sinova véta.

Zobecnénim Pythagorovy véty je kosinova véta. Existuje mnoho zpusobt jak ji odvodit, nejrych-
lejsi a obecny zpusob je nasledujici: Z pocatku kartézského souradného systému C = (0,0) nakreslime
dva vektory o velikostech a, b svirajici tihel v, pricemz vektor a lezi v kladném sméru osy x. Odectenim
vektoru b od vektoru a ziskame délku

c= \/(a —bcosy)? + (0 —bsiny)?,

ktera predstavuje tfeti stranu trojihelniku. Umocnénim obou stran rovnice a roznasobenim druhych
mocnin dostaneme rovnici do tvaru

¢ = a® +b? — 2abcosy,
coz je obvyklé vyjadieni kosinové véty.

Sinovou a kosinovou vétu pouzivame v pripadé, kdy mame obecném trojuhelniku zadany dvé stra-
ny a uhel nebo stranu a dva thly a nasim tkolem je urc¢it néjakou ze zbylych stran ¢i Ghla. Muze
ovSem nastat pripad, kdy zadané idaje mohou urcovat dva rtzné trojuhelniky. Zda je druhé ziskané

5Znaménko =+ se zde nevztahuje k z4dnému z predchozich vzorcti, nybrz pouze naznaduje, 7e pokud je hodnota virazu
nalevo kladnd, méli bychom napravo zvolit znaménko plus (podobné pro zadporné hodnoty).
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reseni zjistime nejsnaze tak, ze ovérime, zda neni porusena trojihelnikova nerovnost, resp. soucet thli
v trojuhelniku.
Ze sinové véty lze pomoci trigonometrickych identit odvodit také tangentovou vétu

a—b _tg((a—p)/2)
a+b tg((a+p)/2)’

jejiz vyznam je spiSe historicky, nebot se snaze aplikuje pii vypoctu bez kalkulacky nez véta kosinova.
Dnes méa vyuziti v pocitacové fyzice tehdy, nebot pro urcité hodnoty thla je numericky stabilnéjsi.

Jak vSichni dobte vime, znalost velikosti vsech ihla v trojihelniku nepostacuje k tomu, abychom uréili délky
jeho stran. Jelikoz vsak poméry stran zustavaji pri skalovani zachovany, musi existovat vztah, ktery vyjadiuje
tyto poméry mezi nimi. Jedna se o Mollweiduv vzorec

a+b COS (“—_B)

)

Ve fyzice neméa bézné vyuziti, jednd se spiSe o matematickou zajimavost.

N2 o

c sin (

1.4 Derivace a integrace goniometrickych funkci

Uvedeme si pouze zakladni derivace potiebné pro vysetfeni goniometrickych funkei:

dsinz
= CcosZT
dx ’
dcosz )
= —sinzx
dx ’
dtgx 1
dz cos?zx

Ihned nahlédneme, ze funkce sinus méa lokalni minima a maxima v korenech funkce kosinus a naopak.
Sinus je rostouci na intervalech, kde je kosinus kladny, a klesajici na intervalech, kde je kosinus za-
porny. Obdobné pro kosinus, pouze s opa¢nym znaménkem. Inflexni body funkci sinus a kosinus se
nachézeji v jejich kotfenech. Pro nalezeni inflexnich bodu funkce tangens musime spocist

d( 1 )_QSinx
dr \cos?2z/) cosd3z’

Body inflexe pro funkci tangens se tedy nachéazeji v kofenech funkce sinus a ty jsou shodné s kofeny
funkce tangens.

Derivace inverznich goniometrickych funkci 1ze odvodit vice zpiisoby. Jednim z nich je tprava vy-
razu y = arcsin  na sin y = x, diferencovani podle z a nalezeni (provedte sami za pomoci Pythagorovy
véty)

dy d ) 1
— = —arcsine = ———.
dx dx N
Vidime, ze vyraz na pravé strané je definovan pro x € (—1,1) (a méa nevlastni jednostranné limity
v krajnich bodech), coz je v souladu s definiénim oborem funkce arcsin z. Druhym (v principu velmi
podobnym) zpusobem je aplikace vzorce pro derivaci inverzni funkce

df (=) 1

dz =)

v nasem piipadé tedy

1
—arcsing = —— .
dz cos(arcsin x)

5
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Pokud ovsem uprednostnujete geometrii pred algebrou, lze vyrazy typu ,,goniometricka funkce, kterd
ma za argument jinou cyklometrickou funkci®, snadno vyhodnotit za pomoci pravothlého trojihelni-
ku (v dusledku jde opét o pouziti Pythagorovy véty), viz obrézek 4. V trojihelniku se standardnim
znacenim definujeme « = arcsin x; aby byl tento vztah splnén, musi platit sina = x. Toho nejsnaze
dosédhneme tak, zZe zvolime délky stran a = x, ¢ = 1. Snadno dopocteme, ze b = V1 — 22, a tedy

_ o — 1/ 2
cosa = cosarcsine = V1 — x4,

coz je v souladu s vypocty vyse. Bez odvozeni (provedte sami) uvidime dalsi dvé derivace

1
— arccosx = ————,
dz V1 — 22
d ) 1
—arctgx = .
dz & 1+ 22
B
sina=z/l==x
" 1 o = arcsin x
=

C Viez? A cosarcsinz = cosa = V1 — 22
Obrazek 4: Geometricka pomucka pro vypocet derivaci inverznich goniometrickych funkci.

Mezi schopnosti dobrého fyzika patti integrovani vyrazi s goniometrickymi funkcemi. P¥i vypoctu
téchto integrala je vyhodné pouzivat vztahy pro prevadéni mezi sinem a kosinem, tedy Pythagorovu
vétu, vzorce pro poloviéni thel a vzorce pro dvojnasobny thel. Uziteénym integracnim postupem je
per partes. Vhodné je zapamatovat si nasledujici integral:

1
/sinzmdx: §(x—sinxcosx)+0.

Specialné urcity integral pres jednu periodu

T

;2 T
dr = -
/sm zdr =g

0
lze odvodit graficky, kdyz si uvédomime, ze

T T

/siandx:/coszxdx,

0 0

protoze v prvnim piipadé se jedna o soucet jednoho ,kopecku* a v druhém piipadé o soucin druhé
poloviny a poté prvni poloviny toho samého kopecku (nakreslete si). Zaroven vsak
K Kl Y Y
/sin2xdx+/c0s2xdx = /sin2x+cos2:cdx = /1dx
0 0 0

a posledni integral spocteme snadno, nebot se jednéd o plochu obdélniku se stranami 1 a © — odtud jiz
vysledek vyse jasné plyne.
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Primitivni funkci k funkci tangens lze odvodit nasledujicim trikem, kdy v integrandu uvidime
derivaci:

: /
/tga:da: = / ST gy = /—(cosw)dx = /—(ln|cosa?|)'da: = —In|cosz|+C.
Cos T COS T

Pri integrovani slozenych vyrazu s goniometrickymi funkcemi se fidime pravidlem (pozor, mohou
existovat lepsi postupy) pro per partes zvanym ,LIATE“ podle prvnim pismen slov Logaritmicky,
Inverzni, Algebraicky, Trigonometricky, Exponencidlni — v tomto potadi se rozhodujeme, jakou funkci
budeme derivovat.

Kazdy fyzik musi umét idealizovat a aproximovat. K aproximaci analytickych funkci okolo zvoleného bodu
(obvykle nuly) slouzi predevsim Tayloriv rozvoj. V takzvané paraxidlni{ aproximaci geometrické optiky (nebo
pro kyvadlo s malymi kmity) pouzivdme rozvoj do prvniho fadu

sinz =z ~tge,

cosx ~ 1.
V pripadech, kdy potfebujeme aproximace vyssich rad, ode¢teme pozadovany stupen z vyjadieni sinu a kosinu
pomoci fad

oo
x2n+1

sinz = Z(fl)”il ,
5 (2n+1)!
& 2n

cosT = Z(—l)” (;Cn)' .

0

Taylorovu fadu pro tangens nelze stru¢né zapsat bez pouziti Bernoulliovych c¢isel.

1.5 Goniometrické funkce ve fyzice

Funkce sinus a kosinus popisuji kruhovy pohyb — pohybuje-li se hmotny bod s konstantni tthlovou
rychlosti w po kruznici o poloméru r, jsou jeho souradnice v ¢ase t dany vztahy

x = rcos(wt),
y = rsin(wt),

pricemz jsme volili stied kruznice v pocatku a polohu bodu v ¢ase t jako x = r, y = 0. Prvni a druhou
derivaci podle casu ziskdme kartézské slozky rychlosti a zrychleni

dx in(wt)
— = v, = —wrsin(wt),
dt
d
d—'z = vy = wr cos(wt),
d
% = a, = —w?rcos(wt),
d
% = a, = —w’rsin(wt).

Resenim diferencidlni rovnice linedrniho harmonického oscildtoru (pruziny kmitajici v ose x) je har-
monické kmitani
T = Ty Sinwt,

kde zy, je amplituda kmitii. Opét pomoci ¢asovych derivaci ziskdme rychlost a zrychleni

Vy = Wy COSWt ,

Ay = —wam sinwt .
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V neposledni fadé popisuji funkce sinus a kosinus ¢asovy vyvoj proudu a napéti ve stridavych obvo-
dech, kde nabude vyznamu fazovy posun mezi témito funkcemi.

Podrobnéjsi informace naleznete v kapitolach o kruhovych pohybech, kmitani a elektrickych ob-
vodech.

1.6 Hyperbolicka a sféricka trigonometrie / Rozsirujici

Bude doplnéno.

1.7 Komplexni vyjadreni trigonometrickych funkci / Rozsifujici

Bude doplnéno.

1.8 Ulohy

Ptiklad 1. Diskutujte vlastnosti funkce sin? .

Priklad 2. Vypoctéte hodnoty funkce sinus pro thly 10°,15°,18°. Ndpovéda: vyuZzijte souctové vzorce.

Priklad 3. Stojite di = 50,00m od sikmé véze v Pise tak, Ze se naklani piimo na vés. Laserovym
délkomérem jste zméfili, ze vrchol véze je od vas vzdalen do = 72,33 m, pricemz laserovy paprsek sviral
se zemi thel o = 43,60°. Jak je véz vysoka? Jak moc se odklani od svislice?

Priklad 4. Odvodte vztah pro vypocet derivace funkce cos x na zakladé znalosti derivace funkce sin x
a identity cosz = sin(—xz + n/2).
Priklad 5. Vypoctéte urcity integral
/2
/ xsin(2z) dz .
0
Priklad 6. Vypoctéte, jaké hodnoty mulze nabyvat napéti ve stiidavém obvodu, jestlize je fazové

zpozdéné oproti proudu o ¢ = 1/2 a proud méa hodnotu I = 0,33 A. Casovéa zavislost proudu je
I(t) = Iy sin(wt), kde w je thlova frekvence a I, = 0,5A. Amplituda napéti je Up = 6V.



