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FYKOS, XVIII. ro¢nik

Predmluva

Mily ¢tenéri,
v rukou drzis ro¢enku XVIII. ro¢niku Fyzikalniho korespondenéniho seminafe (FYKOSu) MFF
UK, ktery probéhl ve §kolnim roce 2004/05.

FYKOS je nejstarsi a nejvétsi fyzikalni korespondencni soutéz pro stiedni skoly u nas.
Seminéf organizuji studenti a zaméstnanci Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy
v Praze. Cilem FYKOSu je rozvijet fyzikalni mysleni, protoze ¢lovek, ktery se umi nad (nejen
fyzikdlnimi) problémy zamyslet a citi touhu se dobrat k néjakému FeSeni, se uplatni viude, kde
si schopnosti lidského mozku ceni.

V pribéhu roku fesitelé pravidelné obdrzi zadani sedmi tdloh, z nichz je pét teoretickych,
jedna experimentalni a posledni se tematicky vaze k seridlu na pokracovdni, ktery zadani dopro-
véazi (letos byl vénovéan teoretické mechanice). Uéastnici fesi tlohy dle vlastniho vybéru (nékteii
i vSechny) a sva FeSeni posilaji béznou postou ¢i elektronicky organizatoriim seminafe. Ti tlohy
opravi, oboduji a zaslou zpét Gcastniktim, ktefi se takto seznami se vzorovymi feSenimi a dozvi
se o chybach svych vlastnich postupt. Na zakladé bodovani je sestavovana prabézné vysledkova
listina a na konci kazdého ro¢niku jsou nejlepsi resitelé nalezité odmeénéni.

Kromé zasilani zadani a feSeni porada seminaf fadu dalsich akci. Zejména to jsou dvé tydenni
soustredént, bez kterych si FYKOS snad nelze ani predstavit. Probihaji vzdy na jafe a na
podzim, zGcéastni se jich asi 30 nejlepsich fesitelu. Dalsi akci je Den s experimentdlni fyzikou,
na kterém ve spolupraci s jednotlivymi katedrami MFF UK a Akademii véd CR umoziujeme
nasim FeSitelim navstévu nékolika pracovist, kde se déla opravdova fyzika.

Na naSich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz mohou nejen fesitelé seminafe sledovat
aktudlni déni. Kromé zadani a feseni tloh ze soucasného i minulych ro¢niki zde naleznete
prubézné aktualizovanou vysledkovou listinu, fotky a reportaze ze soustifedéni, diskusni férum,
podrobné informace a pravidla pro pfipojeni se k seminafi a jeSté mnohem vice, ostatné posudte
sami.

Tato ro¢enka obsahuje kompletni zadani a feSeni teoretickych i experimentalnich dloh. Za-
dani jsou zdmérné oddélena od feseni, chceme tim apelovat na kazdého ctenare, aby pied
nalistovanim stranky s fesenim stravil alespon chvili nad zadanim a rozmyslel si, jak by da-
nou ulohu fesil on. Dalsi ¢asti je Seridl o teoretické mechanice, ktery je doplnovan piiklady
a ulohami. Na konci se nachéazi kratké povidani o soustfedénich, které porddame na jafe a na
podzim, a seznam nejlepsich Fesitelt tohoto ro¢niku.

Pokud té¢ FYKOS zaujme natolik, Ze by ses chtél stat acastnikem nebo se pouze na néco
zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢ studia na MFF, nevédhej a napi§ nam. Jsme nepfetrzité
k dispozici na e-mailu fykos@mfF.cuni.cz, pfipadné také na poStovni adrese a telefonu nize.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

tel: +420 221 912 504 (Mgr. Pavel Krtous, Ph.D.)
www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mifF.cuni.cz




Predmluva

Na zavér predmluvy trocha statistiky — XVIIIL. ro¢niku FYKOSu se zacastnilo 128 fesiteld

Poradi skol

Nazev skoly Pocet resitelu Prumér Celkem
G Ludovita Stuara, Trenéin 7 37,4 262
G Boskovice 2 94,5 189
Masarykovo G, Vsetin 2 94,5 189
Masarykovo G, Plzen 2 91 182
G Jablonec nad Nisou 1 178 173
G Petra Bezruce, Frydek-Mistek 1 171 171
COP Hronov 11 13,5 148
G Zborovska, Praha 3 47,3 142
G Jana Nerudy, Praha 1 128 128
G Sv. Mikulasa, Presov 1 125 125
G Kapitana Jarose, Brno 2 61 122
G a SPgS Liberec 3 35,7 107
G J. G. Tajovského, Banska Bystrica 2 52 104
SPS Jihlava 1 89 89
G Terezy Novakové, Brno 2 44,5 89
Biskupské G, Brno 1 88 88
G Uherské Hradisté 1 85 85
G Cesky Tésin 1 82 82
G Komenského, Havifov 2 37,5 75
G Lesni ¢tvrt, Zlin 2 37 74
G M. Kopernika, Bilovec 2 32,5 65
G J. Vrchlického, Klatovy 2 30 60
G F. Palackého, Neratovice 1 57 57
G Svidnik 2 25,5 51
G Chodovicka, Praha 1 50 50
G Pelhfimov 1 50 50
G Moravsky Krumlov 1 49 49
G Broumov 1 48 48
VOS a SPSE Plzen 1 48 48
SPSE Roznov p. R. 1 44 44
G B. S. Timravy, Lucenec 1 48 43
Masarykova SS chemicka, Praha 1 42 42
G J. Jungmanna, Litoméfice 1 41 41
G Matyéase Lercha, Brno 3 13,3 40
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@b Zadani teoretickych dloh

Uloha I.1 ... osklivé kadatko

Opusténé osklivé kacatko zlistalo osamocené upro-
stfed kruhového rybniku. Chce se dostat za svymi sou-
rozenci a matkou kachnou, ale na bfehu rybnika na
néj ¢iha liska. Kacatko je jesté mladé, proto dokéaze
vzlétnout pouze z pevné zemé. Urcete maximéalni po-
mér rychlosti béhu lisky a plavani kacatka, aby stihlo
doplavat na bieh a z né&j lisce uletét. Poradte také ka-
¢atku, jakou strategii ma zvolit.

(Tesent str. 14)

Uloha 1.2 ... pristfizené kyvadlo

Mald hmotné kulicka visi na konci nehmotného provazku a kmita svoji
vlastni frekvenci f kolem rovnovazné polohy (viz obr. 2). Jakd bude vlastni
frekvence f’, pokud zkratime provazek na polovinu? (Tesent str. 16)

Uloha 1.3 ... mistr zednik

Zednik stavi cihly na sebe do vysky jako schody podobné jako na obr. 3.
Snazi se je postavit co nejvice do dalky a vi, ze jich muze pouzit, kolik chce.
Poradte mu, jak to mé provést, aby se ,dostal“ co mozna nejdéle, i kdyz
nesmi pouzivat maltu. (Tesent str. 17)

Obr. 2 Uloha I.4 ... vodnik Désilko poznava svét
Vodnik sedi na dné v ¢isté klidné vodé svého rybnika a diva se vzhuru,
jeho o¢i jsou v hloubce h = 1,5m pod povrchem vody. Jak se Désilkovi jevi
prostor nad povrchem vody? Predpokladejte, Ze index lomu oka je stejny jako
index lomu vody. (TeSend str. 18)

Z
Obr. 3

Uloha I.P ... antiraketa

Uvazme nadobu na koleckach s otvorem dle obr. 4. Unika-li stlaceny vzduch
z naddoby ven, naddoba se pohybuje. Jde o princip analogicky raketovym motortim. Predstavme
si nyni opac¢nou situaci — nadobu, v niz bylo vakuum, umisténou ve vzduchu, ktery do nadoby
proudi malym otvorem. Jak se bude nadoba pohybovat? Predpokladejte, ze se ndadoba muze
po zemi pohybovat bez odporu. (Tesent str. 19)

Uloha II.1 ... Moj#istiv zazrak

Mojzis pristoupil k Rudému mofti zvolav: ,,Rozevii se morska
hladino a nech narod vyvolenych projit suchou nohou do zemi
zaslibené.“ Poté vstoupil do mofskych vin a ty se rozestoupily.
Urcete, jak velkou silou byl obdafen Mojzi§, aby mohl pfevést
Zidy pies Rudé mote. Piedpokladejte, Ze moie je Siroké 1km
a hluboké 20 m. (TeSent str. 20)

Obr. 4. Antiraketa
Uloha II.2 ... kolik dratii na sloupech?
Kolikafazové napéti bychom museli pouzivat, aby efektivni hodnota napéti faze—zem byla
stejna jako efektivni hodnota napéti mezi dvéma sousednimi fazemi? (Tesent str. 21)
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Uloha I1.3 ... vrtulnik

Aby se helikoptéra mohla vznaset, musi mit jeji motor vykon P. Jaky vykon P’ by musela
mit helikoptéra, kterd je presnou poloviéni kopii pivodni helikoptéry, aby se také vznasela?
Predpokladejte, ze rotor ma 100% ucinnost. (Tesend str. 22)

Uloha I1.4 ... zoufali troseénici
Trosecnici na severnim pélu si chtéji zpfijemnit chvili pfed blizici se smrti poslednim salkem
kavy. Poradte jim, jak si maji ohfat vodu, aby se ji dostalo na co nejvice z nich. Se svymi
skromnymi technickymi prostfedky mohou ohfev realizovat nasledujicimi zpisoby:
a) Akumulator o vnitinim odporu 2R p¥imo p¥ipoji k topné spirale o odporu R.
b) Tentyz akumuldtor pfipoji do série s topnou spirdlou a kondenzatorem. Pokazdé, kdyz se
kondenzator nabije, jej z obvodu vytahnou a pfipoji obracené.
¢) Timtéz akumulatorem budou st¥idavé nabijet kondenzator a vybijet ho pfes topnou spirélu.
(TeSend str. 28)

Uloha II.P ... nedekana prekizka

Ridi¢ automobilu jedouciho rychlosti v nahle spatii, e jeho viiz sméfuje doprostied betonové
zdi sitky 2d ve vzdalenosti . Soudinitel klidového tfeni mezi pneumatikami a vozovkou je f.
Poradte Fidic¢i, co mé délat, aby se vyhnul srazce se zdi. Rozhodnéte, pro jakou velikost rychlosti
je to jesté mozné. (Tesend str. 24)

Uloha III. 1 ... teplota na Zemi
Primérnd teplota na povrchu Zemé je T = 287 K. Jakd bude novad priimérna teplota T,
pokud se stfedni vzdalenost mezi Zemi a Sluncem zkrati o 1 %7 (TeSend str. 28)

Uloha II1.2 ... pobre#ni hlidka

Plav¢ik stojici ve vzdalenosti D od bfehu more nahle spatfi topici se bujnou blondynku, ktera
doplavala do vzdalenosti D od bfehu (viz obr. 5). Poradte mu, jak se k ni ma co nejrychleji
dostat, pokud rychlost jeho béhu je v a rychlost plavani v/2. Vzdalenost okraje mofe od plavéika
zavisi na thlu ¢ nasledujicim predpisem

d(p) = %D(Scos¢—2\/16cos2g0— 12cosp — 3 — 3).

(TeSend str. 28)

plavcik D D blondynka

Obr. 5. Na plazi

Uloha III.3 ... nabitd krychle

Jaky je pomér hodnot elektrostatického potencialu ve vrcholu a ve stfedu nevodivé rovno-
mérné nabité krychle? Celkovy naboj na krychli je Q a délka strany krychle je a. Pfedpokladejte,
ze elektricky potencial v nekonecnu je nulovy. (Tesent str. 29)
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Uloha II1.4 ... s vétroném pres kanal

Jeden znamy letec se rozhodl ve vétroni preletét kanal La Manche. V Calais se nechal
vyvléci do vysky h = 3km a z této vysky se pfimym klouzavym letem vypravil do Anglie. Jako
dobry pilot vi, kterak pfi ustdleném letu vypada zavislost klesaci rychlosti vijes na doptredné
rychlosti vqop (viz graf na obr. 6). Poradte mu, jak rychle ma letét, aby doletél co nejdal.

Kdyz je ve tfech ¢tvrtinach cesty do Anglie, za¢ne od ostrovu fuéet silny vitr o rychlosti
10m-s—!. Rozhodnéte, jak rychle ma letét nyni, aby se dostal co nejdal. Jakid by musela byt
rychlost vétru, aby mu znemoznila pfistadt na pevniné, pfipadné aby mu umoznila navrat do
Francie? (Tesend str. 30)

Vdop

040 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 kmh™'

Vkles
m-s

Obr. 6. Zavislost klesaci rychlosti vyjes na dopfedné rychlosti vgep-

= Uloha III.P ... vé% z vozicki
. Uréete zrychleni prvniho a stého vozi¢ku (poéitdno od zemé) na
4 = obrazku 7. Vozicki je nekonecné mnoho, na obrazku jsou zakresleny

o0 jen prvni ¢tyfi. Spodni vozi¢ek méa hmotnost m, dalsi vozicek, ktery
po ném jezdi, a zdvazi, se kterym je spojen, ma hmotnost m/2. Po-
dobné dalsi vozicek a zavazi ma hmotnost m/4 atd. Pfedpokladejte,
ze zavazi jsou pripevnénd k vozicktm, tj. Ze se ve svislém sméru ne-
m ™ odchyluji. Tfeni mezi jednotlivymi vozicky zanedbejte.

2 (TeSend str. 32)

MB
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Q Q
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Uloha IV .1 ... atomovy iitok v roce 1985

Sovétskym generalim dosla trpélivost. Uz se nemohli divat na
provokace ze strany americkych imperialisti a stiskli ¢erveny knoflik
na odpaleni atomové bomby. Hned nato do fidici mistnosti pfibéhl mlady porucik, ktery byl
zodpovédny za propocitani dréahy letu, Ze si pry pii vypoctech trochu ptrihnul ze stakanu vodky
a dusledkem toho misto na New York mifi raketa na spratelenou Kubu.

Nastésti je ale po ruce ndhradni bomba, kterou by se ta puvodni dala sestfelit, ¢imz by
se zamezilo rozkolu v socialistickém tabofe. Puvodni raketa byla vystfelena rychlosti v pod
thlem «. Jaky thel odpéaleni 8 druhé rakety maji sovétsti experti nastavit, aby tu prvni zasahli,
kdyz mezi obéma odpaly je casova prodleva 17

Obr. 7. Vozicky
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Diskutujte, kdy se d4 mir mezi spFatelenymi zemémi zachranit a kdy uz ne. Odpor vzduchu
zanedbejte. Vsichni samoziejmé vite, ze Zemé je placata a jeji gravitacni pole je homogenni.
(TeSend str. 34)

Uloha IV .2 ... za niti

Valecek o malém poloméru r a hmotnosti m se kutdli z naklonéné roviny a na jejim konci
prejde hladce do vodorovného pohybu po podlozce. Pfitom na sebe namotava nit o délkové
hustoté p. V jaké vzdalenosti od konce naklonéné roviny se vélecek zastavi? Dale znate vysku
naklonéné roviny h a jeji sklon a. Tteni zanedbavejte. (Tesent str. 36)

Uloha IV .3 ... limuzina v garaZi

Jeden z vitéz Superstar narazil na problém. Jeho nova limuzina je ptilis dlouha na to, aby
se vesla do jeho staré garaze. Kamarad této Superstar, ktery studuje fyziku, si vsak védél rady.
Jelikoz dobte zna préaci Alberta Einsteina, uvédomil si, Ze pokud se limuzina rozjede dostate¢né
rychle, zkrati se jeji délka z pohledu stojiciho pozorovatele natolik, ze se jiz do garaze vejde.

Na zacatku a na konci garaze jsou umistény padaci dvere, které se spusti ve chvili, kdy cela
limuzina bude uvnitf. Z pohledu superstar v limuziné se vSak naopak v disledku kontrakce
délek zkrati garaz a viz se do ni urcité nevejde. Rozhodnéte, zda je mozné timto zpisobem
limuzinu do této garaze zaparkovat. (Tesent str. 87)

Uloha IV .4 ... Md&ssbauertiv jev
Frekvence fotonu vyzareného jadrem radioaktivniho Zzeleza neni vzdy stejna, ale pfi roz-

padech riznych jader se nepatrné lisi (to plati i pro jind jadra). Pro jednoduchost predpo-

kladejte, ze hodnota energie fotonu v klidové soustavé jadra zeleza lezi ndhodné v intervalu

(Eo — AE,Ep + AE), kde Eg = 14,4keV (keV = kiloelektronvolt), AE ~ 107%eV (leV =

= 1,602 - 10719 J).

a) Vyzari-li volny nehybny atom Zeleza foton, musi mit tento atom podle zédkona zachovani hyb-
nosti opac¢nou hybnost nez vyzareny foton. Vypoditejte kinetickou energii takového atomu
a porovnejte ji s veli¢inou AE.

b) Takzvany Méssbaueriv jev spociva v tom, Ze je-li foton vyzafen atomem Zeleza vazanym
v krystalu, mize se hybnost ,,zpétného razu“ predat celému krystalu. Vypocitejte kinetickou
energii krystalu (posun energie fotonu) v tomto pfipadé za predpokladu, ze krystal je slozen
z Fadové 1023 atomii.

Stejné jako emise fotonu muze probihat i jeho absorpce. Foton vsak muze byt absorbovan
jen tehdy, kdyz jeho energie v klidové soustavé jadra lezi v intervalu (Eg — AE, Eg + AE).

c) Rozhodnéte, zda muze nehybny atom Zeleza absorbovat foton vyzafeny jinym nehybnym
atomem.

d) Vypoditejte, jak rychle se vi¢i sobé musi pohybovat dva kusy zeleza, aby uz prvni kus
nemohl kvili Dopplerovu jevu absorbovat fotony vyzarené druhym kusem. Dopplerovym
jevem myslime to, Ze frekvence zafeni f, kterou vyzaruje zdroj priblizujici se rychlosti v, se
v nasi soustavé zméni na

=0+
c
Predpokladejte, ze pri emisi i absorpci se uplatnuje vySe zminény Mossbauertav jev.

Pottebné konstanty naleznéte v tabulkach. (Tesent str. 38)

Uloha IV . P ... rezonujici sklenicka
Krouzenim mokrym prstem po hrané brousené sklenic¢ky (napfiklad na vino) lze vyloudit
pomérné intenzivni zvuk. Pokud se do skleni¢ky nalije voda, pak frekvence vyluzovaného ténu
klesa se vzrustajici vyskou hladiny. Sami si to vyzkouSejte a pokuste se tento jev vysvétlit.
(TeSend str. 40)
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Uloha V.1 ... ddredek od Buffala

Buffalo Bill se uz roky snazi polapit Jessicho Jamese, zndmého banditu. V méstecku Clay
County mu konec¢né pfiSel na stopu. Strhla se prestielka. Buffalo si v§iml sudu plného petroleje
na voziku mezi sebou a Jessiem. ,Jak dostat sud k Jessiemu, abych ho mohl zapalit?“ rozmysli
Bill.

Jessie prostrelil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal st¥ikat petrolej. Buffalo se trefil presné
do poloviny sudu a stfili znovu. Vyfteste, s jakym pocatecnim zrychlenim se bude pohybovat
vozicek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé. Predpokladejte, ze hybnost kulky je za-
nedbatelnéa, a tfeni rovnéz zanedbejte. Zamyslete se nad dalsimi zajimavymi okolnostmi tohoto
souboje. (Tesent str. 41)

Uloha V.2 ... pad ze schodu
Maly Karlik si hraje s kulickou. Pri
O cvrnkani je vSak neopatrny, kulicka se
mu odkutéali k naklonéné roviné, kterou
doma maji misto schodisté, a za¢ne po ni
klouzat dolu. Kulicka se pohybuje tak, ze
Obr. 8 vektor jeji rychlosti v svird s horni hra-
nou naklonéné roviny uhel ¢. Vypocitejte
vektor rychlosti v/ kulicky (tj. jeho velikost a také smér) pod naklonénou rovinou, jejiz vyska
je h. Tteni mezi kulickou a zemi je malé, proto ho zanedbejte. Pfedpokladejte, ze horni a dolni

hrana naklonéné roviny je zaoblené, takze se kulicka neodlepi od podlahy.

Jako bonus muzete vypocitat, jak se zméni smér rychlosti kulicky, kterd proleti valcovou
jamkou o poloméru R a hloubce h se zkosenymi hranami (viz obr. 8). Délku zkoseni muzete
vzhledem k poloméru jamky zanedbat. (Tesent str. 42)

Uloha V.3 ... beta rozpad
Pfi méfeni rozpadu neutronu na elektron a proton promérovali ¢esti védci energii vylétava-
jiciho elektronu. Jak mohou pouze na zakladé idaji z tohoto méfeni poznat, zda nevznika pii
tomto rozpadu jesté jind ¢astice? Uvazujte, Ze neutron je pred rozpadem v klidu.
(TeSend str. 43)

Uloha V .4 ... neposlusné gravitace
Pti dlouhodobém pozorovani zékryta Jupiterova mésice Io bylo zjisténo, Ze namérena doba
obé&htt mésicku kolem planety (nap¥. od pfedchoziho do nasledného zacatku zékrytu) pravidelné
kolis&d mezi hodnotami 42h 28 min 21s a 42h 28 min 51s (s chybou méfeni 25s).
Pokuste se jak kvalitativné, tak kvantitativné vysveétlit pozorované zmény. Kvantitou rozu-
mime urceni ,,velikosti této pfi¢iny* na zakladé méfeni samoziejmé s odhadem chyby!
(Tesent str. 44)

Uloha V.P ... rychlejsi neZ voda
Zamyslete se nad tim, zda se mize lodicka bez motoru na fece pohybovat rychleji nez
samotna voda. Svou odpovéd zdiivodnéte a piedpokladejte, ze proudéni vody je laminarni.
(Tesent str. 46)
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Jelikoz OSN vyhlasila rok 2005 za Svétovy rok fyziky, rozhodli
jsme se, ze tomu prizpusobime Sestou sérii naseho seminaie. Nejprve C

trochu historie. & ;,
4‘ (,
Uplynulo sto let od roku 1905, ktery se stal jakymsi zlomem mezi 6
klasickou a souéasnou fyzikou. V roce 1905 Albert Einstein vysvétlil 0

fotoelektricky jev a v ¢éervnu 1905 publikoval specidlni teorii rela-
tivity. Oba objevy odstartovaly revoluci ve fyzice. Vysvétleni foto-
elektrického jevu bylo jednim ze startovnich mechanismi kvantové

. "W physics20050
teorie. Physics2!

Specialni relativita vyustila v roce 1915 v obecnou relativitu, mo-
derni teorii gravitace. Télesa svou pritomnosti zakfivuji ¢as a prostor
kolem sebe. Kazdé téleso, na které ptisobi jen gravitacni sila, se v tomto zakfiveném prostorocase
pohybuje po nejrovnéjsich moznych drahach, tzv. geodetikach.

Einstein tedy v roce 1905 odstartoval dvoji nazirani na svét. Obecna relativita je vynikajici
teorii gravitace, kvantova teorie vynikajici teorii ostatnich t¥i interakci (elektromagnetické, slabé
a silné). V soucasné dobé probihaji intenzivni snahy o sjednoceni obou pohledti na svét. Vétsina
snah vede na fascinujici teorii strun ve vicerozmérném prostorocase.

Nasledujicich pét tloh posledni série je z oblasti fyziky, kterou Einstein sam studoval.

Uloha VI.1 ... fotoefekt

Na katodu foto¢lanku dopadé ze rtutové vybojky svétlo o vinové délce 546,1 nm a k potlaceni
proudu vznikajiciho diky fotoelektrickému jevu je potieba napéti U1 = 1,563 V. Dopadé-li na
katodu svétlo o vinové délce 404,7 nm, je potieba napéti Uz = 2,356 V. Vypocitejte hodnotu
Planckovy konstanty h. (TeSend str. 46)

Uloha VI.2 ... jak vyrobit dernou diru

Pokud stla¢ime hvézdu (i jakékoliv jiné téleso) na kouli o poloméru rg, zhrouti se nendvratné
do ¢erné diry. Tzv. Schwarzschildiv polomér rg si lze v klasické analogii predstavit jako polomér
télesa o hmotnosti M, z jehoz povrchu lze uniknout pouze rychlosti svétla (inikova rychlost
jec).

Na zakladé znalosti hmotnosti hvézdy M urcete Schwarzschildiv polomér rg a kritickou
hustotu hvézdy o, pti které se pfeméni v ¢ernou diru. Pfiklad feste obecné a poté konkrétné
pro Zemi, Slunce a jadro galaxie o hmotnosti 100 miliard Slunci. (Tesent str. 47)

Uloha VI.3 ... sonda NASA
Jet Propulsion Laboratory v Kalifornii vyviji pro NASA

novy typ raketovych pohont. Pohonnié jednotka vyuziva hyb- M (e

“ s . . . .. 957 . . o—p
nost a-¢astic pfi rozpadu nuklidu fermia $3)Fmis7, jehoz M
hmotnost je mpy, a polocas rozpadu 7. Druhym produktem A »
pfemény je nuklid kalifornia 253 Cf155. Hmotnost a-&astice NASA

je mq, hmotnost nuklidu kalifornia je mc¢, pfeménou se
uvolni energie E. Predpokladejte, ze kazda a-Castice opousti
raketu ve stejném sméru.

Obr. 9

Vesmirna sonda s popsanym pohonem je na pocatku v klidu, jeji hmotnost je M, hmotnost
pohonné latky je také M. Urcete rychlost sondy v po pfeméné poloviny hmotnosti nuklida
fermia. Vyslednou hodnotu dopocitejte i &iselné pro hodnoty E = 1,106 -10712J, M = 4kg
a T = 100,5 dni, ostatni hodnoty najdete v tabulkach. (Tesent str. 48)
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200

Obr. 10

Uloha VI. 4 ... nezastavitelny chodec

Vratte se na chvili do Atén na loniské olympijské hry a ur-
cete, jakd je teoretickd maximélni rychlost chodce. Chodec
nebude diskvalifikovan, pokud se kazdy rozhodéi (pozorova-
tel) shodne na tom, Ze alespoii jedna noha chodce stoji v kaz-
dém okamziku na zemi. (Tesend str. 50)

Uloha VI.P ... vylet na Stonehenge

Predstavte si, ze v raketé prolétavate nad Stonehenge.
Ten je tvofen kameny ve tvaru kvadra rozmisténych do vr-
choldi pravidelného dvanéctithelniku (viz obrazek 10) o polo-
méru 200. Letite nad osou z ve vysce z = 50 a divate se vodo-
rovnym smérem. Kdyz jste v bodé o soufadnicich (—200,0),

resp. (0,0), uvidite svét presné tak, jak je zobrazen na obrazku 11, resp. 12. V&S stojici kama-
rad jej ovSsem uvidi jinak, a sice jako na obrazku 13, resp. 14, pficemz oba mate shodné oci
(tzn. napf. stejny zorny thel). Z obrazka priblizné uréete pomér rychlosti rakety a rychlosti

svétla.

(Tesend str. 51)

Obr. 11

12

Obr. 12



Zaddani teoretickych uloh

Obr. 13

Obr. 14
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Reseni teoretickych tloh

Uloha I.1 ... osklivé kacdtko (4 body; primér 1,30; vesilo 99 student)

Opusténé osklivé kacatko zustalo osamocené uprostied kruhového rybniku. Chce se dostat
za svymi sourozenci a matkou kachnou, ale na bfehu rybnika na néj ciha liska. Kacatko je jesté
mladé, proto dokaze vzlétnout pouze z pevné zemé. Urcete maximalni pomér rychlosti béhu
lisky a plavéni kacédtka, aby stihlo doplavat na bieh a z néj liSce uletét. Poradte také kacatku,
Jjakou strategii ma zvolit.

Méjme kacéatko, necht jeho rychlost je 1 a rychlost
lisky v (bude pak rovna pfimo hledanému poméru).
Neni obtizné nahlédnout, ze je-li kacatko dostatecné
blizko stfedu rybniku, mtize dosdhnout stejné ¢i vétsi
thlové rychlosti rotace kolem stfedu nez liska obihajici
po bfehu. Skute¢né, je-li kachnic¢ka ve vhodné vzda-
lenosti r a liSka ve vzdalenosti R od stfedu, uihlova
rychlost kacatka je

Obr. 15. Kac¢atko na rybniku

vk 1 voovL
WK = r _r>R_R_wL.
Nerovnost plati pro r/R < 1/v. Odtud jiz pfimo plyne, Ze se ka¢atko mize dostat do situace,
kdy je ve vzdélenosti r = R/v od stfedu a liska se nachézi na pfesné opa¢né strané rybniku, tj.
spojnice liska—obét prochazi sttedem kruznice. Velka ¢ast fesitelt se probojovala az sem.
Ovsem ihned vyvstava otazka: ,,Co dal?“ Nejjednodussi odpovéd muze znit: ,Kacatko by
mélo plavat po co nejkratsi cesté ke brehu.“ Pfinejmensim bude na bfehu za nejkratsi cas.
Nicméné toto je jen jedna strana mince! Druhd fika: ,Podivej se na lisku.“ Ona totiz nezahali,
nybrz usilovné sprintuje smérem k ocekdvanému pristavisti zviratka. Méli bychom tedy alespon
popfemyslet, zda by nebylo lepsi, aby kachnicka plavala ponékud od lisky.
, Mimochodem, nejvétsi cast fesitela tvrdila, ze kachnic¢ka ma
B f plavat ze stfedu pfimo rovné k okraji. Zde je vidét, ze se myli,
nebot je-li kachnicka na obvodu naseho pomyslného kruhu, je blize

\' okraji nez predtim a liska je stejné jako predtim na opacné strané
kruhu.

Vratme se k pohybu lisky. Ta vidi kac¢atko na opacné strané

b a nyni se musi rozhodnout, kam pobézi. Samoziejmé se nezastavi,

to by kacatku poskytla naskok. Liska se miize rozbéhnout, kam
chce (ze symetrie). Nyni uréime, jak se zachova kacatko.

Pochopitelné, poplave vice méné na druhou stranu nez liska
(otaci se ve stejném smyslu). Poplave po pfimce, nebot kdyby pla-
valo po kfivce z bodu A do B, mohlo by plavat pfimo z A do B,
¢imz by uSetfilo ¢as. Budeme predpokladat, ze liska jednou se roz-
béhnuvsi se jiz neotoci, coz zdivodnime pozdéji.

7 obrazku 16 uréime drahu lisky R(w+9) a drdhu kacitka v R2 + r2 — 2Rr cos 9. V meznim
ptipadé se budou rovnat doby, za které liska a kacatko tyto drahy urazily. To nam poskytne
zavislost v na 9. Nam zbyva najit maximum této funkce. Pfi Gpravé vyuzijeme vztah uvedeny
vyse (R/r =v).

Obr. 16

R(x +9) =vvR2+r2 — 2Rrcosd,



Resend teoretickych 4iloh

T+ 9= v\/l + (r/R)2 —2(r/R) cos?,

T+9=+v1+v2—2vcosV,
0=1v2—2vcos?+1— (w +19)2.
Odtud urcime
v =cos¥+ /(% +9)2 —sin? ¥, (1)

pricemz znaménko plus pouzijeme, aby bylo v kladné. Zbyva urcit polohu maxima, tj. vztah
derivovat podle ¥ a polozit derivaci rovnu nule

dl — 9+ T+ ¢ —sind - cos? _

dv (v +9)2 —sin? 9
Po nékolika primocarych upravach se radostné dobereme stavu

2
1727v+19+<1r+19) —0,
tg Y tg ¥

odkud pfimo plyne
tg¥ =7 +9. (2)
Tuto rovnici nelze fesit analyticky.

Timto postesknutim prace fyzika nesmi skonéit! Samoziejmé neocekdvame, Ze by student
stfedni $koly mél v malicku numerické metody. Ale kazdy méa pocitac, ktery takové véci umi
provadét. Staéi najit vhodny software (napf. Excel), jenz fesi rovnice ¢&i kresli grafy. A dokonce
i kdyz ¢lovék s pocitacem nekamaradi, nemusi se vzdat, mé-li chytrou hlavu. Co tfeba nasledujici
uvaha. Kdyz se mi podafi najit J tak, ze tgd < ©m 4+ ¥ a vzapéti jiné 9, ovSem spliujici
tg¥ > w + ¥, zjistil jsem, v kterém intervalu lezi spravné ¢, spliiujici rovnici (2). Je-li tento
interval prilis Siroky, provedu hledani znovu, ¥ budu ale vybirat z tohoto nového intervalu.
Intervaly zuzuji tak dlouho, dokud nejsou dostateéné uzké. Je to sice ponékud pracné, ale
najdu alespon pfibliznou hodnotu 9.

Prakticky je nejlépe rovnici upravit na tvar tgd —m — 9 = 0 a sledovat znaménko nové levé
strany. Vyberu na zacatku interval, pro ktery plati, Zze vlevo je leva strana zdporna a vpravo
kladné (nebo naopak). Pak se podivdm na hodnotu levé strany uprostied intervalu. Je-li kladn4,
vezmu za novy interval levou polovinu, je-li zdporna, vezmu pravou polovinu, a postup opakuji
tak dlouho, dokud neni interval pro mé ucely dostatecné uzky. V kazdém kroku se zmensi na
polovinu, tj. konvergence je rychla.

Touto metodou se da ziskat odhad

¥~1,352 = v=4,601,

ktery je spravnym feSenim ulohy.
Bylo by dobré se jesté podivat, co to znamena geometricky. DokéZeme, Ze se vlastné jedna
o te¢nu k malé kruznici! Je-li totiz onen trojthelnik pravouhly (tedy jde-li o te¢nu), musi pro
néj platit Pythagorova véta. Vyjadieno rovnici
1 R

R?=72+R?>4+ 71?2 —2Rrcos?¥ = =—=v
cos v r

Nicméné dosadime-li do naseho vyrazu (1) pro v podminku nulové derivace (2), zjistime totéz

1
v=cos?+ 1/ (n +19)2 —sin? ¥ = cos ¥ + 1/tg2 ¥ — sin? ¥ = cos ¥ +sin ¥ - tgd = i
cos

Tedy trojahelnik je pravouhly.

Zbyva ndm maly restik, totiz diskutovat, co se stane, otoci-li se liska. Liska se nejdfiv musi
vratit do své ptivodni pozice. Kdyz je vpravo od ni a kac¢atko plavalo po te¢né, primka stred—liska
lezi vlevo od kacatka. Bude-li se liska vracet, pak kacatko tuto pfimku protne. Mame situaci
jako na zacatku, jenze kac¢atko je nyni dale od stiedu nez predtim. Cili liska si uskodila.
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Uloha 1.2 ... pfistrizené kyvadlo (3 body; primeér 2,48; vesilo 105 studentii)

Mala hmotna kuli¢ka visi na konci nehmotného provazku a kmita svoji viastni frekvenci f
kolem rovnovazné polohy (viz obr. 17). Jakéa bude vlastni frekvence f’, pokud zkratime provéazek
na polovinu?

Reseni této tlohy je opravdu jednoduché. Malou hmotnou kuli¢ku na nehmotném zavésu lze
v dobrém pfiblizeni povazovat za matematické kyvadlo (polomér kulicky je maly v porovnéni
s délkou zavésu, zavés je nehmotny, vychylka je do 5°). Stacilo tedy pouzit vztah pro frekvenci
matematického kyvadla

N ]
F=5-\7 (3)

Dosadime-li do tohoto vztahu délku zkraceného kyvadla, ziskame

L9
= /2"

Rovnice podélime

Obr. 17 I N2t s

fo1/2n-4/g/l
¢imz ziskdme hledany vztah mezi pavodni a novou frekvenci.

Chceme-li si odvodit (3), rozebereme sily plisobici na kulicku. Tihovou silu rozlozime do
sméru tecného ke sméru pohybu a do sméru kolmého na smér pohybu. Normalova slozka tihové
sily je kompenzovana silou zavésu, takze vyslednice sil mé& nenulovou slozku pouze ve sméru
pohybu kuli¢ky. Druhé impulzova véta rika

Jp=M,
kde J je moment setrva¢nosti kuli¢ky vzhledem k zévésu (J = ml?) a M je velikost momentu

sil pusobiciho na kulicku
M =mglsinp.

Dosazenim do rovnice druhé impulzové véty ziskdme (moment dosazujeme se zdpornym zna-
ménkem, protoze pusobi proti sméru pohybu)

ml%p = —mglsing,

@—‘r%sin(p:O. (4)
Tato rovnice nejde analyticky vyresit. Uvazujeme-li vychylku malou, je
sinp = ¢
a rovnice (4) ziskd mnohem jednodussi tvar
p+3e=0. (5)
Toto je rovnice harmonickych kmiti, jejimz feSenim je
p = Acos (wt + ag),

16
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kde A je amplituda, ag je pocateéni faze a w thlova frekvence harmonickych kmiti. Abychom
zjistili hodnotu w, dosadime ¢ z této rovnice do (5).

—Aw? cos (wt + ag) + % Acos (wt +ag) =0.

Ma-li tato rovnice platit pro vSechna t, okamzité dostavame

Aw? = A 9 = w= g .
l l
Pro frekvenci plati
w 1 g
F= o 2n VU’

dostali jsme tedy vysledek (3).

Uloha 1.3 ... mistr zednik (4 body; primér 2,38; vesilo 75 studentii)

Zednik stavi cihly na sebe do vysky jako schody. Snazi se je postavit co nejvice do dalky
a vi, Ze jich miiZe pouzit, kolik chce. Poradte mu, jak to mé& provést, aby se ,,dostal® co mozna
nejdale, i kdyz nesmi pouzivat maltu.

Aby soustava cihel nespadla, musi platit, ze ¢ast soustavy nad libovolnou cihlou musi mit

t62i8t€ umistit pravé nad boéni hranu (ve sméru stavéni) této cihly.
Vzhledem k vySe uvedenym tvahdm bude nejvhodnéjsi
urcovat polohy cihel seshora dold. Mame-li dvojici cihel, bu-
dou predchazejici tvahy naplnény v piipadé, ze horni cihla
bude precnivat pravé o a/2, je-li a délka hrany podstavy
(viz obrazek 18). Nyni uvazme situaci pro (n+1)-ni cihlu
shora. Céast soustavy nad touto cihlou mizZeme rozdélit na
cihlu bezprostiedné nad ni (tedy n-tou shora) a na zbylou
cast obsahujici n—1 cihel. Podle vySe zminéné tvahy jsme
soustavu nad n-tou cihlou umistili tak, ze jeji tézisté je nad v
boéni hranou n-té cihly a jeji hmotnost je m(n—1), kde m je
hmotnost jedné cihly. Ozna¢me d, délku, o jakou pfecniva m
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nad boé¢ni hranou (n+1)-ni cihly, plati dn,

%[—m(%—dn)—l—m(n—l)dn] -0 = dn:%.

Obr. 18

Budeme-li takto stavét cihly na sebe, dostaneme se do vzdalenosti rovné souctu vsech po-
sunuti dj

d=24+24 244 2422
2 4 6 B

1+1+1+ +1+
2n 2 2 3 n ’

Soucet fady v zavorce je nekonec¢né veliky. To lze nahlédnout tak, ze si ¢leny fady vhodné

uzavorkujeme
d*a{1+1+(1+1>+<1+1+1+1>+ }
T2 2 \3 4 5 6 7 8 '

a>2(1+tre thalo Yo iel ity
=2 2 4 8 T2 2 2 2 ‘

Protoze téchto skupin muzeme vytvorit nekoneéné mnoho, s¢itdéme nekoneéné mnohokréat 1/2,
soucet fady je nekonecny. Zednik se tedy mize dostat do libovolné vzdalenosti.
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Uloha 1.4 ... vodnik Désilko poznava svét (4 body; primeér 1,67; vesilo 69 studentii)

Vodnik sedi na dné v cisté klidné vodé svého rybnika a diva se vzhiiru, jeho o¢i jsou
v hloubce h = 1,5 m pod povrchem vody. Jak se Désilkovi jevi prostor nad hladinou? Predpo-
kladejte, ze index lomu oka je stejny jako index lomu vody.

Vodnik Désilko uvidi svét podstatné jinak, nez kdyby se dival z hladiny. Je to zptisobeno
lomem svétla, ke kterému dochazi na rozhrani vzduch-voda. Pro paprsek prochazejici rozhranim
plati Snelliv zadkon lomu

nisina =ngsin 3. (6)

V tomto pripadé n1 < ng2, proto se bude paprsek lomit ke kolmici.
Z této nerovnosti a Snellova zakona je zfejmé, ze existuje urcity
kriticky thel Bm, pod kterym se lomi paprsky dopadajici na hladinu
pod thlem a = 90°. Pokud 8 > [m, nastavad totdlni odraz (muze
se chapat i tak, ze paprsky uz by se nemély kam lomit, a proto se
vSechny odrazi). V nagem p¥ipadé n1 =1 a ny = 1,33, proto

sin90° = [Bm =49°.

sin Bm =
K

Pokud se Désilko bude divat pod mensim thlem nez 90° — (B,
(mé&feno od hladiny), uvidi odraz dna od hladiny, pod vétsim tthlem
uvidi nad hladinu. Svét nad hladinou se mu bude jevit v kruhovém
okné o poloméru

r=htgfm = r=1Tm.

Nyni se zamysleme nad tim, jak deformovany se mu bude jevit
svét nad hladinou. Rozumnéjsi a hlavné elegantnéjsi je feSit to po-
moci hl nez pomoci vzdalenosti. Clovék (i vodnik) totiz vnima véci
v prostfedi pomoci thla a pak az podle zkusenosti vyhodnoti, jak je dana véc velika, pripadné
jak je daleko.

Kdyby byl Désilko na hlading, vidél by pfedmét ve sméru thlu « pod Ghlem A« (mtzeme
ho nazvat thlovou velikosti). Pod hladinou jej uvidi ve sméru thlu 8 pod dhlem ApS. Zjevné

plati vztah

Obr. 20

n1sin (o + Aa) = nasin (8 + AB),
n1 (sin acos Aa + cosasin Aa) = na (sin Scos AB + cos Bsin AS) .

Pro malé uhly Aa, A plati ptiblizné sin Aa = A« a cos Aa = 1, dostavame tedy
n1 (sina + Aacosa) = ng (sin 8+ ABcosf) .

Pomoci (6) a vztahu

cosﬁ:\/l—sinQB:\/l—n%/n%sinza

muzeme rovnici upravit na tvar

Aa  n2 1 —n?/n2 . sin?

Aiﬁ_nlh 1 —sin? a ’

18
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Vyraz na levé strané je pomér mezi thly Aa a A a zjevné mé vyznam relativni vertikalni
zmény uhlové velikosti pfedmétu pfi prechodu z prostfedi o indexu lomu n; do prostiedi s in-
dexem lomu na v zavislosti na thlu, pod kterym bychom jej pozorovali bez optického rozhrani.
Z vyrazu na pravé strané lze vycist nejen vlastni zvétSeni, ale pfi hlubsim rozboru z néj lze
vycist i vlastnosti kritického tthlu a vibec charakteristiku celého lomu.

V nasem pripadé bude dochazet ke zmenseni, coz se dalo ur¢it i z obrazku. Pro « jdouci k 90°
poroste zmensSeni nade vSechny meze. Neni bez zajimavosti prozkoumat, jak se tato funkce na
intervalu (0°,90°) chova (viz obr. 21).

Aa/AB

12

10

8
6
4L
2
0

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° ¢
Obr. 21

Uloha I.P ... antiraketa (4 body; primér 1,60; vesilo 82 studenti)

Uvazme nadobu na koleckach s otvorem dle obr. 22. Unika-li stlaceny vzduch z nadoby
ven, nadoba se pohybuje. Jde o princip analogicky raketovym motorim. Piredstavme si nyni
opacnou situaci — nadobu, v niz bylo vakuum, umisténou ve vzduchu, ktery do nadoby proudi
malym otvorem. Jak se bude nadoba pohybovat? Predpokladejte, ze se nadoba miiZe po zemi
pohybovat bez odporu.

Ujasnime si nejdiive pocatecni stav. Molekuly plynu obklo-
puji antiraketu, uvnitf se vSak nenachazi zadna molekula. Jedna
se tedy o znac¢né usporadany stav, ktery se urcité nezachova
a prejde do konecného, co nejvice neusporddaného stavu. Mo-
lekuly v ném budou vyplnovat cely prostor okolo a uvniti an-
tirakety. TakZe néas uz zajima jen to, co se déje mezi témito stavy

s antiraketou.

Miuzeme zvolit rtizné piistupy k tomuto problému (dohod-
neme se vsSak, ze bez vétsi chyby muzeme zanedbat ptripadny
odpor plynu vidi raketé, protoze se bude pohybovat velmi pomalu). O tlaku pfed otvorem
muzeme Fici, Ze je jen nepodstatné mensi nez tlak v okoli, protoze okoli je neohranicené a tlaky

Obr. 22. Antiraketa

se velmi rychle vyrovnavaji. Jedna se tedy o kvazistacionarni déj.

Tlak plynu

Dohodli jsme se na predpokladu, ze antiraketa se bude pohybovat pomalu. To znamena, ze
tlak pfed a za antiraketou je bez v&tsi chyby stejné velky, ozna¢me ho pi(t) (tlak v dase t).
Zevniti pusobi na zadni sténu tlak pa(t), na pfedni sténu tlak p3(t), ktery uréité nebude mensi
nez tlak ps2(t), pokud predni sténou vlétavaji molekuly. V koneéném stavu jsou samoziejmé
stejné velké, plati pa(t) < p3(t). Na zadni sténu plisobi tedy sila

F, = S[p1(t) — p2(t)],
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v predni sténé je otvor o plose AS, takze vysledna sila je

Fp = (5= AS)[p1(t) — ps(t)] -
Porovnénim sil zjistujeme F, > F},, protoze S > S — AS a

p1(t) — p2(t) > p1(t) — pa(t).

To znamend, ze vysledna sila ma smér F, a velikost F(t) = |F, — Fp|. Antiraketa se pohybuje
otvorem smérem dopfedu. Vzhledem k tomu, zZe tlaky se vyrovnavaji, se tato sila s Casem
zmens$uje. Antiraketa se pohybuje se stdle se zmensujicim zrychlenim.

Neékteri resitelé si situaci zjednodusili tvrzenim, ze pfed otvorem vznikd podtlak, ktery an-
tiraketu ,vcucava“, coz je, jak uz vite, zanedbatelné.

Zakon zachovani hybnosti

Predpokladame, ze plyn v okoli se nachéazi v kvazistacionarnim stavu, celkova jeho hybnost
je tedy nulova. Otvorem muzou vyletovat jen molekuly, které maji nenulovou vodorovnou slozku
hybnosti ve sméru k otvoru. Je jich vsak méné nez molekul, které do antirakety vletuji, protoze
uvniti antirakety je mensi koncentrace molekul. Vyletujici molekuly maji proto mensi hybnost
nez vletujici molekuly. Aby platil zdkon zachovani hybnosti, musi se antiraketa pohybovat ve
sméru opac¢ném nez vlétavajici molekuly, to znamena otvorem doptedu.

Postupné se hybnosti molekul, které prolétavaji otvorem opa¢nym smérem, vyrovnavaji,
protoze se tlaky postupné vyrovnéavaji. Antiraketa proto zvysSuje svou hybnost stile méné,
zrychleni je stile mensi, dokud se tlaky nevyrovnaji. Tehdy je rovné nule.

V kazdém ptipadé je vysledny pohyb antirakety téméfr nepostiehnutelny.

Uloha II.1 ... MojZistiv zazrak (4 body; primér 8,60; vesilo 75 studenti)

Mojzis pristoupil k Rudému moii zvolav: , Rozevii se moiska hladino a nech narod vyvole-
nych projit suchou nohou do zemi zaslibené.“ Poté vstoupil do morskych vin a ty se rozestoupily.
Uréete, jak velkou silou byl obdaren Moj#is, aby mohl pievést Zidy pies Rudé moie. Piedpo-
kladejte, ze more je Siroké 1 km a hluboké 20 m.

Hospodin tekl Mojzisovi: ,Pro¢ ke mné upis? Pobidni Izraelce,
at tdhnou ddl. Ty pak pozvedni svou hul, vztdhni ruku nad more
a rozpoltis je, a tak Izraelci pujdou prostiedkem po suchu.“

Aby mohl Mojzis vyvést svij lid z egyptského otroctvi, musi jednak rozev¥it hladinu Rudého
mofe a poté ji také udrzet. Tim prvnim se zabyvat nebudeme, pfedpokladejme, ze to provedl
velmi rychle a bude nas tudiz zajimat pouze staticky piipad. Aby se hladina nad nebohymi Zidy
neuzavriela, musi Mojzis udrzet vodni stény, tj. vyrovnat hydrostaticky tlak. Ten ma v hloubce =
velikost p = pgx. Sila, kterou je nutné ptisobit na malou ¢ast stény v hloubce z, je

dF = pdS = pgzldz,

kde ! je sitka mote. Po integraci dostaneme

h
F = ggl/ rdx = %lehQ,
0

kde h je hloubka more. MojZiSovy paze jsou namahany silou F'.
Pokud nechceme ¢i neumime integrovat, mizeme fici, ze primérny hydrostaticky tlak je
D = hog/2, a dosadit do
F =7pS = 1hoghl = pglh?*.



Resend teoretickych 4iloh

Ciselné vychazi asi ' = 2GN. To odpovida tize 3 letadlovych lodi USS Enterprise ¢ 5000
tankd T-34.

Tomds$ Bedndrik v tom vidi MojziSovy svaly, naopak Standa Vosolsobé to pfipisuje duchovni
sile, ktera je nezméritelna. Jakub Benda a Petr Mordvek se pak domnivaji, ze Mojzi§ vlastné
sam nic nevykonal, protoze jeho ruce vedl Biih. Hanka Vitovd se téz zabyvala otazkou, kolik
mista zabere jeden Zid, ¢imZ pfedznamenala jiné temné obdobi naroda Davidova.

Uloha II.2 ... kolik dratii na sloupech? (4 body; primér 8,82; vesilo 47 studentii)

Kolikafazové napéti bychom museli pouzivat, aby efektivni hodnota napéti faze—zem byla
stejna jako efektivni hodnota napéti mezi dvéma sousednimi fazemi?

Napéti v siti ma sinusovy prubéh
U(t)=Upsin(p +wt), kde w=2xf.

Funkci sinus vSak mtizeme definovat na jednotkové kruznici (viz obr. 23), proto lze vztahy mezi
napétimi jednotlivych fazi vyjadfit pomoci tzv. fazorového diagramu, coZ neni v podstaté nic
jiného nez znézornéni sind, které urcuji ¢asovy pribéh napéti, na kruznici.

1 1
AU;
------- Uit1
sin wt ! 2% U;
wt
-1 1 -1 1

-1 -1
Obr. 23 Obr. 24

Umistime tedy na kruznici n fazoru tak, aby sousedni fazory sviraly thel 2x /n. Amplituda,
poptipadé efektivni hodnota napéti mezi sousednimi fizemi je znédzornéna fazorem odpovidaji-
cim vektorovému rozdilu AU = U; — U;4+1. Z obrazku 24 plyne, ze

AU = 2Ugsin —.
n
Sdruzené napéti (napéti mezi sousednimi fazemi) je
T
Us = 2Up sin — .
n
Fazové napéti (napéti fize vzhledem k zemi) je
Ur=Up.

(Stéle je fe¢ o amplitudach, resp. efektivnich hodnotach napéti.)
Chceme, aby se obé tato napéti rovnala Uy = Us.
1 iy

iy
Up=2Upsin— = —=sin—, n€eN.
n 2 n
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Z posledni rovnice dostavame n = 6. Pozadavek n € N musi byt splnén, jinak bychom mohli
ziskat napf. néco takového jako 6/5-fazové napéti, které sice splituje rovnici, ale bohuzel (nebo
na§tésti) neexistuje.

Uloha se dala fesit i jednoduseji. Stagilo si uvédomit, ze aby se piislusna napéti rovnala,
musi fazory na obrazku vyse tvofit rovnostranny trojahelnik. Z toho ale plyne, ze fazovy posun
mezi U; a U;;1 (odpovidajici Ghlu sviranému fazory) musi byt 60° neboli w/3. Do kruznice
se tedy vejde 6 fazord, a proto musime mit 6 fazi. Drati musi byt samozfejmé o 1 vic, nebot
potiebujeme jesté  nuldk*.

Uloha I1.3 ... vrtulnik (4 body; primeér 1,32; vesilo 66 studenti)

Aby se helikoptéra mohla vznaset, musi mit jeji motor vykon P. Jaky vykon P’ by musela
mit helikoptéra, ktera je presnou polovicni kopii puvodni helikoptéry, aby se také vznasela?
Piedpokladejte, ze rotor ma 100% tcinnost.

Jelikoz mensi vrtulnik je polovi¢ni kopii pivodniho vrtulniku, zmensi se vSechny jeho roz-
méry na polovinu. To znamena, Ze plocha rotoru bude ¢tvrtinova a objem osminovy. Protoze
je kopie vyrobena ze stejného materidlu, je jeji hustota stejnd jako hustota origindlu a pro
hmotnost plati

m =V’ = égV: %m.

Aby se vrtulnik vznasel, musi motor vynakladat silu, jejiz svisla slozka vykompenzuje gra-
vita¢ni silu. Mensimu vrtulniku tedy stac¢i vynalozit osminovou silu ve srovnani s vétSim.

Otacejici se listy rotoru vrtulniku pfekonévaji odpor vzduchu a maji takovy tvar, aby vzduch
odtlacovaly pod sebe. Tim méni hybnost vzduchu — ptisobi tedy na vzduch silou. Vzduch bude
podle zédkona akce a reakce ptisobit stejné velkou silou opa¢ného sméru na listy rotoru. Na uzky
prouzek listu dS, ktery méa vzdalenost r od stfedu vrtule, sitku dr a vysku a, tedy vzduch
pusobi silou o velikosti

dF = %CdSsz = %C’gw2r2adr, (7)

kde ¢ je hustota vzduchu a w dhlova rychlost otaceni vrtule. Celkova sila ptisobici na vrtuli je
pak integral z (7)
F = %Cgaw2R3 ~ aw?R3 (8)

kde R je dalka listu vrtule.

Jak jsme si fekli vysSe, svisld slozka této sily pusobici na maly vrtulnik, musi byt osminova
vzhledem k sile ptsobici na velky vrtulnik. Protoze je tihel naklonéni listd u obou rotoru stejny,
znamena to, ze i velikost této sily musi byt osminova. Bohuzel rovnost

F'=1F (9)

neplati. Jelikoz jsou vSechny parametry az na w ur€eny pomeérem zmenseni, vidime, ze mensi vr-
tulnik bude muset mit jinou thlovou rychlost otac¢eni vrtule. Tu nyni vypoéteme dosazenim (8)
do (9) (za ¢arkované veli¢iny rovnou dosadime jejich vyjadfeni ne¢arkovanymi).

3
a (R 1 2,3 ’
—w — ] =-aw’R = o =wV/2.
2 ( 2 ) 8

Mensi vrtulnik se udrz ve vzduchu, pouze kdyz bude /2krat rychleji otacet vrtuli. Nyni,
kdyz zname potiebnou rychlost otaceni rotoru, muzeme spocist vykon rotort obou vrtulnika

a porovnat je.
dP =dFv = %Cngvg’ ~wdradr = P ~awdRY,

pro pomér dostavame

P aw3 R4 16

P a/2-2V2w3 - (R/2)4 _ V2 _ -T2
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Vidime, #e mensimu vrtulniku stadi ke vznaSeni vykon, ktery je 27/2krat mensi ne# vykon
vétsiho vrtulniku.

Ulohu jsme Fesili za piedpokladu, ze Reynoldsovo &islo, které uréuje typ proudéni, je stejné
i pro polovi¢ni model helikoptéry. Koeficient odporu C' vSak na Reynoldsovu ¢islu zavisi, pti
nékterych hodnotach dosti vyznamné.

Uloha I1.4 ... zoufali troseénici (4 body; primér 1,32; vesilo 31 student)

Trosecnici na severnim pdlu si chtéji zpiijemnit chvili pred bliZici se smrti poslednim Salkem
kavy. Poradte jim, jak si maji ohfat vodu, aby se ji dostalo na co nejvice z nich. Se svymi
skromnymi technickymi prostiedky mohou ohfev realizovat nasledujicimi zpiisoby:

a) Akumuldtor o vnitfnim odporu 2R pfimo prFipoji k topné spirale o odporu R.

b) Tentyz akumulétor p¥ipoji do série s topnou spiralou a kondenzatorem. Pokazdé, kdyz se
kondenzator nabije, jej z obvodu vytahnou a pripoji obracené.

¢) Timtéz akumuldtorem budou st¥idavé nabijet kondenzdtor a vybijet ho pres topnou spirdlu.

Nasi trosecnici si na severni p6l dovezli vskutku nadstandardni vybaveni — maji akumulator,
kondenzéator a topnou spiralu. Jako nejjednodussi zpusob, jak ohfat vodu, se jevi vyuzit pouze
akumulator a topnou spiralu. Ale bude tento zptisob nejuc¢innéjsi? Uéinnosti ve tfech moz-
nych zapojenich si rozeberme podrobné. Pocitame pritom teoretické tc¢innosti, tzn. skuteéné
Gc¢innosti zahrnujici ztraty na jednotlivych spotfebicich jsou jesté mensi.

a) Energie zdroje se spotfebuje na zahfati zdroje o odporu 2R a topné spiraly o odporu R.
Akumulator a spirala jsou zapojeny do série. Obéma tak prochézi stejny proud a toto zapo-
jeni funguje jako napétovy déli¢. Napéti se rozdéli v poméru odporti. Na akumulatoru bude
napéti 2U/3 a na spirale U/3. Vykon se rozdéli ve stejném poméru. U tohoto zapojeni jsou
tedy troseénici schopni vyuzit 1/3 mozného vykonu.

b) Projdeme si spole¢né jeden cyklus od okamziku, kdy je na kondenzatoru nulové napéti, do
okamziku, kdy je opét témér vybity. Po pfipojeni napajeni bude obvodem prochazet proud
I = U/3R az do chvile, nez se kondenzator nabije na napéti U. Zdroj vykonal praci CU?2.
Z toho energii CU?/2 ziskal kondenzator a zbyld CU?/2 se rozdélila v poméru 2:1 mezi
akumulator a topnou spiralu. Na spiralu tedy ptipada CU?/6.

Poté kondenzator z obvodu vytdhneme a pfipojime obracené. Nyni kondenzator podpo-
ruje zdroj ve vykonani prace CU2. V obvodu je celkova energie 3CU? /2, protoze do celkové
energie musime zapoéitat i energii nabitého kondenzatoru CU?/2. Po skonéeni cyklu je
kondenzator vybity, tj. jeho energie je nulova. VSechna energie se podle zdkona zachovani
energie musela rozdélit mezi akumuldtor a spiradlu. Obdobné jako v a) v poméru 2:1. V této
&asti cyklu ziskala topné spirdla energii CU?/2.

Celkova energeticka bilance nam ¥ika, Ze béhem jednoho cyklu zdroj doda energii 2CU?
a spirala pfijme 2CU?/3. Vykon je tedy stejny jako v &asti a), a to 1/3 celkového vykonu.
Samoziejmé bychom méli vzit v tvahu, ze pfi tomto zapojeni budou ztraty vétsi nez pri
zapojeni a).

¢) Nejdfive zapojime do obvodu pouze akumuldtor a kondenzator. Z energie odebrané z aku-
mulétoru ziskd kondenzator energii CU?/2. Po nabiti kondenzéator odpojime a nechame jej
vybijet pfes topnou spiralu. Té pfeda kondenzator svou energii. Tento zpusob je nejucinnéjsi,
protoze se pfi ném na spirdle 1/2 mozné energie pfeméni na teplo.
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Uloha II.P ... nedekana piekazka (5 bodi; primér 1,63; vesilo 51 studenti)

Ridi¢ automobilu jedouciho rychlosti v néhle spati, Ze jeho viiz sméfuje doprostred betonové
zdi sitky 2d ve vzdalenosti l. Soucinitel klidového tieni mezi pneumatikami a vozovkou je f.

je to jesté mozné.

Podobné jako u minulych tloh (napf. osklivé kacatko) Slo v této tloze o nalezeni néjaké
»optimalni“ trajektorie. V praxi bychom casto radi znali skute¢né optimalni feseni, ale mnohdy
se spokojime i s feSenim, které je pouze lepsi nez ostatni. To je zdkladem rozmanitych pfibliznych
metod, se kterymi se urcité setkate coby fyzici ¢i inzenyfi. Hledani nejlepsiho feSeni je obecné
pracné, musime si vzdy rozvazit, zda nam zlepSeni vysledku stoji za vynaloZenou nadmahu.

Podivejme se nejprve, kterak se muze auto pohybovat. Ze zadani vime, ze koeficient tieni
mezi pneumatikami a zemi je roven f. Proto nejvétsi piipustné zrychleni (zpomaleni) ziskame
z rovnice ma = mgf, tj.

a=fg.

Auto muze brzdit, zrychlovat ¢i zatacet libovolné, oviem nejvyse s timto zrychlenim.

Déle je jasné, ze stihne-li auto zabrzdit d¥iv, nez narazi do zdi, miize objet libovolnou zed.
To nastane, plati-li I > vt — at?/2, kde &as t odpovida tplnému zabrzdéni, &ili v = at. Odtud
1 > v?/2a znamena pro Fidice jistou zachranu.

Abychom potésili ty, ktefi fesili i pohyb po kruznici, rozebereme jej také. Ziejmé nejmensi
polomér takové kruznice se dostane z maximalni velikosti tfeci sily, kterd je zaroven silou

dostiedivou. Odtud

v2

—=7Jg.

r
Nejvétsi pripustny polomér kruznice odpovida kruznici, kterd se zdi praveé dotkne. Z obrazku
a Pythagorovy véty vidime vztah r? =12 + (r — d)2, tedy

12 +d?
r=—:.
2d

Po kruznici ma smysl jet jen tehdy, kdyz rychlost, odpo-
vidajici tomuto poloméru, je vétsi nez maximalni rychlost,
kdy je auto jesté schopno zabrzdit. Ponévadz polomér je pti
stejné rychlosti roven dvojnasobku brzdné drahy, odpovida
to podmince r > 2I. Timto ziskdvame kvadratickou nerov-

nici
(1)2_4l+1>o
d d ’

Obr. 25 ktera je splnéna pro I/d > 2 ++/3 a l/d < 2 — /3. Zde si
vSak musime uvédomit, ze druhé feseni jest irelevantni, coz vétSina z vas, ktefi jste se dostali
az sem, neud€lala. Pak totiz pro Sifku zdi plati d > 7, tedy kruznice kraj zdi protne az na
,zpatecni cesté”; predtim uz jednou zed protla.

Nyni prozkouméame, jaka je nejlepsi mozné strategie. Pouzijeme trik motivovany nasledujici
avahou. V soufadnicové soustavé spojené se zemi se ndm pohyb auta komplikuje tim, Ze v ni ma
auto urcitou pocatec¢ni rychlost, pficemz neni geometricky jasné, jak pfesné k pohybu pfispélo
zrychlovani a jak pavodni rychlost. Trik spociva ve sledovani pohybu ze souradnicové soustavy,
kde je auto na pocatku v klidu. V této soustavé je situace jednodussi, naptiklad rovhomérnému
zrychleni v jednom sméru odpovida piimka, coz je pfijemné. Zed se tam pohybuje rovnomérné
smérem k autu. Necht se zed pohybuje doleva, na zafatku méla z-ovou soufadnici rovnu [
a v Case t bude tato soufadnice rovna ! — vt. Pfedpokladejme, Ze zed je velmi velkd (tedy Ze
urcité nejde objet).

24



Resend teoretickych 4iloh

Zkoumejme pohyby auta s konstantnim zrychlenim v jednom smeéru, tj. po pfimkach, jak uz
bylo feceno. Kdyz se auto po néjaké primce pohybuje, nékde se s tou velkou zdi srazi. V nasi
roviné si tento bod oznac¢me teckou. Kdyz budeme ménit smér primky, budeme dostavat rtizné
tecky, jejichz spojenim vznikne uzaviend spojita kiivka (,kapka“). Spojitost plyne z oekavani,
ze kdyZ malinko zménime smér, posune se pfislusny prusecik taky o malinko (bez skokt). Kdy-
bychom ptimku oto¢ili o 360°, vratime se do puvodniho priseciku, coz predstavuje uzavienost
kiivky tvorené pruseciky.

Ulohu méme vytesenou, kdy# si uvédomime, ze auticko nemiize bez srazky se zdi protnout
tuto kfivku. Kdyby se totiz auticko pohybovalo jinak nez pfimo, do pfislusného bodu kfivky
se nutné dostane pozdé&ji, ale v tu dobu tam uz byla zed. Pro¢ pozdéji? Piimka odpovida
veskerému usili vynaloZzenému na zrychlovani v daném sméru. Po obecné kiivce se zrychleni
vynaklada i do jinych smeéra, takze na nas smér zbyde méné. Nyni ndm bude zifejmé nasledujici
tvrzeni. Nejvétsi zed, kterou jde objet, odpovidd maximu prisecikové kiivky.

y/
spojnice
auto
0 z!
Z ! Z
zed pFi srazce zed, t =10

Obr. 26

Shriime nabyté poznatky: dokézali jsme, Ze nejvyhodnéjsi je zrychlovat s konstantnim zrych-
lenim v néjakém pevném sméru a ze tento smér odpovidd maximu té kiivky. Nyni zbyva najit
jeho polohu. To lze provést standardnimi metodami (anulovéanim derivace). Ma to ovSem jeden
drobny hacek, a sice pro polohu maxima obdrzime rovnici 4. stupné, kterou sice jde vyTesit
v uzavieném tvaru (tj. pomoci odmocnin narozdil od rovnic vyssich stupnt), ale dost slozité.
Nicméné existuje i priuchodnéjsi postup.

Vréatime se zpatky na zem, kde zed stoji a auto brzdi. Ted jsme bohat$i o informaci, jak mame
jet, jesté vsak nevime, kam mame jet. Za tim tucelem musime vysledovat, co v této soustavé
predstavuji pfimky v predchozi soustavé. Uz v prvnim roc¢niku jste se dozveédéli o vrhu sikmém,
kde zrychleni mé konstantni smér doli. Trajektorii je parabola se svislou osou. Analogicky
v na$i situaci bude trajektorii parabola s osou ve sméru zrychleni. Kdyz budeme ménit smér,
budeme dostavat rizné paraboly. Parametrickd rovnice takové paraboly je

T = vt — %acosgotz,

y = %asing@tQ.

Nyni pouzijeme myslenku hledani maxim pomoci derivaci. Jak vite, extrému odpovida nu-
lova derivace. To ale znamena, Zze pfi malém posunuti od vychoziho bodu se hodnota funkce
v prvnim pfibliZzeni nezméni, nebot te¢na grafu, jez jej aproximuje v okoli tohoto bodu, ma
nulovy sklon. Tuto mys$lenku pouzijeme néasledujicim zptisobem. Necht prekazka stoji ve vzda-
lenosti z. Chceme najit parabolu, ktera je pro toto x nejvyse, pfi¢emz ruzné paraboly dostavame
ruznou volbou thlu ¢ — sméru zrychleni. Mame-li takovou parabolu, pak pfi malé zméné thlu ¢
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o dy se podle tvahy vyse vyska paraboly v prvnim pfiblizeni nesmi zménit. Mizeme zménu
vysky explicitné spocitat a polozit ji rovnou nule.

Mala potiz spoc¢iva v tom, ze aby ziistalo  pevné, musi se zménit ¢as. Necht se tthel zméni
o dy a cas, kdy méa autic¢ko soufadnici x, z ¢t na t + dt. Nyni napiSeme rovnici, ktera vyjadfuje,
ze se x nezménilo, tedy rovnici pro z-ovou slozku zmény paraboly. Plati

dz =v(t +dt) — %a(cosgp +dcos)(t+dt)? — vt + %acosapt2 =
= (v —atcosp)dt + %asincthdtp,

nebot d cos ¢ = —sin p dp. Pozadujeme dxz = 0, coz ndm dava vztah mezi dt a dp
1 2
sasinpt
dt = 24smet” de.
atcosp —v

NapiSeme rovnici pro zménu y, kam posléze dosadime za dt z pravé ziskaného vztahu
dy = %a (sing + dsin) (t +dt)? — %asin(th =asinptdt + %acoscpt2 dep,
nebot dsin ¢ = cos ¢ dp. Podminka maxima je dy = 0, coZ po dosazeni piedstavuje rovnost
vecosp = at.

Vsimnéte si, ze tato podminka je ekvivalentni tvrzeni, Ze nejvyssi bod je roven vrcholu néjaké
paraboly, kde je rychlost kolmé na zrychleni.

Ziskali jsme moznost napsat parametrickou rovnici kfivky, ktera je pro kazdé x stejné vysoka
jako nejvyssi parabola (tzv. obalova kiivka). Muzete ji vidét na obrazku 27 (silné vytazena
kfivka). Parametrickou rovnici této kiivky ziskdme dosazenim posledniho vztahu do rovnic
paraboly

v2 v2 3
r=—cosp — —cos’p,
a 2a
v? 9
y= —sinpcos® p.
2a

Oznacime-li v2/2a (coz, jak vime, je brzdna draha) jako p, pak vidime, Ze pro danou piekazku
vSe zavisi pouze na tomto parametru a nikoliv na rychlosti a zrychleni oddélené.

y
0.5

0.4;
0. 3¢

0.2

26



Resend teoretickych 4iloh

Je-li vzdalenost zdi od pocatku [, pak, lze-li ji objet, musi platit y > d. Chceme najit
maximalni mozny parametr p, pro ktery danou zed lze objet. To odpovidd maximalni mozné
pocatecni rychlosti, pfipadné minimalnimu moznému zrychleni. Nase kfivka se bude pfi zvét-
Sovani p evidentné ,prfimackavat® k ose x. Pfi takovém pohybu nékdy protne okraj zdi a to
odpovida hledanému maximalnimu p. Zbyva jej najit z rovnice kfivky, kde polozime x = [
a y = d. Podélime-li rovnice, ziskame

d sin ¢ cos? tg e

1= 2cosp—cosdp 14 2tg2¢p’

jak plyne z vyjadieni tg ¢ = sin ¢/ cos p. Ekvivalentné 1/ cos? p = 1 + tg?2 ¢,
9 l
2tg” p — gtgg0+1 =0.

Ma4-1i tato rovnice kladné feSeni, lze zed jesté objet. Bude tomu tak zfejmé pro

l2
D= - 8>0,
alesponi jeden kofen pak musi vyjit v&tsi nez nula, nebot u tg ¢ stoji zdporné éislo. Pfichazime
k zavéru, ze danou prekazku lze objet, kdyz je pomér jeji polositky ku vzdalenosti od auticka
mensi nez 1/\/§
Podotykam, ze jsme pozadovali [ < p. Méli bychom tedy oveérit, plati-li pravé odvozena
podminka, dostaneme-li doopravdy p > [. Za tim tGc¢elem pfepiseme rovnici pro ! do tvaru

l l tg @

P d(1+1tg2p)3/2

Leva, a tedy i prava strana méa byt mensi nez 1. Dosadime za tg ¢ z vySe uvedené kvadratické
rovnice, kde volime znaménko + (znaménko — odpovida protnuti sestupné éasti obalové kiivky
a nas nezajima) a analyzujeme pravou stranu. Takto bychom, nejspise numericky, zjistili, ze
musi platit I/d > 2,844, zatimco nase ptivodni kritérium ¥ika I1/d > /8 =~ 2,828.

Shriime vse, co jsme vydedukovali. Necht mame néjakou piekdzku v néjaké vzddlenosti.
Objet ji, aniz bychom museli byt schopni zastavit, lze pouze, pokud je splnéna vyse uvedend
podminka, respektive jeji zpfesnénd varianta. Pak mutzeme dopocitat maximalni mozny para-
metr p, tedy maximalni moznou vstupni rychlost pro dané zrychleni anebo minimalni potfebné
zrychleni pro danou rychlost. V opa¢ném pfipadé se jednoznac¢né vyplati jet pfimo ke zdi a brz-
dit. Nésledky srazky totiz urcuje hybnost ve sméru kolmém na zed a tu v okamziku srazky
uéinime nejmensi, budeme-li v tomto sméru brzdit.

Zde je jiz mozné prestat s feSenim. Splnili jsme to, co jsme si na zac¢atku predsevzali; nemame
sice pfesny vzorecek, ktery by nam pro danou prekdzku umoznil rozhodnout, 1ze-1i ji objet, ale
mame dobry odhad a jsme piipadné schopni numericky ovéfit, jestli se nemylime.
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Uloha III.1 ... teplota na Zemi (4 body; primér 2,62; vesilo 53 studentii)

Priimérné teplota na povrchu Zemé je T = 287 K. Jaka bude nova priimérné teplota T,
pokud se stiedni vzdélenost mezi Zemi a Sluncem zkrati o 1 %7

Predpokladejme, ze Slunce izotropné vyzafuje energii, coz zpusobuje, ze na Zemi je veétsi
teplota, nez je teplota vakua (asi 2,7 K). Ma-li Slunce celkovy zarivy vykon Q, je ve vzdalenosti r
prislusné intenzita

_Q
T 4mr2

Vykon pripadajici na povrch Zemé je potom P = ES, kde S je plosny obsah fezu Zemi. Pokud
se vzdalenost mezi Zemi a Sluncem zmensi o 1%, zvétsi se piislusny vykon

P =F'S = Q S = Q S =1,02P.
4mr'2 47 (0,99r)2

Abychom zjistili, jak se zméni teplota na Zemi, musime znat vztah mezi zafivym vykonem
a teplotou. Ve stacionarnim stavu (teplota na Zemi se neméni) se musi pfijatd energie od
Slunce rovnat vyzafené energii. Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze se Zemé chova jako
Cerné téleso. Pro zafivy vykon potom plati Stefantiv-Boltzmanntiv vztah P = ¢T%, kde ¢ =
=5,67-10"8 W-m—2.K—* je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Z toho jiz snadno dopoéitame
novou teplotu 77.

P’ T/4

5= 7 =1,02 = T =4/1,027 = 1,005T.

Po dosazeni dostaneme T’ = 288,4K, co# je zména asi o 1,4 K.

Uloha II1.2 ... pobiezZni hlidka (4 body; primér 2,50; vesilo 32 student1i)

Plav¢ik stojici ve vzdalenosti D od biehu more nahle spatri topici se bujnou blondynku, ktera
doplavala do vzdélenosti D od biehu (viz obr. 28). Poradte mu, jak se k ni mé co nejrychleji
dostat, pokud rychlost jeho béhu je v a rychlost plavaniv/2. Vzdélenost okraje more od plavéika
zavisi na uhlu ¢ nasledujicim predpisem

d(p) = éD(S cosp —21/16 cos? p — 12cosp — 3 — 3).

plavcik D D blondynka

Obr. 28. Na plazi

Ujasnéme si nejdiive, pro jaké thly ma dany tvar pobfezi smysl. Zavedme substituci z =
= 8cos p — 3, vztah ze zadani se zjednodusi na

d=—(x—Vz%2-21). (10)

28



Resend teoretickych 4iloh

Reseni mizeme tedy hledat pro x > /21, coz odpovida podmince cos ¢ > (34 1/21)/8. Uhel ¢
se tedy muze pohybovat v intervalu (—18°35’; +18°35/).

Je ziejmé, ze se idealni draha plavcika bude sklddat ze dvou tsecek — nejdfive ubéhne drahu d
po sousi a poté uplave drahu [ k blondynce. Vzdalenost | miZzeme vyjadrit z kosinové véty

1=+/d2+4D2 —4Ddcos p.

Vytkneme d a za cos ¢ dosadime z uvedené substituce.

4D%  D(z + 3)
l=dyf1+— - 22T
\/+ d? 2d

Vztah (10) upravime

3d\? 3d 7D
) = —921 - 4 =
(x D) v = T=5pt g

a dosadime do predchozi rovnice

4D2 3 7D2 3D 3D\? 3D
l=di{/1+ ——=--——— = 2=d/|— ) —-2(— 1.
\/+d2 4 4d? 2d \/(d) (d)+
V poslednim vyrazu uvidime dobfe znamy trojélen a? —2ab+b% = (a—b)?, a protoze 3D/d > 1,
muzeme jej odmocnit.

20=3D —d.
Bézi-li plavcik rychlosti v a plave-li rychlosti v/2, bude celkova doba nutné k zachrané blondynky

d 2 _d+3D-d_3D
v ’U_ v _U.

t =

Dokazali jsme tedy, ze vysledna doba na thlu ¢ vibec nezavisi, plavéik mize vystartovat pod
libovolnym thlem ze zminéného intervalu.

Uloha III.3 ... nabita krychle (4 body; primér 2,40; vesilo 5 studenti)

Jaky je pomér hodnot elektrostatického potencidlu ve vrcholu a ve stfedu nevodivé rovno-
meérné nabité krychle? Celkovy naboj na krychli je Q a délka strany krychle je a. Pfedpokladejte,
Ze elektricky potencial v nekonecnu je nulovy.

Je jasné, ze vypocitat potencidly od tak slozitého (rozuméj nikoliv sféricky symetrického)
télesa, jako je krychle, pfimym vypoctem neni jednoduché. Pokusime se proto vymyslet néjaky
trik, kterym bychom mohli tlohu vyftesit na jeden radek.

Jak znamo, potencial je aditivni veli¢ina, coz znamena, ze mame-li néjaké naboje, které nam
vytvori potencial ¢1, a néjaké jiné naboje, jez vytvori potencidl 2, vSechny ndboje dohromady
vytvori potencial ¢1 + @2. Kli¢ k feseni je pfedstavit si krychli jakozto objekt slozeny z osmi
mensich krychli. Tyto krychle se dotykaji vrcholy uprostied ,,velké* krychle. Ted je jiz ziejmé, ze
staci vypocitat, kterak zavisi potencidl v rohu krychle na velikosti krychle. Doopravdy, potencial
uprostfed velké krychle si pfedstavime jako sumu potencidlt v rozich malych krychli (téch je
osm). Zapsano rovnici

Pkrychle stied — 8- Ppoloviéni krychle vrchol -

Provedeme nasledujici tivahu. Naboje na krychli se v podstaté rozmisti do uzla krystalové
miizky a potencidl muzeme napsat jako soucet potencidli od jednotlivych naboju. Potencial
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od jednoho naboje je, jak znamo, ¢ ~ 1/r (znak ~ znadi tmérnost, vystupuje tam totiz jesté
nepodstatny faktor 1/4weg). S¢itat budeme pres uzly miizky

w~z%~

Nyni tuto krychli roztdhneme do vSech stran, dokud strany nebudou méfit dvakrat tolik.
Vsechny vzdalenosti se dvakrat zvétsi. V rohu nyni bude potencial dvakrat vétsi krychle, ovsem
s osminovou nabojovou hustotou, nebot celkovy nadboj na krychli pfi roztahovani zistal zacho-
van a musel se rozdélit mezi osm malych krychli. Nedostatek vyfesime jednoduse tak, Ze do
uzld nové mrizky posadime ndboj osmkrat vétsi. Vzorec pro potencial dvakrat vétsi krychle

jest tudiz
!
q; 8q; qi
~ =< = =4. — ~4p.
P SE TS D RS L P

Potencial dvakrat vétsi krychle je étyfikrat vétsi. Vsimnéme si, Ze cely postup nezavisi na
konkrétnim tvaru télesa (pro potencidl uprostfed galaxie a uprostied dvakrat vétsi galaxie
(obecné pro geometricky podobné situace) by ndm vyslo to samé). Dale si uvédomme, Ze za
relevantnost triku vdécime malé m¥izkové konstanté — pouze pfi malych vzdalenostech sousedt
muzeme nahradit hustou miizku s naboji g fidkou mfizkou s naboji 8¢q. Ti, co uméji integrovat,
si jisté dosadi do prislusného integralu
P~ / e dVv
r

a vyjde jim to samé; jejich mrizka je nekone¢né husta, maji tzv. kontinuum.
Nyni jiz miZeme napsat vysledek

Pkrychle stied = 8 + Ppoloviéni krychle vrchol = 2. Pkrychle vrchol »
coz bylo spocitat.

Uloha II1.4 ... s vétroném pies kandl (4 body; primér 2,33; vesilo 33 student)

Jeden znamy letec se rozhodl ve vétroni pieletét kanal La Manche. V Calais se nechal
vyvléci do vysky h = 3 km a z této vysky se pfimym klouzavym letem vypravil do Anglie. Jako
dobry pilot vi, kterak pri ustdleném letu vypada zavislost klesaci rychlosti vkj.s na dopredné
rychlosti vqop (viz graf na obr. 6). Poradte mu, jak rychle m4 letét, aby doletél co nejdal.

Kdyz je ve tfech ¢tvrtinach cesty do Anglie, za¢ne od ostrovu fucet silny vitr o rychlosti
10 m's~!. Rozhodnéte, jak rychle ma letét nyni, aby se dostal co nejdal. Jaka by musela byt
rychlost vétru, aby mu znemoznila pristat na pevniné, piipadné aby mu umoznila navrat do
Francie?

Vdop

> Reseni této tilohy je zalozeno na pozorovani, jez mnoho z vas

skutecné zpozorovalo, a sice ze bodu P = (vqop, Vkles) kiivky

odpovida klesaci tihel ¢, jejz spliiuje rovnici tg ¢ = Vikles/Vdop-

Ukles  Chceme-li z dané vysky doletét co nejdal, je ziejmé nutné klesat

pod co mozna nejmensim uhlem. Jak si lze snadno uvédomit,

vedeme-li pfimku z pocéatku soufadnic (toho skuteéného po-

P éatku, tj. (0,0), na obrazku neni), pak thel, jenz svira s osou z,
Obr. 29 je roven pravé ¢ (pohledte na obrézek 29).

Proto chceme najit pfimku s co mozna nejmensim sklonem,

ovSem protinajici kfivku. Vezmeme néjakou primku prochéazejici poc¢atkem a budeme ji otacet.

Nejprve bude protinat kiivku ve dvou bodech, pak v jednom a nakonec viibec. (Toto obecné

(7
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neplati. Je nutné, aby se kfivka ,zatacela“ pofdd na stejnou stranu.) Spravna volba je tudiz
primka protinajici kfivku v jednom bodé — te¢na. Na nasledujicim obrazku se jedna o primku a.

Meéli jsme za ukol zjistit, jakou rychlosti v takovém pripadé poletime. Jednoduse odecteme
z-ovou soufadnici prisec¢iku. Najdeme v = vgop ~ 76 km-h~! (zanedbavame maly thel kle-
sani). V dalsim budeme potfebovat znat i tangens ithlu klesdni. Ten odméfime nejlépe tak, ze
zvolime bod na pfislusné primce, odecteme jeho soutradnice, a vypocitame tg ¢ podle vzorce
vyse. Nalezneme tg ¢ ~ 0,0273.

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120

T T T T :I : T Udop
km-h™*
1 -
2 -
3 L
4 -
d
Ukles
m-s

Obr. 30

Rozmysleme si, co se stane, kdyz zacne foukat protivitr. Nase kfivka udava do souvislosti
slozky rychlosti vici proudicimu vzduchu. Za bezvétii je krivka platna i vici zemi, avsak pri
protivétru ji musime upravit. Zfejmé nezméni svij tvar, celd zména se redukuje na posunuti
pocéatku soufadnic ve sméru vqop 0 rychlost vétru, nebot letadlo letici stejnou rychlosti vici
vzduchu leti pomaleji vii¢i zemi. Nyni provedeme tplné stejnou proceduru jako v predchozim
bodé, pouze te¢nu povedeme z nového pocatku souradnic. Na obrazku tecné odpovida piimka b.
Nejvyhodnéjsi rychlost odeéteme rovnu asi 79 km-h—1.

Nyni vypocitame, v jaké vysce se bude vétron nalézat ve tfech ¢tvrtindch cesty do Anglie.
Na mapé muzeme odmérit Sitku Kanalu, jenz je okolo Calais Siroky asi 40 km. Odtud vyska
vétroné 10km od pobtezi Anglie bude b’ = 3km — tg - 30km ~ 2,2km. M4-li vitr zabranit
vétroni dosdhnout biehu, musi fuéet tak rychle, aby tihel kleséni letadla byl vétsi nez tthel nutny
k dosazeni bfehu. Tento oznacime « a plati pro néj vztah tga = h’/10km. Odtud tga ~ 0,22.
Jak jsme jiz podotkli, uhlu klesani odpovidé thel pfimky vedené pocatkem souradnic a bodem
kfivky, ve kterém se letadlo nachazi. Nejmensi tihel odpovida te¢né. Proto mezni rychlost vétru
bude takova, ze te¢na ke kiivce vedend z nového pocatku souradnic bude mit pravé nalezenou
smérnici. Jelikoz smérnici zndme, musime najit bod na kfivce, ve kterém ma tecna tutéz smér-
nici. To se snadno zkonstruuje podobné, jako kreslime rovnobézky pomoci dvou pravitek. Na
obrazku situaci vyjadiuje pfimka c. Rychlost vétru je x-ova souradnice priseciku tecny s osou x,
tedy ~ 50 km-h—!. Muzete si snadno ovéfit, Ze se vétron muze vratit do Francie pfi libovolném
vétru, jinymi slovy pilot nebyl zas az takovy dobrodruh.

Jako bonus zjistéme, kdy vétron muize ve vzduchu couvat. Po kratkém premysleni si uvédo-
mime, ze vétron musi letét co nejpomaleji a protivitr musi byt co nejrychlejsi. Odtud uz snadno
odvodime, ze pfimka d na obrazku, tedy tecna ke kfivce v nejkrajnéjsim bodé, fesi alohu.

Krivka v zadani byla dosti plocha — odtud plyne jen maly rozdil v optimalnich rychlostech.
I kdyz se od kfivek vykonnych vétronu prili§ nelisi, pfeci jen jsme situaci podcenili, coz vam
ztizilo (znepfesnilo) konstrukci.
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Uloha II1. P ... véZ z vozickii (5 bodi; primér 1,87; vesilo 23 studentii)

Urcete zrychleni prvniho a stého vozicku (poéitano od zemé) na obrazku 31. Vozickil je neko-
nec¢né mnoho, na obrazku jsou zakresleny jen prvni ¢tyri. Spodni vozi¢ek ma hmotnost m, dalsi
vozicek, ktery po ném jezdi, a zdvazi, se kterym je spojen, ma hmotnost m/2. Podobné dalsi
vozicek a zdvazi ma hmotnost m/4 atd. Predpoklddejte, ze zdvazi jsou pfipevnéna k vozickim,
tj. Ze se ve svislém sméru neodchyluji. Tfeni mezi jednotlivymi vozicky zanedbejte.

Pro kazdy vozicek ze soustavy (mimo prvni) bude platit stejnd pohybova rovnice, tedy az
na indexy, které nam fikaji, o ktery vozicek, resp. zrychleni jde. VSechna zrychleni orientujeme
tak, ze jejich soufadnice a, budou kladné.

Zabyvejme se nyni tim, jaké sily pusobi na n-ty vozicek
o hmotnosti m, = m/2"~! (vystupuje zde n — 1, nebot chceme,

!

T3 % aby prvni vozi¢ek mél hmotnost dle zadani rovnu m). Soutrad-
Té nici zrychleni tohoto vozicku ozna¢me an. S timto vozickem se
L m T- zaroven pohybuje i zdvazi o hmotnosti mn4+1 = m/2™. Déle na
1 2 n-ty vozicek pusobi dvé sily, tahova sila o velikosti 75, a sila
Q Q T, ° velikosti T, | |, kterd se prenasi pies kladku vozicku. T/, je
m 2 reakci na T,11 a je stejné velkd . Nadale budeme viude psét
% jen Tp41 namisto T, 41 Pohybovou rovnici miiZeme prozatim

O (@) zapsat takto

7/
m m

Obr. 31 (2%1 + 2—”) an =T + Tt - (11)

Nyni potifebujeme urcit velikost tahové sily T;,. Na n-té téleso zavésené na lané ptisobi jen
tihova sila o velikosti myg. Toto téleso se vsak navic pohybuje se zrychlenim a, + an—1 doli,
kde zrychleni a,, je zpusobeno vazbou lana a zrychleni a,_1 faktem, ze vozicek drzici kladku
s ni ujizdi timto zrychlenim opa¢nym smérem pry¢. Tim padem plati nésledujici pohybova
rovnice pro zavésené téleso

m
on—1

(an + an—l) = on—1 g — Tn

a odtud pro Ty, resp. Ty, 41 plati

m
- on—1

m
Ty (g_an_anfl)v Th+1 = ﬁ(g_an+1 _a'fl)'

2
Tyto vztahy dosadime do (11) a po tpravich dostavame rekurentni vzorec

an4+1 + 6an +2ap—1 =39, Vn>2. (12)
Nyni si vS§imneme, Ze rovnici (12) fesi konstantni posloupnost an (an = an+1, Vn > 2), pak

dosazenim do (12) zjistime, e pro viechna n je a, = g/3. Toto feseni neni ale jediné. Resenim
je také g/3 + h, kde h vyhovuje rovnici s nulovou pravou stranou

an+1 + 6an, +2an—1=0. (13)

O tom se muZete sami presvédéit dosazenim. Abychom zjistili vSechna FeSeni rovnice (13),
odbo¢ime na chvili od fyzikdlniho problému a ukaZeme, jak obdobné rovnice (nazyvame je
diferen¢ni) Fesit

Budeme predpokladat feseni ve tvaru ", x # 0. To znamend, Ze vSude namisto a, napi-
geme ", obdobné misto a,41 napieme z" 11 atd. Mé&jme obecnou rovnici

Cr@n4r + -+ clant1 + coan =0,
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kterou prevedeme na
™4 ez b =0 = e 4 Faxl4e =0,

toto je rovnice r-tého stupné. Pokud najdeme r rizngch! kofenti 1, . .. ,z,, pro feseni diferenéni
rovnice plati
an = kix{ + -+ kray,

kde k1,...,kn jsou neznamé koeficienty, které miazeme urcit z pocatecnich podminek. Zkuste
si vypocitat, jak vypada explicitni vzorec pro Fibonacciho posloupnost, pro kterou plati ag =
=0,a1 =1aapt1 =an +an—1.

Tento postup aplikujme na rovnici (13). Dostaneme rovnici

2" 462"+ 22" =0 = 2+ 62+2=0.
Kvadratickad rovnice mé dvé feseni
z1=-3—-V7, zy=-3+V7.
Rovnice (13) méa pak FeSeni
an =k1(=3 = VT)" + ka(=3 + V7)™,

kde k1, k2 jsou neznamé koeficienty.

Nyni se vratme opét k fyzice. Jak jsme jiz fekli, FeSeni rovnice (12) je rovno g/3 + h, kde h
je feseni (13), a tedy zrychleni n-tého vozi¢ku vypocitame

an =29+ k1(=3 = V)" + ka(=3+ V)",
kde k1, ko musime urcit. Je zfejmé, ze k1 musi byt rovno nule, nebot | — 3 — /7| > 1, a pokud
by bylo k1 nenulové pro n rostouci do nekonecna, zrychleni by rostlo nade vSechny meze. To
ale neni mozné, protoze nejvyssi mozné zrychleni v tihovém poli je rovno g. O koeficientu ko
neumime zatim nic ¥ici. Oznaéme X\ = —3 4 /7, pfedchozi rovnice se potom piepise na
an:%g-i-k:g)\n, Yn > 2. (14)

Abychom ur¢ili, ¢emu je roven koeficient k2, potfebujeme jesté jednu rovnici. Tou bude
pohybova rovnice pro zrychleni prvniho vozicku. Urychluje jej jen sila pfenasena od kladky.
Pohybova rovnice pro prvni vozi¢ek pak vypada takto

%mal = %m(g —a1 —a2).
Dosazenim za n = 2 v rovnici (14) dostavame
as = %g + ko )\2 .

Tuto rovnici dosadime do pohybové rovnice pro prvni vozicek, abychom zjistili, cemu je rovno
jeho zrychleni. Po kratkych apravach dostaneme

a; = ég— %kg)@.

1) pro vicenasobné kofeny toto neplati

33



FYKOS, XVIII. ro¢nik

SepiSme si pro pfehlednost vztahy, které pouzijeme pro vypocet kz. Jako posledni vyuzijeme
rovnice (13) pron = 2

a1 =g — TkeX?, az=3g+kaX?, az=1g+ka)?,

a3 + 6a2 + 2a1 = 3g .

Nyni dosadime za a1, a2 a az do posledni rovnice, z toho si vyjadiime ks.

g

1 3 2,1 17,42
39+ kaA® +29+ 6k + 59— 5keX* =39 = ko=-——F—"-—"—.
59 + k2A” + 29 + 6k2 A" 4+ 59 — 5k2 g 2 B2(5,5+ N)

Pfimym dosazenim do vztahu pro prvni vozicek ziskavame

g g .
a=2- 9 -q1s5,
YT T 126554 N g

An72
an = g 1+ —-.
3 55+ A
Snadno si vSimneme, Ze pro n jdouci do nekone¢na konverguje an ke g/3, protoze |A| < 1.
A konkrétné pro sty vozi¢ek se velikost zrychleni lisi od g/3 az na 45. desetinném misté.

pro n-ty vozicek plati

Uloha IV .1 ... atomovy titok v roce 1985 (4 body; primér 2,23; vesilo 35 student)

Sovétskym generalium dosla trpélivost. Uz se nemohli divat na provokace ze strany ame-
rickych imperialisti a stiskli ¢erveny knoflik na odpaleni atomové bomby. Hned nato do fidici
mistnosti pribéhl mlady porucik, ktery byl zodpovédny za propocitani drahy letu, Ze si pry pri
vypoctech trochu prihnul ze stakanu vodky a disledkem toho misto na New York miii raketa
na spratelenou Kubu.

Nastésti je ale po ruce nahradni bomba, kterou by se ta ptuvodni dala sestfelit, ¢imz by
se zamezilo rozkolu v socialistickém tabore. Piuvodni raketa byla vystrelena rychlosti v pod
thlem «. Jaky thel odpéleni 3 druhé rakety maji sovétsti experti nastavit, aby tu prvni zasahli,
kdyZ mezi obéma odpaly je ¢asova prodleva T'?

Diskutujte, kdy se da mir mezi spiatelenymi zemémi zachranit a kdy uz ne. Odpor vzduchu
zanedbejte. Vsichni samoziejmé vite, ze Zemé je placata a jeji gravitacni pole je homogenni.

Nejprve zavedeme vhodnou soustavu soufadnic (pocatek umistime do mista startu raket,
osa x bude vodorovna), pak lze popsat pohyb raket nasledujicimi rovnicemi

z1 =vo(t+ T)cosa,

y1 =vo(t+ T)sina — 59(t +T)*,

xo = votcos 3,

y2 = votsin 3 — %th ,
kde x1 a y1 jsou soufadnice prvni rakety a 2 a y2 jsou souradnice druhé rakety, ¢ je ¢as uplynuly
od vystreleni druhé rakety, vg je pocatecni rychlost raket a g je tihové zrychleni, zbylé veli¢iny

jsou dle zadani. Pro srazku musi platit 1 = z2 a y1 = y2, porovnanim pfislusnych rovnic
ziskdme soustavu dvou rovnic s nezndmymi 3 a t. Z rovnic pro xz-ové souradnice vyjadiime

T cos o

cos 3 —cosar

Upravujme déle rovnici y-ovych souradnic

votsina + voT sino — %gT2 — gtT = votsing3,
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po dosazeni za t

2 .
R gT“ cosa voT cos asin 3
+v0Tsma7%gT27 =
cos 3 — cos cos 3 — cosa

voT cos asin o

cos 3 — cosa

voT cosasina + (voT sina — %gT2)(cos B —cosa) — gT?% cosa = voT cos asin
dostaneme rovnici
(%gT2 —voT sina) cos B8+ voT cos asin 3 + %gT2 cosa=0.

Pro prehlednost v dal$im textu oznac¢me A = gT2/2 —voTsina, B = vogT cosax a C =
= gT? cos /2. Protoze 3 € (0,n/2), plati

By/1—cos?23=—(AcosfB+C).

Rovnici umocnime na druhou (miiZze tak pfibyt neplatné feSeni) a upravime do tvaru kvadratické
rovnice pro cos (3
(A2 + BQ)COS2B+ 2CAcosB+C?—B?2=0,
jeji feSeni po zpétné substituci a tpravé jsou
2gTvg sina — g?T? + 41}3 F 29T vp sin
92T? — 4gTvg sin o + 4v3

cos 3 = oS o,

smysl méa vsak jen cos 3 kladné

4118 — gQT2
g2T? — 4gTvg sin a + 4'08

cosf3 = cosa,

coz je hledany vysledek.

Nakonec najdéme podminku pro moznost sestfeleni rakety. Je zfejmé, ze mezi mezi sestfe-
lenim rakety za letu a nestihnutim sestielit raketu je situace, kdy sestielime raketu pravé pri
dopadu. Pro tuto situaci plati, Ze obé rakety musi mit stejnou vzdalenost dopadu, a tudiz
vzhledem k tomu, Ze maji jinak stejné vlastnosti, musi platit sin 2ac = sin 23. A protoze obecné
hledame feseni pro T' # 0, musi byt 3 = /2 — «, tedy cos a = sin 3, pfiCemz aby mohla druha
raketa vyletét pozdéji a sestfelit prvni, musi byt 3 < a. Pro dobu letu rakety plati

t=2vp/g-sinf < 2vp/g-sina.

Z rovnosti z-ovych soufadnic vgt cos 8 = vg(t+7T) cos a po dosazeni vyjadifime podminku pro T’

2v,
T< fo(sina —cosa).
g
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Uloha IV .2 ... za niti (4 body; primér 2,41; vesilo 29 studenti)

Vélecek o malém poloméru r a hmotnosti m se kutali z naklonéné roviny a na jejim konci
prejde hladce do vodorovného pohybu po podlozce. Pfitom na sebe namotava nit o délkové
hustoté p. V jaké vzdalenosti od konce naklonéné roviny se valecek zastavi? Dale znate vysku
naklonéné roviny h a jeji sklon a. TFeni zanedbavejte.

Zamysleme se nejprve, zda se valecek zastavi, nebo nezastavi. Na pocatku nit lezi na pod-
loZce a véalecek ji svym pohybem vyzvedava do uréité vysky. Tim vykonava préaci a spotiebovava
energii. Z toho tedy plyne, Ze se po vyzvednuti urcité casti nité zastavi. Tato ivaha néas na-
bada k feseni této tilohy pomoci zakona zachovani energie. Hladinu nulové potencialni energie
umistime do vysky podlozky. Nit lezici na zemi bude mit tedy nulovou potencialni energii. Na
obrazku 32 je nakreslen valecek na pocatku a po zastaveni.

Nejprve vypocitejme velikost mechanické energie na
pocatku. Valecek se nehybe, jeho kinetickad energie je tu-
diz nulova. Délka nité na naklonéné roviné o vysce h
a sklonu « je rovna | = h/sina, jeji hmotnost je pak

T
h ; rovna my = ph/sina. Tézisté nité na naklonéné roving
N @ je ve vysce h/2. Potenciélni energie nité je tedy rovna
Il
Obr. 32 / 1 h?og
. Enit = §mngh =

2sina

Celkovéa energie na pocatku je rovna

h%og

Epoe =
P 2sina

+ mg(h +rcosa).

Tato energie se postupné pfeménuje v kinetickou energii valecku, pozdéji zpét v potencialni
energii vyzvednuté nité. Skutec¢nost, ze valeéek bude mit dost energie na to, aby se skutdlel
z naklonéné roviny, ndm zajistuje jeho maly rozmér. Kdyz se valeéek zastavi, bude mit na sobé
namotanou nit o délce [ + z, kde = je vzdalenost mista zastaveni valecku od naklonéné roviny.
Zbytek nité bude lezet na podlozce. Celkova energie bude tedy rovna potencidlni energii valecku
a namotané nité. Tuto energii pak porovname s pocatecni energii soustavy.

Predpokladejme, ze po zastaveni valecku je nit namotand celymi otackami. Pro¢ takovy
zjednodusujici predpoklad provadime? Pokud bychom vypocéitali pfesné potencidlni energii nité
namotané na valecku, zjistili bychom po porovnani pocéatecni a konecné energie soustavy, ze
dostadvame analyticky nefesitelnou rovnici pro . Musime tedy provést aproximaci. Navic toto
zjednoduseni nam nijak vyznamné neovlivni vysledek. Cim delsi nit bude namotan4, tim pies-
néjsi feseni dostaneme. Pro maly valecek nam vyjde x mnohem vétsi nez jeho obvod.

hmotnost je rovna g(l + z). Celkovéa kone¢na energie je tedy rovna
Byon = mgr +gro(l + ),

kde prvni ¢len je potencidlni energie valecku a druhy ¢len je potencialni energie nité. Nyni dle
zdkona zachovani energie porovname pocatecni a kone¢nou energii soustavy Epoe = Eyon-

h?og
—— +mg(h+rcosa) =mgr+ gro(l + z),
2sina

_mh m(l—cosa) h? _h

T oor ] 2rsina sina
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Konkrétné pro hodnoty napf. m = 200g, r = 5cm, h = 1m, a = 30°, p = 2g-m~! dostavame
urazenou vzdalenost pres 2km. Pouzitd aproximace je tedy v poradku.

Nakonec jesté mald poznamka. Pouzit zdkon zachovani hybnosti pfi pohybu valecku na
roviné nelze, nebot valecek neni zcela oprostén ode vSech vnéjsich sil. Ptsobi na néj tihova sila
skrze nit pfi jejim namotavani.

Uloha IV .3 ... limuzina v garazi (4 body; pramér 2,50; tesilo 32 studenti)

Jeden z vitézu Superstar narazil na problém. Jeho nova limuzina je prilis dlouha na to, aby
se vesla do jeho staré garaze. Kamarad této Superstar, ktery studuje fyziku, si vSak védél rady.
Jelikoz dobre zna praci Alberta Einsteina, uvédomil si, Ze pokud se limuzina rozjede dostatec¢né
rychle, zkrati se jeji délka z pohledu stojiciho pozorovatele natolik, ze se jiz do garaze vejde.

Na zacatku a na konci garaze jsou umistény padaci dvere, které se spusti ve chvili, kdy cela
limuzina bude uvnitf. Z pohledu superstar v limuziné se vsak naopak v disledku kontrakce
délek zkrati garaz a viz se do ni urcité nevejde. Rozhodnéte, zda je mozné timto zpiisobem
limuzinu do této garaze zaparkovat.

Na zacatku bych jen poznamenal, ze tento priklad byl pfed rokem 1989 znadm jako tloha
o vysokém funkcionéafi okresniho vyboru KSC a jeho Tatie 613. Doba se vSak zménila, tudiz se
zmeénilo i zadani dlohy.

Nezavisle na spolecensko-politickém podtextu je feseni tohoto zdanlivého paradoxu nasle-
dovné. Z pohledu pozorovatele, ktery stoji v garazi, je situace jasna. Podle kontrakce délek vidi
zkracenou limuzinu, jak vjizdi do garaze. Kdyz je uvnitt celd, zaklapnou se dvefe a je hotovo.
Limuzina je uvnit¥, tudiz je zaparkovano.

Z pohledu fidice limuziny je situace ponékud slozitéjsi. Vyjdeme z Lorentzovy transformace

’ T — vt

r = —F/—.
v2
VT e

Necht auto narazi pfedkem v ¢ase t = 0 do dvef{ o soufadnici = 0. Ve stejném okamziku se
zaklapnou zadni dvere, jez jsou v bodé x = —g. Pozorovatel v auté uvidi, Ze se dvere zaklaply
v né&jakém (pozdéjsim) ¢ase v bodé o soutadnici

T = -
(do Lorentzovy transformace dosazujeme t = 0, x = —g). V soustavé spojené s autem ma
piedek soufadnici ' = 0 a zadek soutadnici 2’ = —a. Pozadujeme, aby se dvefe zaklaply vlevo

od konce auta (auto jede vii¢i zemi doprava, garaz proto viéi autu ujizdi doleva). To vyjadiime

nerovnici
-9

_ v
c2

odkud dostaneme stejnou nerovnost, jakou bychom dostali pfi vypoctu pomoci kontrakce délek
v soustavé garaze

< —a,

_9
Vi-s |
ez

Zavéreény verdikt tedy zni: Ano, limuzina bude v garazi zaparkovana. Otazkou vsak je, v jakém
stavu ji jeji majitel (at uz je to papalds z dob minulych ¢&i hvézda Soubyznysu z dob pfitomnych)
najde. Po zastaveni se totiz limuzina roztdhne zpét na ptuvodni délku, a do garaze se tudiz
nevejde. To ovSem nic neméni na tom, Ze uz uvniti je. ReSeni tohoto problému vsak jiz nespada
do oblasti specialni teorie relativity, ale spiSe do fyziky pevnych latek. Kazdopadné limuzina po

a <
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tomto pokusu nebude pojizdna. Na to neni jiny recept nez si koupit jinou (¢i ji dostat p¥idélenou
z Ustfedi strany).

Nakonec jeden chybny argument: Limuzinu nelze takto zaparkovat, protoze po zastaveni
se prodlouzi na puvodni délku a nevejde se do garaze. To je sice pravda, ale takto zaparko-
vané limuzina jiz nebude mit ani po zastaveni svou ptvodni délku, tentokrat vsak ne vlivem
relativistickych efektii, avsak v dusledku nevratné deformace.

Uloha IV .4 ... Méssbauertv jev (4 body; primér 8,45; vesilo 20 studentii)

Frekvence fotonu vyzareného jadrem radioaktivniho zeleza neni vzdy stejna, ale pii roz-
padech ruznych jader se nepatrné lisi (to plati i pro jind jddra). Pro jednoduchost predpo-
kladejte, ze hodnota energie fotonu v klidové soustavé jadra zeleza lezi nahodné v intervalu
(Eo — AE,Eg + AE), kde Ey = 14,4 keV (keV = kiloelektronvolt), AE =~ 108 eV (1eV =
=1,602-10"19 J).

a) VyzaFi-li volny nehybny atom Zeleza foton, musi mit tento atom podle zdkona zachovani hyb-
nosti opac¢nou hybnost nez vyzaieny foton. Vypocitejte kinetickou energii takového atomu
a porovnejte ji s veli¢inou AE.

b) Takzvany Mossbauertiiv jev spodiva v tom, Ze je-li foton vyzafen atomem Zeleza vdzanym
v krystalu, muze se hybnost ,,zpétného razu“ predat celému krystalu. Vypocitejte kinetickou
energii krystalu (posun energie fotonu) v tomto pfipadé za pfedpokladu, Ze krystal je slozen
z f4dové 10?3 atomi.

Stejné jako emise fotonu muze probihat i jeho absorpce. Foton vsak miize byt absorbovan

Jjen tehdy, kdyz jeho energie v klidové soustavé jéadra lezi v intervalu (Eg — AE, Eg + AE).
¢) Rozhodnéte, zda mize nehybny atom zeleza absorbovat foton vyzafeny jinym nehybnym

atomem.

d) Vypocitejte, jak rychle se vii¢i sobé musi pohybovat dva kusy Zeleza, aby uz prvni kus
nemohl kvili Dopplerovu jevu absorbovat fotony vyzarené druhym kusem. Dopplerovym
jevem myslime to, Ze frekvence zareni f, kterou vyzaiuje zdroj priblizujici se rychlosti v, se
v nasi soustavé zméni na

v
f=(+3)r
c
Predpokladejte, ze pii emisi i absorpci se uplatiiuje vyse zminény Méssbaueruv jev.

Potrebné konstanty naleznéte v tabulkach.

Pred vlastnim fesenim této tlohy bude dobré vyjasnit si nékteré zvlastnosti ve svété atomii.
Prozkoumejme nejprve proces vyzafovani. Jako cokoliv ve svété atomi je i vyzarovani popsano
kvantovou mechanikou a propocitat jej neni jednoduché. Nicméné nam staci védét, ze atom,
ktery ma energii vét$i nez minimalni, muze pfebytecénou energii vyzafit ve formé fotonu — kvanta
svétla. OvSem foton nemusi reprezentovat pouze svétlo. Zalezi na tom, jakou si nese energii.
Takze fotony s relativné malou energii, které se vyzatruji pfi prechodech v elektronovém obalu,
pro nas znamenaji mikrovlny, svétlo, Rontgenovo zareni, a dokonce i zareni . Jadro vyzaruje
zejména vysokoenergetické v fotony. Jakou energii bude mit vznikly foton, kdyz jadro piejde
z jedné hladiny na druhou? Zdalo by se, Ze to bude obycéejny rozdil energii téchto hladin. OvSem
neni tomu tak, a to hned ze dvou duvodu.

Za prvé, ma-li dojit k pfechodu mezi hladinami, jadro nemuze byt pfesné a pouze ve stavu
odpovidajicim vyssi hladiné. Tento stav je totiz tzv. staciondrni, coz znamena, ze kdyz uz
jednou jadro je v takovém stavu, zlstane v ném navzdy (samoziejmé kdyz do néj ,nestréime®).
Jisté jste uz néco slyseli o superpozici (kombinovani) stavi: jadro pred prechodem je dobrym
prikladem oné znamé Schrodingerovy kocky; jadro je spiSe na vys$si hlading, ale je v ném jiz
namichano néco z nizsi hladiny. Jezto neni jasné, kolik pfesné je tam vyssiho stavu a kolik
nizsiho, neni ani presné dano, jakou energii bude mit vyzafeny foton, nebot energie stavu je
také smés energii onéch dvou hladin. My samoziejmé nevime, v jakém stavu jsou jadra v kusu
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zeleza, se kterym méfime, ale mizeme méfit s mnoha jadry a pak vysledky zpraimeérovat. Takto
ziskame kiivku udéavajici zavislost pravdépodobnosti vyzafreni fotonu na energii. Ve skuteénosti
vypada jako napft. Snézka s vrcholem umisténym nad energii odpovidajici rozdilu energii hladin;
v nasi tloze jsme si situaci zjednodusili.

Druhy duvod, pro¢ energie nebude prosté rozdil energii hladin, je zpétny raz. P¥i procesu
vyzafovani se musi zachovavat energie a hybnost. Hybnost atomu po vyzafreni je opacné nez
hybnost vyzafeného fotonu, byl-li atom pivodné v klidu. Do bilance energie nam vstupuji
zména potencialni energie atomu, energie fotonu a kinetickd energie atomu. Nicméné zména
potenciani energie atomu je prosté rozdil energii hladin, ¢ili z rovnice zakona zachovani energie

Aenergie atomu = kineticka energie atomu + energie fotonu

sezname, Ze energie vyzafovanych fotoni bude mensi o energii zpétného razu. Jak znamo,
FEyxin = %va a p = mv, odkud 2mFEyi, = p?, kde m je hmotnost télesa, jez je vystaveno razu,
v naSem pfipadé atomu. Hybnost fotonu souvisi s energii jako Fioton = pc. Posledni vzorec
plyne z teorie relativity. Velikosti hybnosti se musi rovnat, takze dostavame rovnici

E2
Eo = foton + Efoton .
2mc?
To je obycejna kvadratickd rovnice, my ji ale budeme feSit pouze priblizné, coz nam usnadni
praci. Kdybychom neuvazovali zpétny raz, bude Eioton = Eo. Zpétny raz zpusobi malou zménu
této energie, necht je tato Fioton = Fo — 0, kde § < A je ona mala zména. KdyZ toto feSeni
dosadime do rovnice, dostaneme

_ EZ+6%+25E

0
2mc?

)

kde mtizeme vynechat ¢len §2, nebot je podle pfedpokladu mnohem mensi nez ostatni &leny.
Takto najdeme

6%1 B
2 Eg +me2’
¢ili 1 B
0
E ~FE(l—-—-——-—=].
foton O( 2 EO +m02>

Jeden mol Zeleza vazi asi 56 g a nachéazi se v ném zhruba 6 - 1023 atomii, pro¢ez hmotnost
m~9-10"26kg, Fg = 14,4keV =2,3-1071%J a ¢ = 3-108 m-s~!. Z toho nakonec pro rela-
tivni zménu energie dostaneme hodnotu 1,4 - 10~7, a tedy pro zménu energie 2,0 - 103 eV, coz
je sice méalo v absolutni hodnoté€, ale hodné ve srovnani s rozptylem energii foton zptsobenym
vy$e popsanym mechanismem.

Pojem Mossbauertuv jev je oznaceni pro situaci, kdy zpétny raz je absorbovéan nikoliv jedinym
atomem (jako v pfipadé vyse), nybrz cely krystalem najednou. Nebudeme diskutovat otdzku
podstaty tohoto jevu, nebot je to netrividlni problém kvantové teorie pevnych latek. Pro feseni
nasi ulohy ndm postaci uvazit, Ze miuzeme zachovat predchozi postup, avsak s m rovnajicim se
nikoliv hmotnosti atomu, ale hmotnosti krystalu m’ = Nm, kde N ~ 1-10%3 je pocet atomii
v krystalu. Takto dostaneme pro hodnotu posunu energie odhad 1-10-26 V.

Mame-li vyzafujici volny atom zeleza a absorbujici volny atom Zeleza, nemize dojit k ab-
sorpci na dané energii; energie fotonii vyzafovanych i absorbovanych se nachéazeji v okoli o po-
losifce AE =~ 1-10~8 eV od zakladni energie Ep, avSak posun energii v diisledku zpétného razu
je fadové 11073 eV (to jsme pted chvilkou vypocetli), okoli se tedy nebudou piekryvat a to
znemozni absorpci. Situace se zméni s nastupem Mossbauerova jevu. Posun energii je pak pouze
~1-10726eV « 1108 eV, posuv proto mizeme s klidnym svédomim zanedbat a k absorpci
dochazi.
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Budeme-li nyni jednim kusem zeleza pohybovat, energie fotonu v laboratorni soustavé
(tj. klidové soustavé druhého kusu) se zméni, tentokrate v disledku Dopplerova jevu. Diky
malosti rychlosti miizeme pouzit jeho nejjednodussi verzi bez néjakych relativistickych korekeci,
tedy verzi ze zadani f/ = (1 + v/c)f, pficemz v je kladné, kdyz se zeleza priblizuji. Energie
fotonu je svazana s frekvenci Planckovym vztahem E = hf (h ~ 6,6 - 10734 J.s~! je Planckova
konstanta), ¢ili energie vyzafeného fotonu v laboratorni soustavé bude E/ = E(1+v/c). K ab-
sorpci fotonu stojicim kusem Zeleza bude dochéazet, kdyz se tato energie bude nachazet v AFE
okoli energie Ey, jinymi slovy o Egv/c posunuta vyzafovaci charakteristika se musi prekryvat
s neposunutou absorpéni (tj. vyzafovaci) charakteristikou. Mezni p¥ipad odpovid4 p¥iblizovani
zdroje a nejmensi mozné energii vyzareného fotonu (pfip. vzdalovani a nejvétsi mozné energii),
tj.

Eo + AE = (Eo — AE) (1+§) zEO—AE-i-Eo%,

odkud v &~ ¢-2AFE/Ey ~ 0,4 mm-s~ 1. Bude-li se zafici zelezo pohybovat (v prvnim pfiblizeni
je jedno kterym smérem) rychlosti vétsi nez pravé vypoctenou, stojici kus zeleza nebude jim
vyzafené fotony schopen absorbovat.

Zelezo se k méfeni pouziva proto, ponévadZ mé jednu z nejuzsich a pfitom nejvydatnéjsich
spektralnich car, coz zlepsSuje rozliseni méfeni. Piivodné se pouzivala jadra osmia ¢i iridia.
Experimentalni usporfadani muze vypadat takto: zafi¢ se pohybuje néjakou rychlosti, zafeni
prochazi skrz nepohybujici se kus Zeleza a za nim detektorem meéfime intenzitu. Stojici zelezo
bude pfi ruznych rychlostech rtzné absorbovat, absorbovat bude, pravé kdyz se dostatecné
prekryvaji spektralni ¢ary pohybujiciho se a stojiciho Zeleza. Takto bychom naptiklad zjistili, ze
pokud ma v prizemi se nachazejici kus zeleza absorbovat fotony vyzarované zelezem v dvacatém
patfe, musi se toto pfiblizovat jistou rychlosti, kterou bychom zmérili a odtud urcili velikost
rudého posuvu.

Objev tohoto jevu dal experimentatorim moznost zkoumat velice malé posuny frekvenci,
a to tak malé, Ze se pomoci nich d4 zkoumat napiiklad struktura spektralnich car (tj. vyse
pouZivanych vyzafovacich charakteristik) a jiné jemné efekty v pevnych latkach. Dale se da
vyuzit pro méfeni malych rychlosti, coz se hodi napf. pri pfiblizovani dvou kosmickych lodi ve
vesmiru. Pomoci ného se rovnéz povedlo namérit gravitacni rudy posuv, jejz predpovida obecna
teorie relativity.

Za svuj objev byl némecky fyzik Rudolf Mdssbauer z Mnichova v roce 1961 ocenén Nobelovou
cenou.

Uloha IV . P ... rezonujici sklenicka (5 bodi; primér 1,91; vesilo 22 student,)

Krouzenim mokrym prstem po hrané brousené sklenicky (napriklad na vino) Ize vyloudit
pomérné intenzivni zvuk. Pokud se do sklenicky nalije voda, pak frekvence vyluzovaného ténu
klesa se vzrustajici vyskou hladiny. Sami si to vyzkousejte a pokuste se tento jev vysvétlit.

Skleni¢ku s vodou si miizeme modelové predstavit jako jeden linearni harmonicky oscilator
s urcitou tuhosti k& a hmotnosti M. Rezonan¢ni frekvence takového oscilatoru zavisi na téchto

parametrech nasledujicim vztahem
k
=y

V prvnim pribliZeni budeme povazovat tuhost za nezavislou na mnozstvi vody ve sklenicce.
Hmotnost M nebude pfesné soucet hmotnosti sklenicky a vody v ni, ale ptjde spise o efektivni
hmotnost — voda i sklenicka k ni budou pfispivat svym dilem. Zde muZeme v prvnim ptiblizeni
predpokladat linedrni zavislost, tj.

M = amgkio + bMyoda -
Koeficienty a a b jsou materidlové konstanty dané tvarem sklenicky, tuhosti skla, viskozitou vody

a dalsimi veli¢inami. Jejich pfesné urceni by bylo komplikované, nam ale ke kvalitativnimu
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posouzeni staci predpoklad, Ze jde o nenulova kladna ¢isla. Nyni nas bude zajimat zavislost
frekvence na mnozstvi nalité vody.

/ k
m = _—
f( VOda) aMsklo + bmvoda

Analyza takovéto funkce neni obtizna. Pro kladné my,q, monoténné klesé, tedy s rostoucim
mnozstvim vody ve sklenic¢ce klesa frekvence vydavaného zvuku.

V feSenich se Casto vyskytovaly nékteré chybné modely, které stoji za to rozebrat. Néktefi
fesitelé se domnivali, Ze ve sklenic¢ce rezonuje vzduchovy sloupec podobné jako v pistale var-
han. To by ovSem vyvolavalo pfesné opac¢nou zavislost, tj. s rostoucim mnozstvim vody roste
frekvence. Jiné navrhované vysvétleni bylo, ze frekvence se méni vlivem tlumeni kmita sklenky
o vodu. To by sice vysvétlovalo charakter zavislosti, nicméné intenzita vydavaného zvuku by
rychle klesala s mnozstvim vody, coz se nepozoruje. Poslednim castym modelem bylo, ze se
kmity puivodné generované pohybem prstu po skle prenaseji do vody a ta rezonuje. Tento mo-
del ovSem nevysvétluje, pro¢ rezonuje i prazdné sklenicka a pro¢ je zména frekvence pfi malych
mnozstvi vody blizkd frekvenci prazdné sklenicky.

Uloha V.1 ... ddredek od Buffala (4 body; primér 3,28; vesilo 32 studenti)

Buffalo Bill se uz roky snazi polapit Jessieho Jamese, znamého banditu. V méstecku Clay
County mu kone¢né piisel na stopu. Strhla se prestirelka. Buffalo si vs§iml sudu plného petroleje
na voziku mezi sebou a Jessiem. ,, Jak dostat sud k Jessiemu, abych ho mohl zapalit?“ rozmysli
Bill.

Jessie prostielil sud v 9/10 vysky a ze sudu zacal stiikat petrolej. Buffalo se trefil piesné
do poloviny sudu a strili znovu. Vyfreste, s jakym pocatecnim zrychlenim se bude pohybovat
vozic¢ek v zavislosti na tom, kam se Bill trefi podruhé. Piedpokladejte, ze hybnost kulky je za-

nedbatelna, a treni rovnéz zanedbejte. Zamyslete se nad dalSimi zajimavymi okolnostmi tohoto
souboje.

Nez se zaCneme zabyvat samotnym soubojem, vypocitame, jaky dusledek bude mit zasah
jediné strely do sudu. Po vystfelu zacne ze sudu vytékat petrolej o hustoté p. Dle prvni impul-
zové véty je celkova hybnost soustavy sud—vytékajici petrolej konstantni (neb jedind pusobici
vnéjsi sila je tihova sila). Vypocitejme hybnost petroleje Ap, ktery vytece ze sudu za Casovy
interval At. Jeho hmotnost je

Am = gAV = pSvAt,

kde S je prifez diry, kterou vytvori stfela v sudu, a v je rychlost vytoku petroleje. Hybnost je
pak rovna (za predpokladu, Ze rychlost vytoku je v intervalu At¢ konstantni)

Ap = Amv = pSv3At.

Z prvni impulzové véty plyne, ze zména hybnosti sudu bude rovna hybnosti vyteklého pet-
roleje, pro silu pusobici na sud tedy plati

F == =952.
IR

Ted uz nadm staci jen zjistit, jak velkd je vytokova rychlost petroleje. Tu uré¢ime napiiklad ze
zdkona zachovéni energie (je tfeba predpoklddat, ze proudéni vody k vytoku je ustalené)

v =+/2gh,

kde h je vyska kapaliny nad otvorem a g velikost tihového zrychleni. Celkové pak pro jeden
otvor dostéavame
F =20Sgh.
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Tim jsme vypocitali velikost sily. Smér vektoru sily je zfejmé opacny, nez v jakém vytéka
petrolej.

Jessie i Buffalo Bill stfileji do sudu tak rychle po sobé, ze zasdhnou sud témér ve stej-
ném okamziku. Predpokladejme, ze vektor vysledné sily pusobici na sud mifi k Jessiemu. Pak
soufadnice vysledné sily bude dle zadani rovna

h h 2h
F= —295917) + 9595 + 2059z = 20Sg (? + :c) ;

kde z je vzdalenost druhého Billova zasahu od hladiny petroleje v sudu. Pocatecni souradnici
zrychleni sudu a pak urcime

F 2089 (2h/5+x)

M M ‘

Vidime, ze v kazdém ptipadé bude sud zrychlovat smérem k Jessiemu, nebot a > 0. Ve skutec-
nosti by se vSak sud urcité nepohnul, protoze pusobici sila by nepiekonala statické tieni.

a =

Uloha V.2 ... pdd ze schodi (3 body; primér 2,42; vesilo 26 studentii)

Maly Karlik si hraje s kulickou. Pri cvrnkani je vsak neopatrny, kulicka se mu odkutali
k naklonéné roviné, kterou doma maji misto schodisté, a za¢ne po ni klouzat doli. Kulicka se
pohybuje tak, ze vektor jeji rychlosti v svira s horni hranou naklonéné roviny tihel . Vypocitejte
vektor rychlosti v’ kulicky (tj. jeho velikost a také smér) pod naklonénou rovinou, jejiz vyska
Jje h. Treni mezi kulickou a zemi je malé, proto ho zanedbejte. Piedpokladejte, Ze horni a dolni
hrana naklonéné roviny je zaoblena, takze

se kulicka neodlepi od podlahy.
Jako bonus miuzete vypocitat, jak
O se zmeéni smér rychlosti kulicky, ktera
proleti valcovou jamkou o poloméru R
a hloubce h se zkosenymi hranami (viz
obr. 33). Délku zkoseni mizete vzhledem

Obr. 33 k poloméru jamky zanedbat.

K vyfeseni této tlohy ndm dopomohou znamé mechanické zakony zachovani. Zakon zacho-
vani energie fika, ze pokud méla kulicka na zacatku kinetickou energii 77 a na konci kinetickou
energii To, potom rozdil téchto energii je roven zméné potencialni energie mgh (nebot kulicka
klesne o h v gravitaénim poli). Zakon zachovani hybnosti dale tvrdi, Ze nepiisobi-li béhem ce-
1ého procesu v néjakém sméru zadna sila, pak je slozka hybnosti kulicky v tomto sméru stejna
na zacatku jako na konci. Toto jsou postacujici vstupni informace.

Zékon zachovéani energie doopravdy plati, ponévadz t¥eni je velmi malé (a zanedbavame jej)
a kuli¢ka se neodlepuje od zemé, tedy ani nedopadé, ani se neodrazi, v kterychzto procesech se
energie predava podlozce a soucasné se kulicka ohfiva. Zakon zachovani hybnosti ovSsem plati
jen v jistém sméru. Neni jim smér kolmy na hranu schodu, nebot béhem sjezdu v tomto sméru
pusobi urychlujici slozka gravitacni sily. Ve sméru rovnobézném s hranou vsak béhem procesu
zadna sila neptsobi, a zachova se tudiz slozka hybnosti (i rychlosti, hmotnost kuli¢ky se neméni)
v tomto sméru. Timto jsme sestavili dvé rovnice (oznaceni viz obrazek 34)

muvy| =muvg| a %mv% = %mv% —mgh.

Z obrazku rovnéz vycteme platnost vztahi vy | = vy sind; a vo| = vasin¥a. Z rovnice zakona

zachovani energie vyjadiime vy = v% + 2gh a rovnici pro siny upravime na tvar

sin 9 2gh
oy v [ 2
sin ¥2 v1 I
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Obr. 34 Obr. 35

V8em znalym optiky se ted musi rozsvitit — odvodili jsme mechanicky Snelltiv zdkon. Roli indexu
lomu hraje veli¢ina na pravé strané rovnice, kterd zavisi pouze na velikosti vstupni rychlosti
a hloubce jamy.

KdyZ uz nyni vime, Ze kulicka se na rozhrani lame jako svételny paprsek, mizeme zkusit
»zobrazit“ kulicku ¢ockou — dillkem. Situace je zachycena na obrazku 35.

Na prvnim i druhém rozhrani pouZijeme odvozeny zékon lomu (stejny jako v optice!), tedy
polozime sin @ = nsin 38, a uvédomime si, Ze pro celkovou zménu sméru x plati x = 2(a — ).
Ted staci jen dosadit za 8 = arcsin (sin a/n) a mdme hotovo. Plati

. sin o
X =2 (a — arcsin (—)) .
n

Zajemci mohou vyresit jesté zobrazeni svazku kuli¢ek tenkou jamkou ve tvaru ¢ocky. Neméli
bychom zapomenout prodiskutovat vliv okraji. V tomto pripadé totiz nebude zdkon lomu platit
presné, nybrz pouze tehdy, budou-li rozméry zkoseni hran zanedbatelné proti polomeéru dilku —
pouze tehdy okraj lokalné vypada jako rovna hrana, pro kterou odvozeny zakon lomu plati.

Ty z vas, ktefi poctivé Cetli serial anebo jinde slyseli o lagrangidnech ¢i akcich, nalezené vzo-
recky jisté neptrekvapily. Mechanika se totiz d& odvodit z jistého varia¢niho principu podobného
Fermatovu principu geometrické optiky. Naopak geometricka optika se da prepsat do parcidlnich
diferencialnich rovnic podobnych tém mechanickym. Tato analogie vedla zakladatele kvantové
mechaniky k zavedeni vlnové-casticového dualismu.

Uloha V.3 ... beta rozpad (8 body; primér 2,70; vesilo 23 student)

Pri méreni rozpadu neutronu na elektron a proton promérovali ¢esti védci energii vylétava-
jiciho elektronu. Jak mohou pouze na zakladé udaju z tohoto méfeni poznat, zda nevznika pri
tomto rozpadu jesté jina castice? Uvazujte, Ze neutron je pied rozpadem v klidu.

Pro poradek nejprve zjistime, zda se mize dvoucasticovy rozpad vibec realizovat a vypo-
¢itame energii elektronu. Uvazujme, ze pfi rozpadu vznikad pouze proton a elektron. Celkovou
energii ¢astice mizeme vyjadfit relativistickym vztahem

2 2 4 2 2
E® = mgc® +p°c,

kde c je rychlost svétla, mg klidovd hmotnost Castice a p jeji hybnost. Protoze byl neutron
puvodné v klidu, budou hybnosti elektronu a protonu opacné.
Plati také zakon zachovani energie

EnOZEp+Eea
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kde Eyo je klidova energie neutronu a Fp a E, jsou energie protonu a elektronu. Po odecteni Fe
od obou stran rovnice a jejim néasledném umocnéni dostavame

E2y+ E2 —2EcEng = E2.

Nyni dosadime za celkovou energii protonu a za klidovou energii neutronu a vyjadfime celkovou
energii elektronu. VyuZijeme toho, Ze hybnosti elektronu a protonu jsou stejné, ¢leny p2c?
muzeme tedy odedist.

mﬁc4 + mgc4 +p202 — 2mpc?Ee = mgc4 +p202 s

2

2 2
my —mp +mg 2

Fe =
© 2mn
Védci by naméfili energii, kterd je rozdilem celkové a klidové energie elektronu,

po MR AmE 5 o (o me?omg
2mn 2mn
Zde je dulezité si vSimnout, Ze neplatilo-li by mn > me 4+ myp, nebyl by takovyto rozpad vibec
kinematicky mozny! Rozpad je tedy realizovatelny a pro energii elektronu ¢iselné vychazi E =
=1,25-10"13J = 181keV.

VyfeSme tuto tlohu pro zajimavost tak, jak ji vyfesila historie. Az kdyz v roce 1932 James
Chadwick prokézal existenci neutronu, mohl byt hloubéji pochopen beta-rozpad, tj. spontanni
emise elektronu jadrem atomu. Jednoduché vysvétleni bylo: pivodcem beta-radioaktivity je
rozpad neutronu na proton a elektron (tato varianta je mozna, jak jsme ukazali vyse). Podrob-
néjsi zkouméani beta-rozpadu vsak odhalilo zdanlivy paradox. Spektrum energii produkovaného
elektronu se totiz namérilo spojité, coz je v rozporu s predstavou, ze se jedna o dvoucasticovy
rozpad. V tom ptipadé by mél elektron vzdy jednu energii pfesné uréenou zakonem zachovani
energie a hybnosti.

Na zéachranu zdkona zachovani energie postuloval Wolfgang Pauli existenci dalsi c¢astice,
ktera pii beta-rozpadu vznika. Tato ¢astice je mnohem leh¢i nez elektron a elektricky neutralni,
Enrico Fermi ji proto pojmenoval neutrino. Tato myslenka se tspésné ujala, i kdyz samotné
neutrino bylo detekovano az v poloviné padeséatych let.

Uloha V .4 ... neposlusna gravitace (4 body; primér 2,00; vesilo 18 studentii)

Pri dlouhodobém pozorovani zakryti Jupiterova mésice Io bylo zjisténo, ze namérena doba
obéht mésicku kolem planety (nap¥. od predchoziho do nasledného zacatku zékrytu) pravidelné
kolisd mezi hodnotami 42 h 28 min 21 s a 42 h 28 min 51 s (s chybou méfeni 2s).

Pokuste se jak kvalitativné, tak kvantitativné vysvétlit pozorované zmény. Kvantitou rozu-
mime urceni ,velikosti této pfi¢iny“ na zdkladé méreni samoziejmé s odhadem chyby!

V zadani jsme zamérné zatajili, ze popsaného jevu si vsiml dansky astronom Olaf Rémer
jiz v roce 1676, kdyz se v Jupiterové soustavé mésicti snazil najit presné jdouci hodiny slouzici
namoinikidm k méfeni casu. Sdm Romer okamzité predlozil spravnou interpretaci svych méfeni.

Pfi analyze problému si musime uvédomit, ze vysvétlujeme experimentalné zjistény udaj,
jenz miize byt ovlivnén nejen vlastnim chovénim studovaného systému (zde Jupiterovy rodiny
mésicll), ale také samotnym procesem a okolnostmi méfeni!

Predpokladejme nyni, ze obézna doba T mésicku Io kolem Jupitera se neméni, a zamysleme
se pravé nad okolnostmi méfeni. Pozorujeme harmonicky pohyb s periodou necelé dva dny. Co
miuize byt pri¢inou malych zmén této periody mezi zadanymi krajnimi hodnotami? Jako prvni
by nas méla napadnout zména frekvence v dusledku dobfe zndmého Dopplerova jevu, jehoz
pivodem by zde mél pfedeviim byt pohyb pozorovatele (tedy planety Zemé) a predpoklad,
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ze svétlo se §ifi koneCnou rychlosti. Potom ,kvantitou“ v zadéni bychom rozuméli vypocet
rychlosti svétla z naméfenych hodnot

T1 =42h 28 min 21s =152901s, 75 =42h 28 min 51s = 152931s.

Vysetfeme tedy tento model pro zdroj v klidu a pohybujiciho se pozorovatele. Vzajemnou
rychlosti bude zfejmé primét vektoru okamzité rychlosti Zemé do sméru spojnice Zemé—Jupiter.
Maéame zadany pravé maximalni a minimalni hodnotu periody, ty budou v nasem modelu od-
povidat situaci, kdy se Zemé& pohybuje pfesné vici Jupiteru, resp. leti od néj (neboli primét
rychlosti ma nejvétsi velikost). Potom velikost relativni rychlosti v odpovida v pfipadé pFibli-
zovani i vzdalovani pravé kruhové rychlosti obéhu Zemé kolem Slunce, jejiz velikost muzeme
snadno vypo¢itat (nap¥. délka kruznice délend dobou obé&hu, popt. jinak)

v=298kms" .

Mérena perioda obéhu T;, i = 1,2 je z definice doba mezi pfichody stejné faze obéhu mésice
(napf. okamzik zaldtku zdkrytu, resp. dobfe definovany okamzik, kdy mésic vleti do stinu
Jupitera). Dvé po sobé jdouci stejné faze jsou od sebe vzdaleny o I = ¢T', kde T je skutecna
doba obéhu. Za mérenou kratsi dobu 77 jednak Zemé uleti drahu v77 vaci Jupiteru, jednak
svételnd informace vzdélenost ¢T3. Soucet téchto vzdalenosti musi dat nutné drahu [ ¢ili

cT' =cIt +vTy, vz1}

odkud dostdvame znamy vztah pro
klasicky Dopplerav jev pro pfiblizuji-
ciho se pozorovatele

c VJ,rezd
L= To 5,2AU
Pro nejdelsi naméfenou periodu 7>
odvodime analogicky (postaci vSude
zaménit znaménko u v) v
c .
T = c—o T. Obr. 36. Jupiter a Zemé na obézné draze

Jinymi slovy za dobu T2 mine pomyslna ty¢ délky | pozorovatele pii relativni rychlosti (z kla-
sického sklddani) ¢ — v. Z obou rovnic vyjadiime T', abychom jej vylouéili, a ze vzniklé rovnice
vyjadrime hledanou velikost rychlosti svétla

_Te+T

==~ 9p=2304-10kms"!.
> —T

c

Je jasné, ze perioda pozorovanych zmén obézné doby bude o néco delsi nez jeden tropicky
rok, nebot za tuto dobu se Jupiter jiz znatelné posune.

K odhadu chyby muzeme efektivné pouzit zékona o s¢itani relativnich chyb. Absolutni chyba
Citatele i jmenovatele je stejna a je souctem zadané chyby méfeni period ATy 2 = 2s, tj. 4s.
Tomu odpovida relativni chyba ¢itatele 1,3 - 1073 % (lze zanedbat) a jmenovatele asi 13,3 %.
Relativni chybu hodnoty vzajemné rychlosti v zahrnujici zmény v dusledku pohybu Zemé po
eliptické draze miizeme odhadnout 1%. Uvedené relativni chyby jsou pomérné malé a odpovi-
daji veli¢indm (resp. celym vyraziim) v souc¢inu nebo podilu, proto jejich soucet urcuje relativni
chybu vysledku asi 15 %, jez dava absolutni chybu 4,6 - 10* km-s~!. Spravné zaokrouhleny vy-
sledek je

c=(3,0+0,5)-108ms!.
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Pii pfesném rozboru bychom museli zapocitat pohyb Jupitera i Zemé a geometrii vcetné
analytického nalezeni maximalni hodnoty relativni rychlosti. Pro radialni slozku vektoru obézné
rychlosti Jupitera v naSem zjednoduseném modelu vychazi velikost pfiblizné (viz obr. 36)

ry7 1AU

v = " v =
Trad = LM T 50 AU

-13km-s™! =25km-s” L.

Pokud bychom chtéli tuto chybu, kterd odpovida asi 9% z v, zahrnout do chyby rychlosti v,
bylo by jiz korektnéjsi chybu vysledku urcit pomoci zdkona o s¢itani kvadratt,, kam mizeme do-
sadit absolutni chyby vypoétené pomoci parcialnich derivaci nebo pro zjednoduseni vypoctené
relativni chyby. Potom relativni chyba vysledku bude

dc=1/0,132 40,092 ~ 0,16 = 16 %.

Na zavér uvedme, ze Romerovi vysla velikost rychlosti svétla o néco mensi, protoze presné
neznal rychlost pohybu planety Zemé, resp. spravnou vzdalenost Zemé od Slunce (Newtonova
Principia se zdkony mechaniky a vSeobecné gravitace vysla az v roce 1687). Nicméné Olaf Romer
ziskal prvni pfesvédcivy a Ffadové spravny odhad rychlosti svétla. Pro tplnost je tfeba dodat, ze
méfeni dob pomoci zédkrytd je mnohem presnéjsi (na zlomky sekundy) a ndmi uvedend chyba
méfeni byla z pedagogickych divodi nadsazena. Z ulohy plyne dilezité pouceni, ze mnohé
méteni provadéna ze Zemé je nutné spravné korigovat o pohyb Zemé.

Uloha V. P ... rychlejsi neZ voda (4 body; primér 2,14; vesilo 22 student)

Zamyslete se nad tim, zda se miize lodicka bez motoru na fece pohybovat rychleji nez
samotnd voda. Svou odpovéd zdiivodnéte a predpoklddejte, Zze proudéni vody je laminarni.

Reku povazujme za stacionarni proud vody. Na ni umistéme lodku a sledujme, jak se bude
pohybovat. Na lodku ptisobi jedind vnéjsi sila, a to je gravitacni sila. Tu mlzeme rozlozit do
sméru rovnobézného s fekou a sméru kolmého na feku. Slozka gravitacni sily kolma na feku se
vyrusi s reakci zptisobenou vodou v Fece. (Jinak by se lodka pohybovala smérem pod hladinu.)
Slozka rovnobézna s Fekou se takto lehce nevyrusi. Proti ni ptisobi odporova sila vody (voda
pfirozené klade lodce odpor pfi pohybu). Ta ovSem zavisi na relativni rychlosti lodky viéi fece
(linearné, kvadraticky ¢i ngjak jinak). P¥irozené s vétsi rychlosti se zvétsuje. Proto rovnobéznou
slozku gravita¢ni sily vyrovna az pfi urcité nenulové vzajemné rychlosti. V tu chvili nastane
staciondrni stav. Vysledek tedy zni: Lodka se skute¢né pohybuje rychleji nez feka.

Uloha VI. 1 ... fotoefekt (8 body; primér 2,89; tesilo 35 studenti)

Na katodu fotoé¢lanku dopada ze rtutové vybojky svétlo o vinové délce 546,1 nm a k potladeni
proudu vznikajiciho diky fotoelektrickému jevu je potfeba napéti U; = 1,563 V. Dopada-li na
katodu svétlo o vinové délce 404,7 nm, je potieba napéti Us = 2,356 V. Vypocitejte hodnotu
Planckovy konstanty h.

Objasnéni fotoelektrického jevu na pocatku dvacatého stoleti bylo jednim z dulezitych kroku
k revoluci ve fyzikdlnim vnimani svéta. Clanek, jenz nesl nazev ,,O heuristickém hledisku za-
byvajicim se vznikem a pfeménou svétla“ a vysvétlil fotoelektricky jev na zakladé myslenky
kvantovani energie elektromagnetického pole, publikoval v roce 1905 Albert Einstein a obdrzel
za néj Nobelovu cenu v roce 1921.

Vneéjsi fotoelektricky jev muzeme vysvétlit pohlcenim fotonu elektronem. Foton pak preda
svou energii elektronu. Jelikoz jsou elektrony v atomu vazany urcitou silou, musime jim dodat
energii, aby atom opustily. Tato energie zavisi na rozlozeni energetickych hladin v atomu, a je
tudiz pro danou katodu konstantou nazyvanou vystupni prace W,. Ma-li foton vyssi energii,
nez je hodnota vystupni prace elektronu, pfeméni se jeji prebytek v kinetickou energii elektronu,
vyjadfeno rovnici

E=W,+ Ex. (15)
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Jelikoz energie fotonu zavisi na frekvenci zafeni f podle vztahu
c
E=hf=h 3 (16)

kde h je Planckova konstanta, je i kineticka energie vyrazenych elektront funkci frekvence zareni
(a tedy i vlnové délky zafeni \).

Letici elektrony miizeme zpomalovat vnéj$im elektrickym polem. Ubytek kinetické energie
elektronu je pak roven préci, kterou elektron vynalozi na pfekonani potencidlové bariéry.

We=¢eU. (17)

Regulaci intenzity elektrického pole zjistime hodnotu napéti U, pro kterou jiz elektrony nedokazi
toto pole prekonat a obvodem neprotéka proud. Poté je We rovno kinetické energii elektroni
Ey. Vyuzitim vztahi (15), (16) a (17) ziskdme vzorec
he
T =W, +eU.
Dosazenim Uy, Uz, A\1 a Ay ziskdme dvé rovnice o dvou nezndmych h a W5. Algebraickymi
Upravami vyjadiime h vztahem
6)\1)\2(U2 —-U1)
c(A1 — A2)

Zbyva dosadit ¢iselné hodnoty (¢ = 299 792458 m-s~1, e = 1,602 - 10712 C) a velikost Planckovy
konstanty vyjde h = 6,623 - 10734 J.s.

h =

Uloha VI.2 ... jak vyrobit dernou diru (4 body; primér 3,83; resilo 41 studenti)

Pokud stla¢ime hvézdu (¢i jakékoliv jiné téleso) na kouli o poloméru rg , zhrouti se nendvratné
do cerné diry. Tzv. Schwarzschildiv polomér rg si Ize v klasické analogii predstavit jako polomér
télesa o hmotnosti M, z jehoz povrchu lze uniknout pouze rychlosti svétla (iinikové rychlost
jec).

Na zakladé znalosti hmotnosti hvézdy M urcete Schwarzschildiv polomér rg a kritickou
hustotu hvézdy o, pri které se pieméni v Cernou diru. Priklad FeSte obecné a poté konkrétné
pro Zemi, Slunce a jadro galaxie o hmotnosti 100 miliard Slunci.

Schwarzschildiv polomér ur¢ime ze zdkona zachovani energie. Na povrchu hvézdy ma téleso
energii L oM
m
E=-mv?— s
2 r

kde G je Newtonova gravitaéni konstanta. Dle zadani dosadime v = ¢, r = 7. Unikova rychlost
je takova nejmensi rychlost, ze s ni téleso unikne do nekonecna. V nekonecnu je potencialni
energie od hvézdy nulova, tedy i celkova energie je nulova, E = 0. Po dosazeni dostaneme

1 5 GMm 2GM

—mc . =0 = rg= 2
g

Kritickou hustotu dopoéitdme snadno.

M M 3cb
TV T I T 32mMGR

Pro Zemi je kriticky polomér 7z ~ 9mm a hustota je neuvéfitelné velika o ~ 2 - 1030 kg-m~3.
U Slunce vychézi kriticky polomér na rg ~ 3km a hustota o ~ 2 - 1019 kg-m~—3. U jadra galaxie
je polomér rg =~ 3- 10 m a hustota o = 2- 10~ 3 kg-m~3.
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Co tyto vysledky znamenaji? Abychom ze Zemé vytvofili ¢ernou diru, museli bychom ji
stlacit na kulicku o poloméru 9 mm, coz asi v nasich sildch neni. Naopak aby se pfemeénilo jadro
galaxie na ¢ernou diru, stac¢i, aby jeho hustota byla 0,002 kg-m ™3, coz je ve srovnéani s hustotou
vzduchu asi tisicina. To se zd4 jako docela realné. Musime si vSak uvédomit, ze vétsina vesmiru
je vyplnéna vakuem a jeho primérna hustota je jeSté o mnoho fadu nizsi.

Cim jsou télesa t&zsi, tim vétsi je jejich Schwarzschildiv polomér (logicky) a tim mensi je
kritickd hustota (moznd trochu prekvapivé).

Je zajimavé, ze tento klasicky pfistup je kvantitativné téméf shodny s pristupem obecné
relativistickym. Proto nami vypocitané vysledky odpovidaji pfiblizné realité.

Uloha VI.3 ... sonda NASA (4 body; primér 2,70; Fesilo 20 studenti)

Jet Propulsion Laboratory v Kalifornii vyviji pro NASA novy typ raketovych pohoni. Po-
honné jednotka vyuzivd hybnost a-éastic pii rozpadu nuklidu fermia ?gglew, jehoz hmot-
nost je mpm a poloéas rozpadu T. Druhym produktem pfemény je nuklid kalifornia 253 Cfi55.
Hmotnost a-¢astice je mq, hmotnost nuklidu kalifornia je m¢yr, pfeménou se uvolni energie E.
Predpokladejte, ze kazda a-Castice opousti raketu ve stejném sméru.

Vesmirna sonda s popsanym pohonem je na pocatku v klidu, jeji hmotnost je M, hmotnost
pohonné latky je také M. Urcete rychlost sondy v po pfeméné poloviny hmotnosti nuklidu
fermia. Vyslednou hodnotu dopoditejte i ¢iselné pro hodnoty E = 1,106 - 1012 J, M = 4 kg
a T = 100,5 dni, ostatni hodnoty najdete v tabulkach.

Pozorujme sondu z jeji vztazné soustavy, ve které jsou

M « atomy fermia v klidu. P¥fi rozpadu fermia na a-ééastici a ka-
M lifornium plati zdkon zachovani hybnosti po = pcs. Vzhle-
b » dem k tomu, Ze uvolnéna energie E < mqc?, mizeme hyb-
NASA nost a-cCastice vyjadrit v klasickém nerelativistickém tvaru
Pa = MaVq. Stejné tak miZeme zapsat i zdkon zachovani
Obr. 37

energie v nereleativistickém tvaru, tj. vyzarend energie bude
rovna energiim, které ziskaji kalifornium a a-¢astice,

2 2
P, Mo + Mgt 2Emamct
E= Po + Cf :pi o C = pa= amc )
2ma  2mcr 2mamcet Mo + Mmct

Nyni urcime, kolik ¢astic se rozpadne v zadané uloze. Nechavame rozpadnout jednu polovinu
hmotnosti nuklidi fermia. Za pfedpokladu, ze zndme hmotnost jednoho nuklidu fermia, mtzeme
urcit, kolik ¢astic se rozpadlo N = M /2mpy,. Dale potfebujeme znat zménu Avy, rychlosti sondy
pfi vyzafeni jedné a-c¢astice za predpokladu, ze pfedtim uz uniklo k a-¢astic. Celkova hmotnost
sondy bude rovna M, = 2M — myk. Ze zdkona hybnosti mezi a-¢astici a sondou pak plati

Pao Pao

= M:Av, = Avyp=-"—=——.
Pa c k k M. oM — mak

(18)

A ted se uz kone¢né pustime do FeSeni hlavniho problému ulohy. Chceme uréit rychlost
po rozpadu N nuklida fermia. Doted jsme zatim nepouzili nic z relativity. Pfedpokladejme,
ze se uz rozpadl uréity pocet nuklidi fermia a sonda ma rychlost v, v opa¢ném sméru pravé
vylétava a-Eastice a zvysuje rychlost sondy o Av. Chceme uréit novou rychlost sondy v/, k tomu
pouzijeme vzorecek pro relativistické skladani rychlosti

, v+ Av

V=
1+ vAv/c?

Timto zptsobem séitat rychlosti je vsak ziejmé dost slozité, uvédomime-li si, ze Av je zavislé
na poctu rozpadlych a-castic. Proto si usnadnime praci a vSimneme si, jak vypada vzorecek
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pro soucet argumentt v hyperbolickém tangentu.

tgha + tgh Aa

tghao' = tgh Aa)= > 7%
sho gh (@ + Aa) 1+ tghatgh Aa

Tento vzorecek je prece velice podobny vzorecku pro relativistické skladani rychlosti! Staci
pouzit nasledujici substituce a dostaneme pfimo vzorec vyse uvedeny.

/

A
tgho/:v—, tgha:B, tghAa:—U.
c c c

Tento trik ndm tedy umozni s¢itat rychlosti pfimo jako argumenty hyperbolického tangentu.
Na pocatku je sonda v klidu. Rychlost V' po rozpadu N ¢&astic vypocteme takto

1%
~ =tghf=tgh(or 4+ +an), (19)

kde uhly «; odpovidaji zménam rychlosti Av;. Dle vySe uvedené substituce vime, zZe

Av;
tgha; = v .

Odsud mtzeme vyjadiit o; (argument hyperbolického tangentu lze vyjadfit pomoci logaritmu)

1. c+ Av; 1 Av;
aizflnngln 142—2 ).
2 c— Av; 2 c— Av;
S timto by se ndm ovsem dost Spatné pocitalo, nehledé na to, ze muzeme provést velice dobrou
aproximaci. Clen Av;/(c — Av;) je velice maly, lze proto pouzit aproximaci In (1 4+ x) ~ z pro
malé z
Av; N Av;

c— Av; Te— Av;

Nyni dosadime aproximaci «; do rovnice (19)

\% A A
7Mgh<i+.._+$)7
c c— Av c— Avy

1
(142
2n(+

kde Aw; jsme si vyjadiili v (18). Secist fadu v hyperbolickém tangentu neni sice az tak velky
problém, ale podivame-li se na vztah pro Awv;, zjistime, Ze zménu hmotnosti sondy lze za-
nedbat. Hmota, kterd unikne v podobé a-¢éstic, je vskutku zanedbatelnd. Vsechny ¢leny Awv;
aproximujeme Auvg.

Vratme se tedy zpét k naSemu vypoctu.

1% Avq Avy Avg )
—~tgh( ———+ -+ ——— | mtgh( N———— ] .
c & (cfAvlJr +cfAvN) & ( c— Avg

Chyba oproti presnému souctu se projevi az na sedmém fadu, pouzitd aproximace je tedy
opravdu vhodna. Hledané V je rovno

A NA
V = ctgh (Ni> ~ ctgh (7’00)
c— Avg c

Zadané hodnoty jsou tyto
u=1,661-10"2"kg, mpm =257,1u, mcs=253,1u, ma=4,002u,
c=3-108ms™!, M=4kg, E=1,106-10"12J
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a pro né vychazi

Pa =1,203-10" ¥ kgm-s™, N =4,683-10%, Avg=1,504-10"20ms7!

V =70,43km-s~!.

Nakonec si jesté vsimnéme, ze v této Gloze nebylo podstatné, jak velky je polocas rozpadu.
Ptali jsme se totiz na rychlost sondy po rozpadu poloviny hmotnosti nuklidd fermia. Polocas
rozpadu muze byt libovolné velky, chceme jen, aby sonda stacila ustdlit svou rychlost mezi
jednotlivymi rozpady.

Uloha VI.4 ... nezastavitelny chodec (5 bodi; primér 8,00; vesilo 12 studentii)

Vratte se na chvili do Atén na loniské olympijské hry a urcete, jaka je teoretickd maximalni
rychlost chodce. Chodec nebude diskvalifikovén, pokud se kazdy rozhod¢i (pozorovatel) shodne
na tom, ze alespon jedna noha chodce stoji v kazdém okamziku na zemi.

Pokusme se nejdfive tlohu fesit klasicky, pouze s uvazovanim kone¢né rychlosti $ifeni svétla.
Necht je leva noha v misté o soutradnici 0 a prava noha pravé doslapla do mista vzdaleného a.
Chodec bude moci levou nohu zvednout az ve chvili, kdy svételny paprsek z mista o soufadnici a
dorazi k levé noze, protoze jinak by napftiklad rozhodc¢i stojici za nim uvidél zvednuti levé nohy
dfive nez dopad pravé. Ozna¢me tento interval o = a/c. Leva noha se bude pohybovat nejvyse
pFfi uvazovani pouze tohoto klasického jevu by byla jeho maximalni mozna rychlost ¢/3.

Znézornéme nyni situaci v prostoro¢asovém diagramu (viz obr. 38). Na vodorovnou osu
vynasime soufadnici x, na svislou osu ct v soustavé S spojené se zemi. V tomto diagramu je
svétocara svételného paprsku xz = ct primka, kterd s osami svira
thel 45°. Vypocitejme, jak v tomto diagramu budou umistény
soufadnicové osy soustavy S’, kterd se vici S pohybuje rych-
losti v (ve sméru osy x).

NapiSme si zndmé vztahy pro Lorentzovu transformaci (tu
pouzivame pii pfechodech mezi inercidlnimi systémy specialni
teorie relativity)

ct
BI

/ v / v
x:’y(m—fct), ct:’y(ct—fx),
c c

kde v = 1/1/(1 —v2/c?) je Lorentztiv faktor. Osa ct’ je dana

’ sz 2 s
ct rovnici ' = 0, ze které dostavame
AN
N
c
/
AN ct': ct=-—-=x,
N v
N
N
N . 7 . s
N Ao osa z’ je ddna rovnici ct’ = 0, odkud
5
N
N a;‘ / v
AN r: ct=-—x.
N\ C
N\
N
AN Prvni pozorovani je, ze osy se sklapi. Vidime, ze smérnice pii-
h mek, které udavaji osy soustavy S’, jsou navzajem prevracené.
Obr. 38

To znamend, Z%e svird-li osa z’ s osou x uhel ¢ (tj. tgp = v/c),
potom stejny thel svira osa ct’ s osou ct.

Pripomeneme si dilezité pozorovani. Udalosti umisténé na pfimce rovnobézné s osou z jsou
v soustavé S soudasné. Analogicky udalosti umisténé na piimce rovnobéZné s osou z’ jsou
soucasné v soustavé S’. Jelikoz se osy sklapi, je soucasnost udalosti relativni.
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Uvazujme extrémni pfipad, kdy rozhod¢i se pohybuje limitné rychlosti —c vuci soustavé S.
Jeho klidovou soustavu oznac¢ime S’. Smérnice os z’ a ct’ jsou podle vyse odvozenych vztaht
rovny —1, budou tedy s osami = a ct svirat tthel —45° (viz obr. 38). Jak ukdzeme dale, na
tohoto rozhodc¢iho si bude muset chodec davat nejvétsi pozor.

Délku kroku ozna¢me 2a. Svéto¢ara levé nohy je ABA’B’ (udalosti A a A’ piedstavuji polozeni
nohy, udalosti B a B’ predstavuji zvednuti nohy), ¢ast svétocary pravé nohy je usecka CD.
Udalosti B a C musi byt vici sobé postavené tak, aby udalost C pfedchéazela udalosti B ve vsech
inercidlnich soustavéch (tj. aby v8ichni rozhod¢i vidéli, Ze nejprve se dotkne zemé prava noha,
a pak se teprve zvedne leva noha). To zajistime tak, ze udalosti budou sou¢asné v soustavé S’
(kterou jsme definovali vyse), tj. udalosti B a C budou lezet na rovnobézce s osou z’. Jak si
snadno rozmyslite, v ostatnich soustaviach potom bude poradi udalosti nalezité.

Leva noha se pohybuje nejvyse svételnou rychlosti, proto je
- PR s o P N ct
usecka BA’ svételnou svétocarou (pfimka BA’ svird se soufadni-
covymi osami thel 45°). Pfi symetrickém pohybu protina spoj-
nice BA’ tse¢ku CD v jejim stfedu S. Piimka BA’ je kolm4 ke
ptimce BC; je-li vzdalenost pfimek AB a CD rovna a, bude délka
usecky CS rovna 2a, délka celé usecky CD je 4a. Urazeni vzdale-
nosti a na prostorové ose trva chodci 3a/c. Rychlost chodce pfine-  ~
uvazovani kone¢ného §ifeni signilu vychazi ¢/3. N

Uvazujme kombinaci vySe popsanych jevi. Prostoroc¢asovy di- N
agram je na obrazku 39. Pfedpokladejme, ze zvednuti pravé nohy N
nastane dfive — jiz v bodé E. Do diagramu jsme pferusovanou
¢arou zakreslili svételné svétocary, které ,nesou” informaci o pro-
béhlych udéalostech E a B. Pozadujeme, aby se kazdy rozhod¢i do-
zvédél nejdiive o udalosti E, a az poté o udalosti B. Rozhodc¢iho do
diagram zakreslime jako prostorupodobnou svétoéaru (tj. nikdy se
nepohybuje rychleji nez c). Snadno si rozmyslime, ze kazdy roz-
hod¢i se dozvi o udalostech E a B v nalezitém poradi (okamzik, kdy
se rozhod¢i o udélosti dozvi, je urCen prusecikem svétoCary roz-
hod¢iho a prislusné svételné svétoéary), dokonce udédlost E muze
byt identickd s udalosti C. Maximéalni rychlost tedy zistava c/3.

Uloha VI.P ... vylet na Stonehenge (5 bodi; primér 1,08; vesilo 13 student,)

Predstavte si, ze v raketé prolétavate nad Stonehenge. Ten je tvoren kameny ve tvaru kvadru
rozmisténych do vrcholi pravidelného dvanactithelniku (viz obrédzek 40) o poloméru 200. Letite
nad osou x ve vysce z = 50 a divate se vodorovnym smérem. Kdyz jste v bodé o souradnicich
(—200,0), resp. (0,0), uvidite svét pfesné tak, jak je zobrazen na obrdzku 11, resp. 12. V&3
stojici kamarad jej ovSem uvidi jinak, a sice jako na obrazku 13, resp. 14, pfi¢emz oba mate
shodné o¢i (tzn. nap¥. stejny zorny thel). Z obrazki piiblizné
urcete pomeér rychlosti rakety a rychlosti svétla.

xT

Tuto tlohu bylo mozné fesit hned nékolika zpusoby.
Pro nedoc¢kavce, ktefi chtéji znit pouze nejjednodussi (i kdyz
nevseobecné) feSeni, uvedeme zkraje vtipny postup.

PovSimnéme si, ze stied Stonehenge (jejz rozpozname Yy
pomoci Sachovnicové sité na zemi) je na obrazcich 12 a 13
s velkou presnosti na stejném misté. Predpokladame-li, 200
ze zorny uhel stojicitho a leticiho pozorovatele je stejny,
musi byt stejné i uhly, pod kterymi paprsek svétla dopada
do oka pozorovateli. Obrazek 12 se tyka leticitho pozoro-
vatele v bodé (0,0,50), obrdzek 13 stojiciho pozorovatele
v bodé (—200,0,50). Do oka stojictho pozorovatele paprsek Obr. 40
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ze stfedu (o soufadnicich (0,0,0)) dopada pod uhlem arctg(50/200), jak plyne z pravouhlého
trojuhelnika. V soustavé spojené s raketou dopada pod stejnym thlem; pfiéné rozméry téles se
pfi Lorentzovych transformacich neméni. Odtud plyne, ze v dobé, kdy paprsek opustil stied,
musel mit stied z’-ovou soufadnici rovnu 200. JelikoZ ale paprsek do oka pozorovatele dopadl
presné, kdyz byl stfed pod raketou, musel se do vysky 50 dostat za stejny Cas, za ktery stied
urazil vzdalenost 200. Odtud

200
v=c-cosa=c- —— = 0,970c.
V2002 + 502
Ve skutecnosti byla rychlost rakety v = 0,969c¢, takze shoda je vyborna. Nicméné stejnost poloh
stfedu byla ¢isté ndhodna; pii jakékoliv jiné rychlosti, poloze ¢i absenci jednoho z partu obrazku
fotografovanych ze stejnych mist bychom tento postup pouzit nemohli.

Muzeme se podivovat nad zdanlivym paradoxem; v relativité se totiz podélné vzdalenosti
zkracuji a pfiéné zachovavaji, zorny tihel by se mél proto zmensit. Chyba! Spatné jsme pouzili
kontrakci délek, coz sezname, kdyz situaci podrobné propo¢teme pomoci Lorentzovych trans-
formaci. My ptijdeme trochu jinym smeérem, vyuzijeme zndmych vzorct pro sklddani rychlosti
(viz napt. seridl v 15. ro¢niku). Pfedstavme si dvé vztazné soustavy, které se priblizuji rych-
losti u (kupfikladu soustava stfedu Stonehenge (S) a rakety (S)). Jestlize se téleso v soustavé S
pohybuje rychlosti v = (vg,vy), v soustavé S’ bude mit rychlost v/ = (v/,, v}), pro kterou plati

T y
, vz +u ) V1—u?/c?
Vp = e,V = Uy S
1+ vgu/c? 1+ vgu/c?

Uvazujme nyni svételny paprsek, jenz se v soustavé S $if (a na sitnici oka stojictho pozo-
rovatele dopadd) pod tthlem «; rychlost paprsku je v = (ccos @, csina). Uhel o/, pod kterym
paprsek dopadé na sitnici pozorovatele v raketé€, je potom dan vztahem

’ T —u2/c2
tga = %y :sinozi1 u/e .
vl cosa+u/c
a/
180° 4 1: 3=0,0
2
3
4:
5:
6
90° T
0° 90° 180° o

Obr. 41. Zavislost thlu o’ na Ghlu « pro riizné hodnoty 8 = u/c.
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Zavislost Ghlu o/ na thlu « je znidzornéna na obrazku 41 pro rtzné hodnoty 3 = u/c. Pokud
se divdme ve sméru letu, zorny thel se doopravdy zvétsuje (nebot o > o’). Naopak, divame-li
se dozadu, uvidime mensi ¢ast prostoru.

Dejme tomu, Ze jsme obraz zaznamenavali fotoaparatem. V takovém pripadé se zachovavaji
ahly paprska. Jezto je vzdélenost filmu od objektivu konstantni, prusecik paprsku s filmem
bude ve vzdalenosti d tg o, kde d je vzdalenost objektivu od filmu a « je thel, jejz svird paprsek
s optickou osou. To znamen4, Ze vzdalenost na obrazku je imérna tg a prislusného paprsku.

V této chvili si jiz miizeme libovolné zvolit smér, ve kterém budeme mérit vzdéalenosti a po-
rovnavat polohu stejnych paprskii na obrazku vestoje a za letu. Zde v feSeni budeme zjistovat
polohu kvadri o soufadnicich (0, £200), budeme pracovat ve vodorovné roviné. Stojice v bodé
(0,0) bychom méli tyto kvadry vidét pod tthlem 90°. Uhel za letu miizeme odméfit z obréazku 12.

Z obrazku 13 plyne, Ze zorny thel fotoaparitu je 90°. Zornym tthlem zde rozumime thel, jejz
svira levy krajni paprsek s pravym krajnim paprskem.
Pro pomér vzdalenosti stiedu levého kvadru od stifedu
obrazku x ku $iice obrazku mame 2z /w = tga’/ tg45°. ——X——  objektiv
Odmeétime

2z /w =~ 0,256 ~ tg o’ . o

|
. o . . |
Zname o = 90°, procez plati rovnice tg o’ =+/1 — 82/, i
odkud upravou dostaneme i

i

i film
c e

w=f = —5  ~0969c, 2z
V1+tg2a! W
Obr. 42

takze jsme se do spravné hodnoty trefili opét vyborné.
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Zadani experimentalnich aloh

Uloha I.E ... a prece se to¢i

Jiz nékolik stoleti vime, ze se Zemé toc¢i. Zmérte tedy dobu, za kterou se Zemé otoci o 360°
kolem své osy. Své méreni se pokuste provést co nejpiesnéji. Mlzete navrhnout a vypracovat
nékolik rtiznych metod a jejich vysledky porovnat. V kazdém piipadé provedte dostatek méreni,
abyste je mohli statisticky zpracovat. (Tesent str. 55)

Uloha II.E ... neni hmotnost jako hmotnost
Experimentalné ovéite rovnost setrvacné (té, kterd vystupuje ve druhém Newtonové pohy-
bovém zékonu) a gravitaéni hmotnosti (té, kterd vystupuje v Newtonové gravitacnim zakonu).
(Tesent str. 56)

Uloha II1. E ... hustota vzduchu

Zmérite hustotu vzduchu. Provést to muzete libovolnou metodou, nezapomente k vasi metodé
uvést potiebnou teorii. Spravny experimentalni vysledek nesmi také postradat urceni chyby
zméfené hodnoty. (TeSend str. 58)

Uloha IV .E ... ¢aj po vederi

Organizatori FYKOSu popijeli v menze po vecéefi vyborny ¢aj. Protoze jsou to zvidavi lidé,
zamysleli se n€ktefi z nich nad procesem chladnuti ¢aje. Pfedmétem sporu bylo, do jaké miry
prispivaji k chladnuti ¢aje procesy vyparovani, vedeni tepla a vyzafovani. Pokuste se stejny
problém Fesit experimentalné. (TeSent str. 60)

Uloha V .E ... pali¢tiv senik
zahiat, aby se na vzduchu vznitila. Jako bonus muzete téz zjistit zapalnou teplotu technického
lihu nebo jiné organické latky.

Postupujte napriklad tak, ze na odporovy drat rozzhaveny prichodem elektrického proudu
pustite plyn ze zapalovace. K urceni zapalné teploty vyuzijete zméfené hodnoty napéti a proudu
a znamou zavislost odporu na teploté. Vasi vynalézavosti se vSak meze nekladou.

Varujeme: Ohen zplisobuje tézké popéleniny, postupujte proto obezietné! (Tesent str. 61)

Uloha VI.E ... chyfte foton
Zmérite rychlost svétla ve vakuu. Provést to mizete libovolnym zpisobem, pouzijte tfeba
i mikrovlnnou troubu. (TeSend str. 64)
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Reseni experimentalnich dloh

Uloha I.E ... a pfece se toéi (8 bodi; primér 4,33; tesilo 46 studentd)

Jiz nékolik stoleti vime, ze se Zemé toc¢i. Zmérte tedy dobu, za kterou se Zemé otoci o 360°
kolem své osy. Své méreni se pokuste provést co nejpresnéji. Mizete navrhnout a vypracovat
nékolik riznych metod a jejich vysledky porovnat. V kazdém p¥ipadé provedte dostatek méfent,
abyste je mohli statisticky zpracovat.

Teorie

Jako zptsob urceni doby rotace se nabizi mérit dobu mezi po sobé néasledujicimi zapady
Slunce nebo pomoci stinu. Oba tyto zptsoby maji jednu vadu — Zemé kromé pohybu kolem
vlastni osy jesté obiha kolem Slunce. Kdyz slune¢ni paprsky dopadaji na zemsky povrch znovu
pod tymZ uhlem, Zemé se mezitim stihla pooto¢it kolem Slunce o 360°/365,25 (asi 1°), a tak
v tu dobu Zemé neorotovala o celych 360°, ale jen o ptiblizné 359°. Je tfeba provést pfislusnou
korekci. Ani takhle to v8ak neni iplné v poraddku, nebot trajektorie, po které obiha Zemé okolo
Slunce, neni kruznice, nybrz elipsa a rychlost pohybu Zemé je v ruznych mistech trajektorie
rtizna (2. Keplertiv zakon)?2.

Vhodnéjsi metodou je uréovat dobu rotace z polohy hvézd. Pohyb hvézd a pohyb stfedu
Zemé vzhledem ke vzdéalenym hvézdam mulzeme v tomto piipadé skutecné zanedbat. Pokud
mame pristup ke hvézdarskému dalekohledu, muzeme jej pro toto méfeni vyuzit. (Co jiného
nez hvézdarsky dalekohled vydrzi nehnuté stat po celych 23 h 56 min anebo pomoci ¢eho jiného
lze na stupnici odecitat rektascenzi?)

Dale miizeme vyuzit metodu Foucaultova kyvadla. Tato metoda je vSak naro¢né na praktické
provedeni a nepfesnosti. Dalsi moznosti je zméfit tthové zrychleni, které, jak znamo, zavisi na
rychlosti rotace Zemé. Chyba takového méfeni by vSak byla srovnatelna s méfenou hodnotou.
Vysledky méreni

Jelikoz jsem neméla k méfeni dostatek hvézdnych noci, rozhodla jsem se pouzit namérené
hodnoty nékterého z resiteli. Kdyby toto feseni mélo byt zcela autorské, nemohlo by byt v zad-
ném pripadé vzorové, protoze vysledky Stanislava Vosolsobé nebo Tomdse Bedndrika by byly
oc¢ividné lepsi nez ty moje. Vybrala jsem ke zvefejnéni Stanislavovo feSeni. Ten méfil v Sesti
dnech cas, kdy se hvézda Capella promitla do urcitého bodu.

1. méfeni 2. méfeni
den | ¢t; [h:min:s] | At1 [min:s] | t2 [h:min:s] | At2 [min:s]

1| 20:36:35 - 20:40:15 -

2| 20:24:47 3:56 20:28:25 3:57
3| 20:20:50 3:57 20:29:05 4:20
4| 20:12:50 4:00 20:16:00 4:03
5| 20:05:20 3:45 20:07:50 4:05
6| 20:01:37 3:34 20:03:58 3:52

Vypocéitadme primérnou hodnotu At a smérodatnou odchylku sa¢, k hrubé chybé nedoslo.

At = 4min 2,9s, sar = 6,7s.

2) Je uziteéné nakreslit si obrazek. Pojmy jako hvézdny a slunec¢ni den jsou objasnény napf.
v gymnazialni ucebnici fyziky — dil astrofyzika.
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Jako celkovou chybu vezmeme trojnasobek smérodatné odchylky, chyba méfeni je vici ni za-
nedbatelna
At = (4,0 £ 0,3) min.

Pro dobu rotace Zemé dostavame
T =24h — At =23h 56 min 0s &+ 20s,

v ramci chyby se shodujeme s tabulkovou hodnotou 23h 56 min 4s.

Uloha II.E ... neni hmotnost jako hmotnost (8 bodi; primeér 4,81; Tesilo 31 studentt)

Experimentalné ovéite rovnost setrvacné (té, kterd vystupuje ve druhém Newtonové pohy-
bovém zdkonu) a gravitacni hmotnosti (té, kterd vystupuje v Newtonové gravita¢nim zdkonu).

Teorie

Pred méfenim si musime uvédomit, kde gravitacni a setrva¢nd hmotnost vystupuji. Napii-
klad u siloméru se tihova sila pfendsi na vychylku pruziny, takZze méfime vlastné hmotnost
setrvacnou. Samotna tihova sila je také tvofena dvéma slozkami — kromé gravitacni sily na
téleso pusobi rovnéz odstiediva sila (Zemé se otaci), uréovand hmotnost je tedy souctem gra-
vita¢ni a setrvacné hmotnosti. Orientacnim vypoctem se ale mizeme presvédcCit, ze setrvacna
slozka netvori vice nez 0,3 % vysledné sily.

Gravita¢ni hmotnost lze urc¢it oby¢ejnym vazenim, musime si vSak uvédomit, jak presné
pouzité vahy pracuji. Dalsi moznosti je volny pad, omezuje nas ovSem odpor vzduchu, ktery do
méfeni vklada velkou chybu. Setrva¢nou hmotnost mizeme urcit pomoci kyvadel nebo z dob
kmitani téles na pruziné. Ve druhém piipadé je vSak obtizné pouzit za vychozi udaj tuhost
pruziny, ta byla pravdépodobné urc¢ena obdobnym experimentem, 1épe by bylo provést druhé
méfeni pro pruzinu tvofenou dvéma stejnymi pruzinami. Pomér gravitacni a setrvacné hmot-
nosti muzeme také urcit z thlu, o ktery se od svislého sméru odchyli rotujici kulicka na provazku.
V tomto pfipadé je vodorovna slozka vyslednice tvofena odstiedivou silou (podili se na ni se-
trva¢na hmotnost) a svisld silou tihovou, u které mizeme s velkou presnosti predpokladat, ze
je tvorena gravita¢ni hmotnosti.

S velkou presnosti byl pomér gravitaéni a setrvacné hmotnosti ur¢en pomoci Cavendisho-
vych vah. Na ty¢ zavésenou na tenkém vladkné jsou pripevnéna dvé zavazi, do jejichz blizkosti
umistime dvé tézké koule. Gravitacni sila, kterou tyto koule na mensi zavazi pusobi, vyvola
kmiténi tyce kolem rovnovazné polohy. Jeho periodu pak mizeme urcit tim, ze sledujeme odraz
svételného paprsku od zrcatka pripevnéného k tyci.

V domaécich podminkéch je pravdépodobné nejjednodussi provést méreni doby kmitt mate-
matického kyvadla, proto jsme si tento zpusob vybrali také my.

Vzdalenost mista na povrchu Zemé od jejiho stiedu urcime podle vzorce

<052 ¢ + (Rpot/ Rrov) sin®
R = Ryov 2 2 i 2 )
cos? ¢ + (Rpo1/Rrov)? sin® ¢

kde Rrov je rovnikovy a Ry, polednikovy polomér Zemé. Uvédomme si ale, Ze gravitacni piiso-
beni rota¢niho elipsoidu nemiizeme nahradit ptisobenim hmotného bodu v jeho stfedu. Chybu
vzdalenosti R urcené z predchoziho vztahu proto odhadneme na 5km, pfic¢emz do ni zahrneme
i tyto odlisnosti. Pro Prahu (¢ = 50°07") vychéazi

R = (6366 & 5) km.

Tihovou silu pusobici na povrchu Zemé miizeme vyjadfit jako soucet gravitacéni a odstfedivé
sily. Ve vztahu pro gravita¢ni silu vystupuje gravitacni hmotnost i a ve vztahu pro odstfedivou
silu setrva¢na hmotnost m. Vyslednici ddme do rovnosti s dostfedivou silou.
s Mz,
R2

— mQ2Rcos p = mw?l,
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kde [ je délka kyvadla, w thlova frekvence kmitani kyvadla a © thlova frekvence otaceni Zemsé.
Odtud pro pomér gravita¢ni a setrva¢né hmotnosti plyne

(20)

uo Q2R cos p + w?l _ 412R2? [ Rcosyp l
m  xMg/R? My T2 T2 )’

kde Tz je doba otoceni Zemé a T' perioda matematického kyvadla.

Vysledky méreni

Matematické kyvadlo jsme si reprezentovali kulickou zavéSenou na niti. Za délku kyvadla
budeme povazovat vzdalenost zavésu od stiedu koule. Tu vyjadfime jako soucet délky niti L,
délky h hacku, na kterém je koule zavéSena, a poloméru koule r. Polomér koule i délku hacku
jsme uréili posuvnym meéritkem, délku niti pasovym méridlem. Chybu délky niti odhadneme
na 0,4 cm.

h=(0,69+0,01)cm, r=(1,17+0,01)cm, L =(99,3+0,4)cm

Pfi urcovani chyby celkové délky matematického kyvadla mizeme chyby poloméru koule i délky
héacku zanedbat.

1=(101,2 £ 0,4) cm

Dobu deseti kmiti kyvadla jsme urcovali pomoci ¢itace. Ten vzdy zaznamenava dobu, kdy
kyvadlo protlo drahu svételného paprsku, ¢imz vyrazné zvySuje pfesnost méfeni (odstraiuje
reakéni dobu experimentatora). Vychylku kyvadla volime maximélné 3°.

c. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10T [s ] 20,1838 | 20,1875 | 20,1857 | 20,1834 | 20,1806 | 20,1829 | 20,1857 | 20,1866 | 20,1859 | 20,1803
T [s] | 2,01838 | 2,01875 | 2,01857 | 2,01834 | 2,01806 | 2,01829 | 2,01857 | 2,01866 | 2,01859 | 2,01803

Aritmeticky pramér je 2,01842s. Chybu méfeni odhadneme vzhledem k rozptylu naméfenych
hodnot na 0,0003 s, nebot méfreni miize byt zatiZeno systematickou chybou piistroje a metody.

T = (2,0184 £+ 0,0003) s

Urceni soucinu M7 je ponékud problematické. Pfedpokladejme, Ze byl zméfen metodou, ktera
nezavisi na setrvac¢né hmotnosti, a berme

»xMy = (3,987 £ 0,005) - 10" m3.s72.

Pomér p/m uréime ze vztahu (20), jeho chybu uréime z kvadratického zédkona pfenosu chyb

Az = \/@2 AR)2 + (2—; AT>2 + (% Al>2 + (% A(xMZ)>2.

Dostavame pomérné presny vysledek

z=" —0,999 +0,004.
m
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Diskuse a zavér

Na chybu vysledného poméru p/m ma nejvétsi vliv chyba urceni délky kyvadla I. Tuto chybu
bychom mohli snizit pouzitim delsiho zavésu. Déle se na vysledné chybé projevuje nepfesnost
uréeni souéinu My a vzdalenosti R. Chyba zpusobena tim, ze kmity nejsou harmonické, je
o fad mensi nez uvedené chyby, také predpoklad matematického kyvadla je zde pomérné presny.

Nami urcend hodnota poméru gravitacni a setrvacné hmotnosti se tedy v rdmci své chyby
shoduje s ocekdvanou hodnotou.

Uloha II1.E ... hustota vzduchu (8 bodi; primeér 5,15; vesilo 27 studentd)

Zmérte hustotu vzduchu. Provést to miizete libovolnou metodou, nezapomerite k vasi metodé
uvést potrebnou teorii. Spravny experimentalni vysledek nesmi také postradat urceni chyby
zmérené hodnoty.

Pro feseni problému vyuzijeme dynamické metody urcovani hustoty plynd. Vyzkousejme
tedy pad télesa ve vzduchu.

Teorie

Pfi méfeni budeme uvazovat ustileny stav, kdy téleso pada rovnomérné primocare, tedy kdy
je tiha piisobici na téleso vyrovnana odporovou silou vzduchu, jehoz hustotu mame urcit. Jak
dobfe vime, pro velikost odporové sily zname nékolik vztahii v zévislosti na charakteru proudéni
a obtékani télesa. Ve vypocétu pouzijeme Newtoniv vzorec (zdivodnéni viz téz Diskuse), kde
hustota vzduchu g vystupuje, a tedy pro rovnovéahu sil dostavame

mg = %C’S ov?,
kde m je hmotnost télesa, g = 9,81 m-s—! velikost tihového zrychleni, v velikost ustélené rych-
losti, S plocha maximéalniho prifezu télesa kolmého k rychlosti v a C' soucinitel odporu, jehoz
hodnoty jsou tabelované. Ze zjisténych hodnot téchto veli¢in vypoc¢teme hledanou hustotu podle

vztahu ,
2mg [t
=— |- . 21
o= (1) (21)

Postup méreni

K méfeni jsme pouzili kruhovou desku o pri-
méru d, tudiz plose S = md%/4 a se soudinitelem
odporu C' = 1,11, realizovanou velice tenkym papi-
rem, ktery se uziva ve fotoalbech, aby se fotografie
neslepily. Aby byly splnény podminky pokusu (kol-
most na smér rychlosti a rovnomeérny piimocary
pohyb), prilepili jsme zespodu kiidélka vysokd 3 cm
ve tvaru kfiZe, navic udrzujici rovinu papiru (viz
obr. 43). Budeme pfredpoklddat, Ze koeficient C' se
touto upravou nezménil (viz Diskuse).

Obr. 43. Kruhova deska s ,kiidélky“

Toto téleso klesalo rovnomérné na draze s = 1,15m, poté se zacCalo vyraznéji naklanét
a uhybat do stran, coz dobfe zname. Ustalené rychlosti bezpecné dosidhlo na draze cca 10 cm.
Celkovad hmotnost papirového télesa m byla urcena laboratornimi rovnoramennymi vahami.
Meéfeni priméru kruhu d milimetrovym méfitkem a doby padu ¢ (ru¢ni méfeni) na dréze s bylo
zpracovano statisticky.
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Vysledky méreni

Mnozi z vas peclivé zpracovani a vyhodnoceni chyb vynechévaji. Dovolte mi tedy shrnout
zakladni body.

a) Rozhodneme se, kde pouZzijeme statistické zpracovéni. Napf. hmotnost jednoho télesa nebo
délku urc¢itého useku nemé smysl mérit nékolikrat. Jiny pripad je, pouzijeme-li jind méridla,
abychom potlacili systematickou chybu meéfeni, nebo kontrolujeme-li neménnost veli¢iny
v pribéhu méfeni. Naopak rozméry télesa a ruéni méfeni ¢asu urcité zpracujeme statisticky!
Zde napt. statistickd chyba méfeni priméru d (tj. standardni odchylka o4) vypovida, jak
presny kruh mame. V pfipadé mérfeni ¢asu statistika eliminuje zkresleni vysledki ndhodnou
chybou pfi méfeni. (Hrubou chybu odhalime kritériem 30.)

b) Veskeré hodnoty veli¢in X uvadime ve tvaru X = (z £ ;) jednotka. Chyba e, (zaokrouhlenad
na maximélné dvé platné éislice) je mozna chyba méfeni dand polovinou nejmensiho dilku
stupnice nebo nasim rozumnym odhadem, pfipadné spoctend z mozné statistické chyby.
Stfedni hodnotu z zaokrouhlime ve stejném fadu, jako je chyba e. Jako moznou chybu
ru¢niho méfeni casu vezmeme reakcni dobu clovéka alespon 0,2s, kterou si sami muzeme
zmérit. Chyby sc¢itame podle kvadratického zakona s¢itani chyb

_ /2 2
€=/ tep-

¢) Chybu vypoctené veli¢iny uréime obecné pomoci parcilnich derivaci jakozto vahy v kva-
dratickém zakonu. Pokud vSak veli¢iny vystupuji v souéinu/podilu a jsou zatiZeny malymi
relativnimi chybami, lze efektivné pfimo séitat relativni chyby. (Toto bylo pro rychly odhad
chyby uplatnéno v naSem zpracovani, i kdyz chyby jsou jiz pomérné velké.)
Vysledky jsou tedy nésledujici. Hodnoty z méfeni doby padu a priuméru kruhové desky jsou
v nasledujici tabulce.

t[s] | 1,64 | 1,70 | 1,60 | 1,70 | 1,68 | 1,66 | 1,68 | 1,60 | 1,68 | 1,64
d[mm)] | 21,00 | 21,10 | 21,00 | 21,00 | 21,10 | 21,10 | 21,00 | 21,10 | 21,10 | 21,10

Spoéitdme pramérnou hodnotu a standardni (stfedni kvadratickou) odchylku. Shriime na-
métfené hodnoty

s=(1,15+£005)m, t=(1,66+0,20)s, d=(0,2106=£0,0006)m, m = (1,3040,05)g.

Ze vztahu (21) dostavame o = (1,37 £ 0,29) kg-m 3, spravné zaokrouhleny vysledek méieni
tedy je
0= (1,4£03)kgm ?,

pfi¢emz je vztazen na nasledujici podminky méfeni. Teplota vzduchu 22°C (uréena kuchytiskym
teplomérem), tlak 1014 hPa (podle TV relace o pocasi).

Diskuse

Nesmime zapomenout na diskusi, kde posoudime splnéni podminek pokusu a spravnost
vysledkt a kde provedeme srovnani s tabelovanymi hodnotami a zhodnotime chyby méfeni.
Pripadné odchylky se pokusime zdivodnit.

Vysledek koresponduje dobfe s tabelovanou hodnotou 1,27kg-m™* v ramci chyby méfeni,
kterd je pomérné velka. P¥i prvnim provedeni (ve snaze snizit chybu méfeni) byl stejnym zptiso-
bem zkouméan pad na draze 2,2 m, ktery dal vysledek 1,8 kg-m—3, avsak v druhé poloviné padu
objekt neletél rovnomeérné a pfimo dolu. Takovy pohyb navysuje dobu padu t a méni podminky
méfeni a ziejmeé vede k vyssi hodnoté hustoty vzduchu, nez je skutecna. Ze stejného duvodu je
i presnéjsi vysledek vychylen nahoru od tabelované hodnoty.

3
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FYKOS, XVIII. ro¢nik

Méreni je zatizeno pomeérné velkou chybou danou predevs§im nepfesnym ruc¢nim méfenim
¢asu, ale navySenou také vétsim poctem nepfesné zjistovanych veli¢in (tj. méfeni na kratké
draze a relativné malé hmotnosti).

Zbyva zhodnotit spravnost Gvah a rovnic, ze kterych jsme vychazeli. Charakter proudéni lze
ur¢it podle Reynoldsova ¢&isla, na zakladé jehoz odhadnuté velikosti (v je kinematicka viskozita

vzduchu)
dv  0,21-0,69

Re=—n~ 2= " ~10%
v 1,4-10-5
Ize konstatovat, ze nase proudéni je turbulentni a v tomto pfipadé plati dostatecné presné
Newtonuv vzorec (¢ili zavislost na kvadrétu velikosti rychlosti v). Nezbytna uprava télesa (do-
plnéni svislymi ki¥idélky) mtze zpusobit podstatné turbulence pod plochou desky. Pfislusnou
zménu tabelovaného soucinitele C' vSsak neumime odhadnout, coz vnese do vysledku systema-
tickou chybu. Lokalni ani ¢asovou zménu hustoty vzduchu p¥i méfeni (s ohledem na rychlost
pohybu v) nepfedpokladame.

Uloha IV .E ... &aj po vederi (8 bodi; primér 5,33; vesilo 24 studentii)

Organizatori FYKOSu popijeli v menze po veceri vyborny ¢aj. Protoze jsou to zvidavi lidé,
zamysleli se nékteri z nich nad procesem chladnuti caje. Pfedmétem sporu bylo, do jaké miry
prispivaji k chladnuti ¢aje procesy vyparovani, vedeni tepla a vyzaiovani. Pokuste se stejny
problém fesit experimentalné.

Teorie

Caj chladne diky vypafovani, vyzafovani a vedeni tepla. Ze Stefanova-Boltzmannova zakona
muzeme uz predem fici, ze vliv vyzafovani bude nepatrny.

Jak to namé&rfit? Jednim z moznych zptusobt bylo zjistovat pomér tepel odevzdanych ¢ajem
jednotlivymi zpusoby okoli v rtznych casech a tim i pfi riznych teplotach. Plati nasledujici

vztahy \SAT
Qu=mly, Q2=""""", Qs=oT'sr,

kde Q1 je teplo odevzdané vyparovanim, Q2 je teplo odevzdané vedenim a @3 je teplo odevzdané
vyzafovanim. (T je teplota, 7 je ¢as. Pozor, Iy neni mérné skupenské teplo varu, je to mérné
skupenské teplo vyparovéani.) P¥i méfeni Q1 méfime tbytek hmotnosti ¢aje v hrnicku v zavislosti
na c¢ase, pro zjisténi tepla odevzdaného vedenim sta¢i pouze promérit plochu nadoby, tloustku
jejich stén, teplotu a zaznamenavat Cas, u vyzarovani to je podobné. VSe ostatni nalezneme
v tabulkach. Pfi uréovani tepla odevzdaného vyparovanim je vSak nutno odfiltrovat zbylé dva
faktory (vyzafovani a vedeni), analogicky pfi méfeni obou zbylych tepel. (Viz dale.)

Druhy pristup, ktery lze zvolit, je nasledujici. Nejprve proméfit Casovou zavislost teploty
¢aje v hrnku, kde jsou odstinény vSechny tfi vlivy, poté mérit za pritomnosti pouze jednoho
z faktort, pak pridat druhy faktor a nakonec ten tfeti. Dostaneme graf, kde jsou nad sebou
Ctyti kiivky a z mezer mezi nimi vidime podil jednotlivych faktorid na chladnuti pfi raznych
teplotach.

Jak provést odstinéni? Vyparovani se zbavime prikrytim hladiny, vedeni odstranime co nej-
lepsi tepelnou izolaci (nap¥. uzavienim hrnicku do kalorimetru) a vyzafovani lze odfiltrovat
zabalenim do alobalu. Zadny z faktort vsak bohuzel neodfiltrujeme stoprocentné.

Experiment

Pro svij experiment jsem zvolila druhy postup. K méfeni jsem pouzila digitalni teplomér.
Jako chladnouci kapalinu jsem si opatfila originalni vyborny ¢aj z menzy. K odstranéni odpa-
fovani jsem pouzivala igelit, na tepelné odizolovani jsem si zapujcila kalorimetr a vyzarovani
jsem brzdila alobalem. Vysledky jsou v grafu na obrazku 44.
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¢ [min] | 0 5 |10 |15 | 20 | 25 |30 |35 | 40 | 45 | 50
Ty [°C] | 66,4 | 64,5 | 62,7 |60,3 |59,5 |57,4 | 56,3 |54,56 | 53,6 | 52,5 |51,3
Ty [°C] | 66,5 | 64,0 |62,4 |59,8 |58,9 |56,9 |55,9 |53,9 |53,1 |51,8 |50,6
Ts [°C] | 66,0 | 61,4 |58,2 | 55,9 |52,3 |49,8 |49,2 45,8 |44,3 |43,1 |42,0
Ty [°C] | 66,3 | 59,1 |55,7 | 51,8 |49,0 | 46,5 |44,7 |42,5 |41,0 |39,1 |38,0

Zaveér
Jak je vidét z grafu, podily jednotlivych faktorti na chladnuti vyborného caje z menzy

dost zavisi na teploté. Ve vlivu na chladnuti ve vysledku vede vedeni, vyparovani se vyraznéji
uplatiiuje pouze na zacatku (pii vyssich teplotach), vyzafovani je skuteéné zanedbatelné.

T/°C

70 o T1 nic
o T vyzarovani
O 73 vyzafovani a vedeni
m Ty vyzafovani, vedeni a vyparfovani
60
501 vyzarovani
vedeni
40 vyparovani
30 I I I I I .
0 10 20 30 40 50 7/min
Obr. 44

Uloha V .E ... pali¢iv senik (8 bodi; primeér 6,13; tesilo 15 studentt)

Urcete teplotu vzniceni naplné plynového zapalovace, tj. nejnizsi teplotu, na kterou ji musime
zahrat, aby se na vzduchu vznitila. Jako bonus muzete téz zjistit teplotu vzniceni technického
lihu nebo jiné organické latky.

Postupujte napriklad tak, ze na odporovy drat rozzhaveny prichodem elektrického proudu
pustite plyn ze zapalovace. K urceni teploty vzniceni vyuzijete zmérené hodnoty napéti a proudu
a znamou zavislost odporu na teploté. Vasi vynalézavosti se vsak meze nekladou.

Varujeme: Ohen zpusobuje tézké popaleniny, postupujte proto obezretné!

Teplota vzniceni je teplota, pfi které latka vzplane pouze ptisobenim tepla, kdezto zapalna
teplota je teplota, pfi které se latka zapali po pfiblizeni plamene. Je si proto potieba uvédomit,
ze napriklad teplota jisker, které zapaluji plyn unikajici ze zapalovace, nemusi dosahovat teploty
vzniceni, staci jen presdhnout teplotu zapalnou, kterd se pohybuje okolo 10°C.
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Teorie

Budeme postupovat tak, jak navrhuje zadani tlohy. K tomu je potieba znat zavislost odporu
dratu na teploté. Pro kovy lze v Sirokém rozsahu teplot aproximovat tuto zavislost linearnim
vztahem

R(T) = Ro(1 4+ (T — Tv)), (22)

kde « je teplotni soucinitel odporu a Rg odpor pii teploté Tp. S dostate¢nou pfesnosti v oboru
naseho méfeni také plati Ohmuv zakon

U=RI, (23)
ktery jisté vsichni davérné znate.
Méteni o @ &1 o
Sezeneme si odporovy dratek, ktery budeme zahfivat N
pruchodem elektrického proudu. Zdiraznuji privlastek od- Q/j

porovy, jelikoz dratek musi mit vyrazné vétsi odpor nez
privodni vodice.

Odpor dratku budeme mérit podle schématu na obrazku 45. Jelikoz je jeho odpor zane-
dbatelny vici odporu voltmetru, pfipojime pfimo k dratku voltmetr a pred voltmetr zaradime
ampérmetr.

Nejprve méfenim urcime koeficient @ ze vztahu (22). To provedeme tak, ze zméfime odpor
dratku pri riznych teplotach, které méfime naptiklad pomoci termistoru v rozsahu do 200°C.
Nameéfené hodnoty shrnuje nasledujici tabulka.

t[°C] | 23 | 100 | 150 | 200
R[] |3,750 | 3,775 |3,780 | 3,795

Obr. 45. Schéma méfeni odporu

Hodnoty vyneseme do grafu a provedeme linearni regresi — body prolozime piimkou, ta
protne osu y v hodnoté R a jeji smérnice bude (podle (22)) Roa.

Ro = (3,754 0,04)Q, Roa=(2,3+0,5) 1074 Q.K~!,
kde chyby jsme urcili ze statistické chyby regrese a chyby méfeni AR = 0,042, ktera je dana

tfidou presnosti méfticich pristroji a vlivem prechodovych odporid na kontaktech. Pro teplotni
soucinitel dostavame

a=(614+1,4)-1075K™ .

R/Q
3,80}
3,78}

3,76

3,74+

3,72+

3,70 . : . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 T/°C
Obr. 46
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Nyni se pokusime zméftit teplotu vzniceni naplné zapalovace. Odporovy dratek budeme za-
hiivat prichodem elektrického proudu a zaroven budeme mérit proud tekouci dratkem a napéti
na dratku, pouzijeme regulovatelny zdroj napéti. Napéti zdroje budeme zvysovat tak dlouho,
dokud plyn pustény na rozzhaveny dratek nevzplane. Namérené hodnoty napéti a proudu pfti
vzplanuti plynu jsou

I1=1(292+0,02)A, U=(11,33+0,05)V,
odtud odpor dratku pfi teploté vzniceni je
R =(3,88+0,04) Q.

Teplotu vzniceni uré¢ime ze vztahu (22).

R-R
70 4 7y = (600 + 300)°C.
Roa

Tnéplﬁ zapalovage —

Analogicky budeme postupovat pfi méfeni teploty vzniceni lihu. Rozzhaveny dratek budeme
umistovat do par lihu a napéti budeme zvysovat, dokud pary nevzplanou. Naméiené hodnoty
napéti a proudu jsou

I=(2,80+0,02)A, U= (10,77+0,05)V,
odtud odpor dratku pii teploté vzniceni je
R =(3,854+0,04) Q2.

Teplotu vzniceni par lihu ur¢ime stejné jako vyse.

R—R
Tiin = ———2 + Ty = (400 = 200)°C..
Roo

Diskuse a zavér

Presnost urceni zapalnych teplot neni pfili§ velka, coz je dusledek malé velikosti soucini-
tele a. Bohuzel vétsina odporovych drata (tj. dratt s velkym mérnym odporem) méa mélo
vyraznou zavislost na teploté stejné jako ten, ktery jsme pouzili my. Konkrétné nas dratek
mél a ~ 6-1075% a to zpiisobilo obrovskou vyslednou chybu (50 %). Vhodnéjsi by bylo pouzit
material s oo ~ 11073,

Dalsi chyba (az 10 %) je zptsobena tim, Ze zavislost odporu na teploté neni pfesné linedrni.

Pokud porovname nase vysledky s tabulkovymi hodnotami (pfedpokladame, ze naplii zapa-
lovac¢l je smés propanu a butanu)

Tpropan—butan = 480°C — 605°C »  Tethanol = 425°C 5

zjistime, Ze se v ramci chyb shoduji, coz vsak nijak nezhodnocuje nase méreni.

63



FYKOS, XVIII. ro¢nik

Uloha VI.E ... chytte foton (8 bodi; primér 5,88; tesilo 25 studentti)

Zmeérite rychlost svétla ve vakuu. Provést to mizete libovolnym zpiisobem, pouzijte tieba
i mikrovinnou troubu.

Historicky dvod

Historie méfeni rychlosti svétla je pomérné obsahla kapitola. K realizaci klasickych mecha-
nickych experimentid (Fizeauovo méfeni s ozubenym kolem nebo uziti Foucaultova rotujiciho
zrcadla) si pravdépodobné neobstarame potiebné zafizeni. Kvili technické i ¢asové naroc¢nosti
se nebudeme zabyvat zajimavymi astronomickymi metodami, jako napt. Bradleyho méfeni abe-
ra¢niho Ghlu u hvézd nebo pomoci zakrytd mésict nékterych planet (viz tloha pfedchozi série).
V nasem feSeni budeme mérit rychlost vhodného elektromagnetického vinéni, kterym viditelné
svétlo je, a pfitom uzijeme teoretického poznatku J. C. Maxwella, Ze vSechno elektromagnetické
zafeni se ve vakuu S$ifi stejnou rychlosti, kterd je prakticky rovna méfené rychlosti svétla ve
vzduchu.

Teorie

Mezi vlnovou délkou A, frekvenci f a rychlosti Sifeni ¢ elektromagnetického vinéni plati
vztah

Odtud rychlost svétla vypocéteme, podafi-li se ndm napf. zmérit vinovou délku zafeni o zndmé
frekvenci. Ze zkusenosti vime, Ze rychlost svétla je velika, proto bychom potfebovali vinéni s po-
mérné vysokou frekvenci, aby vinova délka byla méfitelnd dostupnymi prostfedky. Vyzkousejme
t¥eba (podle doporuéeni v zadéni) mikrovinnou troubu, kterd dle normy pracuje na frekvenci
(samoziejmé v bezlicenénim frekvenénim pasmu)

f=2,45GHz.

Pfi méfeni vinové délky mikrovln vyuzijeme skutecnosti, ze vyzarené viny interferuji s vinami
odrazenymi od stén a v troubé vznika tzv. stojaté vinéni. Vlny se musi odrazet; jejich pohlcovani
ve sténach je neuziteCné a mohlo by znamenat poniceni trouby. Mikrovlny samoziejmé nesmi
unikat do okoli a ohrozovat kuchate. U stojatého vlnéni existuji jednak uzly (tj. mista, kde se
vektory elektrické intenzity pfimé a odrazené vlny nezévisle na Case vyrusi), jednak kmitny,
v nichz se intenzity scitaji konstruktivné a dosahuji nejvétsi amplitudy. Pravé v misté kmiten se
ohfivané latce (kterd musi byt alespoii polarni, jako napt¥. voda) pfedava nejvice energie a latka
se nejrychleji zahfiva. Aby se potravina lokalné nespdlila v dusledku pomalého odvodu tepla,
talif se s ni pomalu otaci. Jisty vliv na ohfev muze mit také proudici vzduch. Ve vodé se teplo
efektivné rozvadi proudénim (konvekci). Nepolarni latky, jako napf. porcelan talife ¢i sklo, se
ohfivaji sekundarné od jidla bé&znym vedenim tepla.

V teorii potfebujeme zminit, Ze sousedni kmitny jsou vzdaleny pravé o polovinu vinové délky.
Vlnovou délku tedy uré¢ime zméfenim vzdélenosti d pies celkem n kmiten (v€etné méfenych
krajnich) podle vztahu

Méreni

KdyZ rozumime principim funkce mikrovlnné trouby, mizeme se vénovat vlastnimu méteni.
Polohu kmiten zviditelnime latkou, kterd se snadno natavi (a pokud mozno p¥ili§ rychle neod-
vadi teplo, coz vede k rozmazani polohy). Organizatori k tomuto ucelu jednomyslné preferuji
¢okoladdu. Jednu nebo dvé tabulky c¢okolady noZzem nafrezeme na malé kousky a dostatecné husté
je rozsypeme po rovném sklenéném talifi z trouby. Je jasné, Ze musime potlacit otaceni talife,
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tudiz jej do trouby polozime na dva vhodné vysoké hrnky, lépe vSak na plastovy kryt slouzici
k priklopeni talifi. Pokud neméame velké zasoby ¢okolady a chceme Setfit energii, musime pokus
provadét s rozvahou. Nastavime stfedni vykon a spustime mikrovinku na 5 az 30 sekund. Poté
talif vytahneme a $pi¢kou noze vyzkousime, kde a do jaké miry se ¢okoldda rozehiila. Podle
mnozstvi a jakosti materidlu mizeme pokus opakovat a hledat optiméalni nastaveni vykonu
a doby ohfevu. Je vhodné dat ¢okolddu na talifi ztuhnout do lednice a méreni opakovat.

Vyzkouseli jsme méfeni s nékolika riznymi mikrovlnkami. Nejlepsi dosazeny vysledek obsa-
hoval n; = 5 zviditelnénych kmiten. Odectené vzdalenosti d; jsou uvedeny v tabulce s vypoc-
tenou hodnotou rychlosti.

&m. |[n | dcm] A [cm] rel. chyba [%] [ ¢ [103m/s]
115 24+1 12,0 £ 0,5 4,2 2,94 40,13
213 12+1 12+1 8,3 2,9+0,3
313 |12,5+£1,0(12,5+1,0 8,0 3,1+0,3
13| 121 | 12+1 83 29103
513 | 1241 211 8,3 29+03

Relativni chybu méfeni d muzeme pokladat za rovnou relativni hodnoté vysledku c diky
primé umére. Pokud je prvni platna cislice absolutni chyby jednicka, je mozné uvést chybu
na dvé platné cislice. Pfipomenme, ze absolutni chyby vzdy bezpeéné zaokrouhlujeme nahoru
a stfedni hodnotu zaokrouhlime standardné ve stejném fadu. VSechny vysledky s ohledem na
chyby méfeni spolu koresponduji. V zavéru muzeme uvést nejpiesnéjsi méreni, popfipadé arit-
meticky prumeér, jenz muze byt vazeny prevracenymi hodnotami relativnich chyb a vypocten
z nezaokrouhlenych hodnot, jakozto nejlepsi odhad stfedni hodnoty (uveden se standardni od-
chylkou)

c=(2,95+0,09)-10%m/s.

Chybu vysledku vypocitame dle kvadratického zakona s¢itani mozné chyby, statistické a p¥i-
padné dalsich chyb méfeni, coz je dulezité, abychom nepodcenili vyslednou chybu méfeni

ec = 1/0,252 4+ 0,092 - 103 m/s = 0,266 - 108 m/s = 0,3 - 103 m/s.

Diskuse a zdvér

S vyuzitim stojatého vlnéni v mikrovinné troubé jsme s chybou 10 % zmé¥ili rychlost svétla
ve vzduchu
c=(2,94+0,3) 10 m/s,

ktera se velmi dobfe blizi tabelované hodnoté ¢ = 3,0 - 108 m/s. Chybu méfeni navysilo prede-
vS8im nepfesné urceni poloh kmiten. Pf¥i nékterych usporddanich experimentu se kmitny nedaly
nalézt, coz lze vysvétlit slozitymi odrazy a pohlcovanim mikrovln v troubé. Pokud se vSak
kmitny v pfimce zviditelnily, davaly vzdy dobry a jednoznacény vysledek v souladu s teorii.

Vsimnéte si, ze aritmeticky primér je mirné vychylen od tabelované hodnoty, i kdyz ji
v rédmci standardni odchylky odpovida. Jeho uvedenim se standardni odchylkou, kterd mutze
byt pfi vétsim statistickém souboru jiz hodné mald, bychom se mohli dopustit chyby v zavéru.
Proto musime pfi vyhodnoceni chyby zapocitat také moznou chybu danou hrubosti méreni, jak
jsme to udélali, abychom neztratili jistotu. Co Fici na zavér, je jasné. Po experimentu, poctivém
pocitani smérodatnych odchylek a vyhodnoceni chyb a jako odménu za nase celoro¢ni snazeni
vSechnu ¢okoladu s chuti snime!
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Serial o teoretické mechanice

Uvod

Svét, ve kterém zijeme, je na prvni pohled plny ruznych téles. Télesa se pohybuji nebo
jsou v klidu, vzajemné interaguji bud na délku, nebo pfimym dotykem. P¥i prvnim sezndmeni
s fyzikou jste se jisté snazili najit zdkony, které mechanické pohyby téles popisuji. Ukolem
letosniho seridlu o teoretické mechanice je ucelit a doplnit vasi pfedstavu o mechanice.
Zaroven chceme ukazat i jiné, silnéjsi nastroje pro studium mechaniky, které rozsifi mnozinu
problému, které dokazete fesit.

V tomto seridlu budeme zanedbavat rozméry téles oproti rozmérum prostoru, télesa nahra-
dime hmotnymi body. Moznéd namitnete, ze tato predstava je vzdalenad od reality, v mnoha
ptipadech je ale opravnéna, i kdy# rozméry téles nelze zanedbat. Napiiklad tuha télesal, kterd
neinteraguji dotykem, mtzeme nahradit hmotnym bodem umisténym ve hmotném stiedu. Déle
spojité prostfedi ménici sviij tvar miazeme rozdélit na malické ¢asti a ty nahradit hmotnymi
body. Ukazuje se, Ze nejvyhodnéjsi je formulovat fyzikalni principy a zdkony pro vzajemné
interakce pravé hmotnych bodu. Pripadny piechod od diskrétniho modelu ke spojitému je uz
Cisté zalezitosti matematiky.

Ve vsech kapitolach se budeme zabyvat bud jednim hmotnym bodem nebo koneénymi pocty
hmotnych bodi, jejichz pohyb v prostoru je urcen pifesné. Predmétem mechaniky je nalézt
zékony pohybu téchto hmotnych bodu. Prvnim nasim cilem bude matematicky popsat libovolny
pohyb hmotného bodu. Tim se zabyva kinematika. Zakony téchto pohybu stanovuje dynamika.

Kapitola 1: Newtonovska mechanika

Kinematika hmotného bodu v kartézské soustavé

Jiz jsme se zminili, Ze kinematika popisuje libovolny pohyb hmotného bodu. Tento pohyb je
spojitou fadou udéalosti v tF¥irozmérném prostoru a case. Pohyb vztahujeme ke vztazZné soustavé,
coz je mnozina (myslenych) bod, které jsou v prostoru rozlozeny nekone¢né husté (v libovolné
malém objemu je nekone¢né mnoho téchto bodil). Vztazna soustava nemusi byt nutné jen
mnozina myslenych bodt, vétsinou je vhodné ji ztotoznit
s konkrétnim télesem. Nejcastéji uvazujeme vztazné sou-
stavy spojené se Zemi. Pokud se vzdélenosti bodu vztazné
soustavy neméni, nazyvame ji tuhd. Soustava spojena se X
Zemi je prikladem tuhé vztazné soustavy.

Nas prostor bude mit euklidovskou geometrii, tj. tu,

|

I
kterou znéate jiz od zakladni skoly. Vzdalenosti bodu bu- ka r :
deme mérit v této geometrii v jednom casovém okamziku. : ?
Na méfeni ¢asu budeme pouzivat hodiny, které jdou rovno- Jj |
mérné a stejné rychle bez vztahu k jakémukoli télesu, tj. ve i o/ > ___ -;’/a:
vSech vztaznych soustaviach odméruji stejny ¢as. Tomuto Y

predpokladu fikdme absolutni ¢as. Einsteinova teorie rela-

tivity ukazala, ze tento predpoklad neni opravnény, plati

ovSem dostatecné presné, pokud se pohybujeme malymi Obr. 47
rychlostmi vaci rychlosti svétla.

3) Body tuhého télesa neméni vzajemnou vzdalenost, tuhé téleso tedy neméni tvar.
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Abychom mohli ve vztazné soustavé méfit vzdalenosti a ur¢ovat polohu bodt, musime si v ni
néjakym zpusobem zavést souradnice. Soufadnice jednozna¢né urc¢uji polohu bodu v prostoru,
ruzné body musi mit riznou soufadnici. V tfirozmérném prostoru potifebujeme pro urceni
polohy kazdého hmotného bodu tfi ¢isla, souradnice je tedy trojice Cisel. Za soufadnicovou
soustavu budeme volit kartézskou. Je to soustava pravouhlych soutadnic, uréend poéiatkem O
a systémem t¥i ortonormélnich (jednotkové velikosti, navzajem kolmych) vektort 7, j a k. Tento
systém volime pravotoc¢ivy — pokud i vystupuje z odtazeného palce pravé ruky a j vystupuje
z prstl, potom k vychazi z dlané pravé ruky. Poloha hmotného bodu X je uréena polohovym
vektorem r, pfedstavujicim orientovanou usecku z bodu O do bodu X. Tento vektor miizeme
vyjadrit jako

r=xi+yj+ zk.
Cisla (z,y, z) jsou soufadnicemi hmotného bodu. Pro vzdélenost dvou hmotnych bodt v eukli-

dovské geometrii plati
(As)? = (Az)? + (Ay)? + (A2)%

Slozkami libovolného vektoru A nazyvame takovou trojici éisel (Ag, Ay, A.), pro kterou plati
A=Azi+ Ayj+ Azk.

Budeme se zabyvat problémy, kdy bude polohovy vektor obecné spojitou funkci ¢asu r =
= r(t). Mnozina koncovych bod r(t) je trajektorie hmotného bodu. Délce trajektorie od pevné
zvoleného bodu fikdme drdha.

Pro formulaci pohybovych zdkonu si nevysta¢ime se samotnym polohovym vektorem. Je

t¥eba zavést jeho prvni a druhou &asovou derivaci®.

v
dr
r+dr
r
r
(0] O
Obr. 48 Obr. 49
Rychlosti hmotného bodu nazveme vektor
dr
v=—=F,
dt
ktery ma smér tecny trajektorie. Zrychlentm hmotného bodu nazveme vektor
dzr . .
a=——=F=v.
de?

Teckou znacime prvni derivaci podle ¢asu, dvéma teckami druhou derivaci. Pro slozky rychlosti
a zrychleni plati

vy = &, vy=y, vy = 2,

Ay =& =Vz, Qy=Y =70y, a=2Z2=7,.

4) Vektor derivujeme tak, #e zderivujeme kazdou jeho slozku.
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Pro kazdy bod trajektorie mtizeme nakreslit oskulacni kruznici. Tato kruznice lezi v roviné
urcené vektory rychlosti a zrychleni, dotyka se trajektorie v daném bodé, ve kterém ma navic
stejnou kiivost. Pro kazdy bod trajektorie rovnéz definujeme jednotkovy vektor /, ktery méa
smér teény k trajektorii, a n, ktery ma smér do stfedu oskula¢ni kruznice.

Uzitecné je rozlozit vektor zrychleni na tecnou a normalovou slozku. Rychlost mtizeme napsat
jako

ds
v=—
dt
derivovanim tohoto vztahu ziskame

)

d/
a=23l4+5—. 24 /
S +Sdt ( ) at

Nyni vyuzijeme Frenetovy formule ann

dl _n So

ds R’

kde R je polomér kiivosti trajektorie®. Vztah (24) dostava tvar

o, (32
a=358l+ ~—~-n+0b.
TR

Obr. 50

Vektor b = I X n znaci binormalu. Tecna, normalova a binormalova slozka zrychleni je tedy

ay =0, an= , ap =0.

= S

Inercialni vztaZny systém

Nyni jiz dokdZeme popsat pohyb hmotného bodu. Zakony mechaniky budeme formulovat
pro tuhé vztazné soustavy s kartézskymi soufadnicemi, které jsme si popsali v minulé kapitole,
protoze v téchto systémech jsou zdkony nejjednodussi. Otazkou je, zda jsou tyto zakony ve vSech
vztaznych systémech totozné, nebo zda existuji néjaké privilegované systémy. Newton tento
problém fesil tak, ze zavedl absolutni prostor a fyzikalni zakony formuloval pro vztazny systém,
ktery je vuci absolutnimu prostoru v klidu. Tento vztazny systém Newton charakterizoval tim,
ze volny hmotny bod se vi¢i nému pohybuje bez zrychleni (rovnomérné pfimocaie). Pokud
tento vztazny systém nazveme inercidlni, ziskdme zndmou formulaci 1. Newtonova zakona:

»Volny hmotny bod se v inercidlni vztazné soustavé pohybuje bez zrychleni.

Zbyva dodat, co je volny hmotny bod. Rozumime jim hmotny bod, na néjz neptisobi zadné
pravé sily (tj. ty, které pochézeji ze vzajemné interakce hmotnych bodl), nebo jejichz vyslednice
je nulova.

Na prelomu 19. a 20. stoleti se po marnych pokusech zjistit rychlost Zemé vuci absolutnimu
prostoru dospélo k tomu, ze zddny absolutni prostor neexistuje. Coz nakonec vedlo k zformu-
lovani ,specidlni teorie relativity®, jejimz dusledkem je i neexistence absolutniho ¢asu.

A¢ zadny absolutni prostor neexistuje, umime najit inercidlni vztazné systémy. Naptiklad
soustavu spojenou se stalicemi nebo se Zemi muZzeme povazovat za inercidlni. Na Zemi ptisobi
zd4anlivé sily (pfi¢inou je rotace Zems), které musime vyrovnavat, aby se hmotny bod pohyboval
bez zrychleni. Potom se tedy nejedna o volny hmotny bod. Pokud se ale na odstfedivou silu
budeme divat jako na pravou, stejné jako na gravita¢ni (jejich se¢tenim dostaneme silu tihovou),
bude soustava spojend se Zemi inercidlni (alespori pokud nebudeme provadét velice presna
méteni).

5) R ma4 také vyznam poloméru oskulaéni kruznice.
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Posledni problém, nad kterym se zamyslime, je jednoznacnost inercialni soustavy. Odpovéd
je jednoducha. Méjme néjakou inercidlni vztaznou soustavu S, vuci které se vSechny volné
hmotné body pohybuji bez zrychleni. Nyni uvazme soustavu S’, ktera se véi S pohybuje
konstantni rychlosti u. Ta bude zfejmé také inercidlni. Pokud pocéatky soustav v case t = 0
splyvaji, dostavame nasledujici vztah mezi polohovymi vektory v obou soustavach

r=r"+ut,
pokud k tomuto pfidame vyjadfeni absolutnosti ¢asu
t=t,
méme Galileiho transformaci mezi soustavami S a S’.

Uloha I.S ... kinematika hmotného bodu

a) Poloha hmotného bodu v zévislosti na ¢ase v kartézské soufadnicové soustavé je popsana
polohovym vektorem
r(t) = (Rcoswt, Rsinwt, d).

Urcete, jak zavisi na ¢ase vektory v(t) a a(t). Vypoditejte také teénou, normalovou a binor-

malovou slozku zrychleni.

b) Kolo poloméru R se vali bez prokluzovani po pfimé draze rychlosti v. S kolem je pevné spojen
bod ve vzdélenosti r od stfedu. Urcete jeho pohyb a rychlost jako funkce ¢asu v soustavé
spojené se Zemi. Mize byt jeho rychlost v urcitém okamziku nulova?

(Tesent str. 96)

Newtonovy pohybové rovnice
Po nezbytnych definicich se miizeme zacit zabyvat pficinami pohybu. Méli bychom dospét

k Newtonovym pohybovym rovnicim, které budeme formulovat pro inercidlni vztazné soustavy.
Pric¢ina zmény rychlosti se v Newtonové mechanice nazyva silou. Ptsobeni sily na dany

hmotny bod je projevem interakce s ostatnimi hmotnymi body. Mira této interakce je dana ve-

likosti sily. Abychom byli schopni formulovat pohybové zdkony, je tfeba umét ptrifadit kazdému
hmotnému bodu silu, kterd na néj ptsobi.

Sila je pri¢inou zmény rychlosti, nemize tedy sama zaviset na zrychleni hmotnych bodu.
Obecné sila pusobici na hmotny bod zavisi na poloze a rychlosti bodu samého a také na polohach
a rychlostech ostatnich bodid a na case. Dale budeme predpokladat princip nezdvislosti sil, coz
znamena

F(rov,ri,vi,....ry,vN,t) = Fi(r,v,r, v t) + -+ Fn(r,v, v, vy, t).

Jinak feceno, sily ptisobici mezi dvojici bodt nejsou nijak ovlivnény pritomnosti ostatnich
bodu. Silu ptsobici na hmotny bod muzeme proto rozlozit na sily ptisobici mezi jednotlivymi
dvojicemi. Dulezitym pozadavkem na sily je platnost 3. Newtonova zakona, kterému také
fikdme zdkon akce a reakce. Ten fika

Fia = —Fa1,

neboli velikost sily, kterou ptisobi prvni bod na druhy, je rovna velikosti sily, kterou pusobi
druhy bod na prvni.

Na mechanice je uréit vztahy pro sily. Nemusi pfitom vzdy vychézet z interakce mezi jed-
notlivymi hmotnymi body, fada vztaht pro sily byla urcena experimentalné. SAm Newton Sel
prikladem a popsal gravitacni pusobeni zakonem
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kde ri2 = rp — r1, s je gravitacni konstanta. Veli¢iny p1 a p2, které charakterizuji jednotlivé
hmotné body, jsou mirou gravitace, nazyvame je tthové hmotnosti.

Nyni se dostavame k formulaci pohybovych zdkont. Zajimé nas pohyb jednoho hmotného
bodu, pokud zname silu na néj pusobici (zndme tedy rychlosti a polohy okolnich bodi). Pohyb
tohoto bodu je v inercialni soustavé popsan vztahem

ma = F(v,r,t), (25)
kterému tikdme 2. Newtonuv zékon. Podle definice rychlosti a zrychleni je
m¥ = F(k,r,t). (26)

Veli¢ina m charakterizuje jedinou vlastnost hmotného bodu — jeho setrvacnost, nazyvame ji
proto setrvacénou hmotnosti. Velice pozoruhodné je, Ze tento parametr je identicky s tihovou
hmotnosti u z Newtonova gravitacniho zdkona®. S4&m Newton to nedokézal zdtivodnit. Rovnost
obou hmotnosti je predpokladem obecné teorie relativity. Nejnovéjsi méfeni ukazuji, ze

oo 1x1010,

w

Sami se o rovnosti obou hmotnosti muzete presvédcit pti FeSeni experimentalni tlohy této série.
Rovnice (26) pfedstavuje soustavu t¥i obyéejnych diferencidlnich rovnic, pro kazdou sourad-
nici v kartézské soufadnicové soustavé je jedna. Rikdme jim Newtonovy pohybové rovnice.

mi = Fz(xv Y 2, %, Y, 2, t)v
my = Fy(i‘vy727x7y7z7t)7

mz = F.(z,9, 2,2,9, 2, t).
Pokud budeme mit zadany pocatecni podminky
r(to) = ro = (20,%0,20), V(to) = vo = (vz0,vy0,v20),

muzeme z téchto rovnic jednoznac¢né uréit funkce z(t), y(t) a z(t). Uréime tak budouci ¢asovy
vyvoj polohového vektoru r(t), coz jsme piesné chtéli.

Slozitéjsi je situace, pokud sledujeme pohyb vice nez jednoho bodu. Mame-li N hmotnych
bodd, potifebujeme k jejich popisu vyfesit soustavu 3N rovnic a znat 6 N pocatecnich podminek.
Pro velké N je tento kol velice obtizny, pro jejich popis se pouzivaji jiné modely.

Newtonovy rovnice ndm umoznuji urcit pro pfesné dané pocatecni podminky budouci vyvoj
systému. Tato typicka vlastnost klasické mechaniky se nazyva laplaceovsky determinismus.

Pouziti Newtonovych rovnic si ukdzeme na jednoduchém piikladu.

Priklad 1 — pohyb télesa v kapaliné
Napiste a FeSte pohybové rovnice tuhé koule v kapaliné a homogennim tihovém poli Zemé.
Pocatecni rychlost vp sméfuje svisle doli. Uvazujte, ze koule je obtékdna laminarné.

Reseni
Proti pohybu koule ptisobi odporova sila, ktera je pro laminarni obtékani dana vztahem
F = 6tnRv = kv,

kde R je polomér koule a 7 dynamicka viskozita vody. Pohybové rovnice maji tedy tvar

mi = Fg + Fy, — kv.

6) Pfesnéji: pomér m/u je Gmérny konstanté, kterd nazavisi na case.
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Zvolme kartézskou soufadnicovou soustavu tak, ze osa x mifi svisle vzhiiru, a napiSme si pohy-
bové rovnice v téchto soufadnicich

mi = —mg+ %’KRSQQ — kx,

mz = —kz,

které budeme Fesit spolu s poc¢atednimi podminkami v(0) = (—vo,0,0) a r(0) = (x0, Yo, 20)-
Predposledni rovnici fesime separaci proménnych

d k
/ﬂ:—/—dt = vy =Ce Ft/m,
Uy m

Integra¢ni konstantu C' uréime z pocateéni podminky vy (0) = 0, vychazi C = 0. Podobné
dostaneme pro z-ovou slozku. Druhou integraci tedy mame

Y = Yo, 2 =20

Separaci proménnych budeme fesit rovnéz i prvni pohybovou rovnici.

dvg k
/ Uz =— | —dt = v, :C’efkt/m—% (m—%'ﬂR?’g).
Vg + % (m— %‘nR3g) m
Integra¢ni konstantu C' uréime opét z pocateéni podminky v, (0) = —vg. Po dosazeni vychéazi

g _— m - m
Vg = P (m — §WR3Q) (e kt/m _ 1) — voe~kt/m,

Odtud mtzeme snadno urcit mezni rychlost koule, pro t — oo je
__9 _4._p3
Vg (00) = T (m 3R g).

Abychom dostali hledanou zavislost z(t), budeme vztah pro v, jesté jednou integrovat. Pfi
uréovani integra¢ni konstanty pfihlédneme k x(0) = zo. Dostaneme

(t) = f% (m — 4w R%0) (t+ % (e_’“t/m - 1)) +vo% (e_kt/m - 1) + 0.

Pohybova rovnice v neinercidlnich systémech

Uvazujme inercidlni vztaznou soustavu S, ve které se hmotny bod pohybuje se zrychlenim a.
Déle m&jme neinercidlni vztaznou soustavu S’. V té se hmotny bod pohybuje se zrychlenim a’.
Pokusime se urcit vztah mezi témito vektory.

Pro libovolny vektor A plati néasledujici vztah

(27)

kde derivace s ¢arkou znaéi ¢asovou derivaci vektoru A v ¢arkované soustavé’. Piedstavit si
to mulzete tak, ze vektor A se méni sam (druhy ¢len na pravé strané) a jesté k tomu se otaci

7) Slozky vektoru A vyjadiime v soustavé S’ a kazdou z nich derivujeme.
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rychlosti w (prvni ¢len na pravé strang). Vektor w je vektorem tihlové rychlosti systému S’ viici
systému S. Vztah (27) nyni aplikujeme na polohovy vektor r’ v soustavé S’

_dr _dr n dry
At At dt
d'r  dr

! —_

dt * dt

Il

g
X
S
+

kde v’ jsme oznadili vektor rychlosti hmotného bodu v &arkované soustavé a vg/ je rychlost
pocatku soustavy S’ viici soustavé S. Posledni vztah zderivujeme a jesté jednou pouzijeme (27)

a=exr + ><dr/+dv/+a
= r w —_ - 5=
at a0
da’'r’ , dv
—exr+wx|lwxr+ —)4+wxv +—+ag =
( dt a0
=a'+exr+wx(wxr)+2wxv +ag,
pricemz jsme oznacili € = w.
S/
S
w
r/
r Vs
O/
r
0]
Obr. 51
Odvozeny vztah mezi obéma zrychlenimi dosadime do (25)
ma' =F —mex r —mw x (wx r') —2mw x v —mag. (28)

P1i pohledu na tuto rovnici se nabizi oznacit cely vyraz na pravé strané jako silu, potom bude
mit pohybova rovnice stejny tvar i v neinercidlnich soustavéach. Silu

F,=-—mexr' —mwx (wxr')—2mwx v —mag
proto nazveme zddnlivou. Sily zdanlivé je tieba odliSovat od sil pravych (vtisténych). Sily

pravé maji puvod ve vzajemné interakci hmotnych bod, zatimco sily zdanlivé vznikaji pouze
v neinercialnich soustavach; lze je odstranit pfechodem k inerciadlnimu systému.
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Sila F, se sklada ze sily Coriolisovy Fc = —2mw X v', sily Fulerovy Fe = —me x r’, déle
sily odstredivé Fo = —mw X (w X r') a sily translaéni Fi; = —mag:. Coriolisova sila pisobi
pouze na pohybujici se body vzhledem k S’. Sila setrvaénd Fs = Fo + Fo + Fiy piisobi i na body
v klidu.

V nésledujicim prikladé si zkusime vyfesit pohybové rovnice v neinercialnim systému.
Priklad 2 — pohyb v soustavé spojené se Zemi
Najdéte rovnice popisujici pohyb hmotného bodu na povrchu Zemé v soustavé spojené se Zemi.

Reseni

Pro jednoduchost feseni predpokladejme r(0) = 0 a v(0) = 0. Zavedme si nésledujici kar-
tézskou souradnicovou soustavu. Osa z je svisld a mifi nahoru, osa y mifi od jihu k severu.
Uhlova rychlost rotace Zemé ma slozky w = (0,wy,w), kde wy =wcosp, w, =wsing a ¢ je
zemépisna §itka. V pohybové rovnici

mF = Fg —2mw X v

vystupuje navic pouze Coriolisova sila, nebot odstfedivad je zahrnuta v tihové. Ve slozkéch
dostavame

&= 2wyt — wzy),
§ = —2w.,

Z=—g+ 2wy~ —g.

V posledni rovnici si mizeme dovolit aproximaci, nebot pfislusné slozka Coriolisovy sily je diky
pomalosti zemské rotace zanedbatelnd vzhledem ke slozce tihové. Pak plati

1,2
z(t) = —5gt°,
coz dosadime do prvni rovnice. Mame soustavu dvou diferencialnich rovnic

&= +2(wygt + w279),

J= 2w,

jejiz feSeni je s ohledem na pocéateéni podminky (provedte jako cvigeni)

z(t) = %(szt —sin (2w;t)), y() = w(l — 2022 — cos (2w t)).
w

3
z 4wz

Rozvedeme-li sinus a kosinus v Taylorovu fadu a vezmeme z ni prvni ¢len, ktery se neodecte,
pak

z(t) =~ %gwth = %gwts cosp, y(t) =~ —égwywzt‘1 = —%gw2t4 sin p cos .
S témito vztahy je mozné se spokojit, dalsi ¢éleny jsou totiz prekryty faktory, které jsme nebrali

v tvahu (nehomogenita pole, vliv Mésice). Hmotny bod se bude tedy kromé volného padu
pohybovat jihovychodnim smérem.

Zakon zachovani energie

Vratme se jesté k soustavé tfi rovnic (26). Z teorie diferencidlnich rovnic plyne, Ze pro
kazdou takovou soustavu muzeme najit Sest linedrné nezavislych funkci (v, r,t), které jsou
podél trajektorie konstantni, neboli

d
—(F,r,t) =0.
vl )
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Funkce s touto vlastnosti nazyvame pruni integrdly pohybovych rovnic. Pokud se nam podari
nahradit pohybové rovnice stejnym poc¢tem prvnich integrali, mizeme prejit k této nové sou-
stavé. ReSeni bude znaéné snazsi, protoze se bude jednat o soustavu diferencialnich rovnic pouze
prvniho radu.

Integraly pohybu se hledaji na zdkladé symetrii systému. My si zde ukazeme, Ze jednim
z téchto integrala je mechanickd energie.

Pohybovou rovnici (26) vynasobime skaldrné zprava vektorem rychlosti v

mv-v=F-v. (29)
Vsimneme si, ze levou stranu muzeme dostat derivaci vyrazu

_1
T=35mv-v
podle casu. Veli¢inu T" nazyvame kinetickou energit
hmotného bodu. Rovnici (29) proto nyni podle ¢asu
zintegrujeme (od okamziku to do t), abychom na levé
strané ziskali kinetickou energii B

t
T—To:/F~th.
to

ds

Na soucin v dt se mizeme divat jako na elementarni r(t) F

vektor, jehoz velikost je rovna draze urazené za dt a

jehoz smér je teény na trajektorii. Proto piseme

A
r(to)
s(t)
T—-To = /F-ds. (30) o
s(to) Obr. 52

Integralu na pravé strané fikame kiivkovy integral, nebot integrujeme podél trajektorie. Tento
integral, ktery urcité vsichni dobfe znéte, je roven celkové praci vykonané na hmotném bodu
mezi body A = s(¢9) a B = s(t).

Pokud existuje funkce V(r) takova, ze

F_,(‘LV v ‘LV)
- ox’ oy’ 0z )’

tikame sile F konzervativni a funkci V' potencidlnt energie. Mezi konzervativni sily patfi napfi-
klad sila gravita¢ni nebo sila elektrostatickd. Dosadme tento vztah do (30)

B B
T_TO:_/(aldera—deJra—de) :—/dV:V(A)—V(B).
4 ox dy 0z 4

Vidime tedy, ze pokud na hmotny bod pusobi jen konzervativni sily, zachovava se veli¢ina
E=T+YV, (31)

kterou nazyvame mechanickd energie.
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Uloha II.S ... Newtonovy pohybové rovnice

a) Napiste a FeSte pohybové rovnice hmotného bodu v tihovém poli Zemé. Soufadnicovou
soustavu orientujte tak, ze osy x a y jsou vodorovné a osa z miri vzhliru. Pocatecni poloha
hmotného bodu je ro = (0,0, k), pocatecni rychlost je vo = (vg cos e, 0, vg sin ). Soustavu
spojenou se Zemi povazujte za inercialni.

b) Muz s puskou sedi v kfesle, které se ota¢i kolem svislé osy s frekvenci f = 1Hz. Spolu
s kieslem se otaci terc, ktery je k nému pevné upevnén. V jistém okamziku muz vystreli
kulku rychlosti v = 300km/h smérem od osy otaceni pfesné do stfedu terée. V jakém
misté prorazi kulka teré? Reste jak z pohledu neinercialni, tak z pohledu inercialni vztazné
soustavy. Vzdalenost hlavné od stfedu terce je [ = 3m, odpor vzduchu zanedbejte.

¢) Vyjadrete zavislost rychlosti hmotného bodu na poloze v gravitaénim poli Slunce.

(Tesent str. 98)

Kapitola 2: Lagrangeovska formulace mechaniky

V této kapitole si budeme povidat o zcela jiné formulaci mechaniky, nez je Newtoniiv pohled,
ktery jsme si zopakovali v minulé kapitole. Pokud néjaké casti nebudete zcela rozumét, prejdéte
rovnou na priklady, kterymi je vyklad dostatecné prolozen.

Vazby

Newtonovskd mechanika umi prehledné a jednoduse fesit priklady, pokud jsou jednoznacné
urceny pusobici sily. Problém ale nastane, pokud se objevi vazba. Jednd se o geometrickou
podminku, kterou dand soustava musi spliiovat. Vétsinou se jedna o pripad, kdy je téleso
vazano na (musi se pohybovat po) néjakou kiivku, napfiklad kruznici ¢i pfimku. Obecné vazbu
hmotného bodu na plochu mizZeme matematicky vyjadrit pomoci rovnice

flz,y,2,t) =0. (32)

Vazba muze byt, jak je zapsano v rovnici (32), obecné zavisla i na ¢ase. Vazeb mtize byt i nékolik,
pro r vazebnych podminek je nutno psat

fj(x,y,z,t)zo, pro j:].,...ﬂ”. (33)

Ukazme si sestaveni takovéto rovnice na nejjednodussich pripadech.

Priklad 3 — vazebné podminky
Urcete vazebné rovnice pro pohyb hmotného bodu

a) po pfimce, ktera je souhlasna s osou z,
b) po kruznici se stfedem o soufadnicich [zo,yo] a polomérem R,
¢) po kouli o poloméru R se stfedem na ose y, ktery se pohybuje podél osy y rychlosti v.

Reseni
a) Zde je uréeni podminky jednoduché, vyplyva totiz pfimo ze zadani

y=0, z=0.

b) Pro kazdy bod na kruznici je splnéna rovnice (xz —x0)2 + (y —yo)2 = R2. Vazebna podminka
ma potom tvar
(x—z0)?> 4+ (y—w0)2—R2 =0, 2=0.

¢) Pro soufadnice hmotného bodu na kouli se stiedem v [z, yo, 20] plati (x —x0)? + (y —v0)2 +
+(z — zo)2 = RZ2. Protoze stied koule je na ose y a y-ova soufadnice stiedu linedrné roste
s Casem, plati pro vazebnou podminku

22+ (y—vt)2+22-R2=0.
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Pokud méame soustavu vice hmotnych bodi, které jsou navzajem svazany vazebnou pod-
minkou, potom muZeme rovnici (33) zobecnit pro N hmotnych bodu

fi(z1,31,21,...,oN,yN,2N,t) =0, pro j=1,...,7.

Index u soufadnic probihé vsechny hmotné body, které se na vazbé podileji. Zkusme si ted
vazby néjakym zpusobem klasifikovat.

Obecnou vazbu danou rovnici (32) nazyvame holonomni. Pokud neobsahuje explicitné éas,
nazyvame takovou vazbu skleronomni, v opa¢ném pfipadé mluvime o vazbé rheonomni. Va-
zebné podminky mohou zaviset i na rychlostech, formulace Lagrangeovy mechaniky s témito

Zobecnéné soufadnice

Dosud jsme vSechny problémy fesili v kartézskych souradnicich. Zavadéni téchto souradnic
nemusi byt vzdy ,nejpfirozenéjsi“; miuzeme najit souradnice, ve kterych se ndm bude problém
fesit daleko snadnéji. Jesté vyraznéji to plati pro soustavy s holonomnimi vazbami.

Podivejme se na piiklad 3. K urceni polohy ¢astice v astech a) a b) nam staci jenom
jedna soutradnice. V prvnim pfipadé je to poloha na ose x, muzeme tedy zustat u kartézskych
soufadnic. V p¥ipadé b) ndm sice k popisu polohy bodu staé¢i jedno ¢islo — poloha na kruznici,
v kartézském systému ale potfebujeme k uréeni polohy z-ovou i y-ovou soutradnici. Kdybychom
napiiklad znali jen soufadnici y, nedokdzeme z vazebné podminky (32) uréit soutfadnici z,
podminka je totiz kvadratickd v « i v y. Zavedenim polarnich soufadnic

r=rcosy, Yy=rsing

nam bude k popisu polohy staéit pouze souradnice ¢, nebot vazebna podminka ziska tvar r = R.
Pristupme k definici zobecnénych sourfadnic. Predpokladejme, ze polohu ¢astice uréime pro-
ménnymi q1, g2, g3. Kartézské soufadnice x1, 2, 3 mizeme vyjadiit takto®

z; = x4(q1,92,93,t) . (34)

Abychom mohli trojici q1, g2, g3 nazvat soufadnicemi bodu, musi byt zobrazeni z; vzijemné
jednoznacné, tj. kazdé trojici q1, g2, q3 odpovida pravé jedna trojice x1, x2, x3 a naopak. Pak
existuje inverzni zobrazeni

g = qi(z1,72,23,1) . (35)

Uvazujme soustavu s 7 holonomnimi podminkami (33) a zavedme néasleduji soufadnice.
Prvnich n = 3 — r zvolime libovolné podle (35) a poslednich r nasledovné

qi+37’r:fi(x7y7zvt):0 pro i=1,...,r.

Tudiz (34) dostava tvar
@i = 2i(q1, -5 qn, ) - (36)

Kartézské soutradnice zavisi jen na prvnich n obecnych soufadnicich, protoze ostatni jsou nu-
lové. Posledni vztah mtzeme interpretovat takto. Soufadnice x1, x2, 3 jsou soufadnice bodu
v tfirozmérném prostoru. Zavedenim r holonomnich podminek v tomto prostoru vznikne pod-
prostor? dimenze n, na néj je pohyb hmotného bodu omezen. Jeho body tedy staéi uréovat

8) Oznadeni kartézskych souradnic jako z, y, z je ekvivalentni s z1, 2, 3. Pfi pouziti indexi
se vice hodi druhd moznost.
9) Tento prostor nazyvame konfiguraénim prostorem holonomni soustavy.
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n obecnymi souradnicemi g1, ..., gn, vztahem (36) jsou pak uréeny vSechny kartézské soufad-
nice jednoznac¢né. Protoze polohu ¢astice urcéuje n souradnic, fikdme, Ze ma soustava n stupnu
volnosti.

V piikladu 3 mé tedy hmotny bod v ¢asti a) a b) jeden stupen volnosti a v ¢asti ¢) dva
stupné volnosti.

Matematické kyvadlo je podrobeno dvéma holonomnim vazbam, mé tedy jeden stupen vol-
nosti, jeho stav popisujeme orientovanym thlem, ktery svira se svislou rovinou.

Pokud chceme fesit problém hmotného bodu omezeného r vazebnymi podminkami, mizeme
zustat v kartézskych soufadnicich, jak ukazuji Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Ve vét$iné pii-
padt je daleko vhodnéjsi prejit k n = 3 — r zobecnénym soufadnicim,
které zavadime tak, aby jimi byly v kazdém ¢ase uréeny jednoznacné
kartézské soutradnice. Pfi jejich hledani vyuzivame symetrii systému,
aby se nam popis systému co nejvice zjednodusil. Pohybové rovnice
v téchto zobecnénych soufadnicich ziskdme nejlépe z Lagrangeovych
rovnic 2. druhu.

z

se kterymi se ve fyzice diky riznym symetriim setkate velice Casto.

Pokud ma zkoumany systém valcovou symetrii, zavadime tzv. vdlco-
vé€ soutadnice (viz obr. 53). V prostoru volime osu, od které méfime
vzdalenost g, podél ni méfime vzdalenost z a thel otoceni kolem osy
udéava . Transformacni vztahy s kartézskym systémem jsou

Obr. 53 T =pcosp, y=pgsinp, z==z.

V systémech se sférickou symetrii zavadime tzv. sférické souradnice (viz obr. 54). V pro-
storu volime bod, od kterého méfime vzdélenost r, a thel otoceni kolem tohoto bodu uda-
vaji ¢ € (0,2x) a ¥ € (0, ). Transformadni vztahy s kartézskou soufadnicovou soustavou jsou

r=rcospsind, y=rsinpsin?d, z=rcos?.

Lagrangeovy rovnice 1. druhu

Zavedeni vazeb a vazebnych rovnic nas vede k zahrnuti vazebné sily
do Newtonovych rovnic. Uvazujme nejdfive pohyb omezeny jednou va-
zebnou podminkou (pohyb po plose). Nepfihlizime-li ke t¥eni (jez muze
byt eventualné zapocitano zvlast), pusobi vazebnd plocha na hmotny
bod silou R. Od této sily ocekavame, ze je kolma na vazebnou plo-
chu, protoze se od plochy nelze odtrhnout ani se do ni zabofit. Tuto
vlastnost mizeme zapsat takto

Obr. 54 R = \grad f, (37)

kde f je vazba, grad je diferencialni vektorovy operator gradient

_ (91 of of
gradf*((h’ay’az)

a A je zatim neurcend funkce ¢asu. Pro zvidavé ¢tenare ukazme, Ze vektor grad f je skutecné

kolmy na vazebnou plochu (kolméa na tuto plochu je potom i vazebn4 sila R).
Vezméme dva body, pro které plati f =0

f(z,y,2) =0, fl@+dz,y+dy,z+dz) =0,
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potom také

Prvni ¢len rozvineme v Taylorovu fadu do prvniho fadu

0= flaryz) + LE0D g 0D g, A0 g, g5,

ox 0

to muzeme ale také zapsat jako skalarni soucin

= (g,g’ﬁ) -dr =grad f -dr,

Oz Oy Oz
neboli vektor grad f je kolmy na vektor dr, ten vSak lezi v plose f, gradient je tedy nutné kolmy
na plochu f.

Prfidejme vazebnou silu do Newtonovy pohybové rovnice, dostaneme
F+Xgrad f =ma. (38)

Tato rovnice se nazyva Lagrangeova rovnice 1. druhu a predstavuje vlastné t¥i pohybové rovnice
pro t¥i soufadnice. Spolu s vazebnou podminkou (32) tak méme soustavu étyf rovnic pro &ty¥i
neznameé az,dy, Gz a A.

Priklad 4 — naklonéna rovina

Urcete slozky zrychleni hmotného bodu pohybujiciho se po naklonéné roviné, kterad svird s vo-
dorovnou podlozkou thel a.

Reseni
Na hmotny bod pusobi tihova sila, kterd ma slozky P
F = (0,0, —mg). Pro nakloné&nou rovinu plati tga = z/x,
vazebna podminka ma tedy tvar
m
f=ztga—2=0. lg
L F
Vektor grad f méa slozky &
of Of Of z
220y 02) (tga,0,—1). Obr. 55. Naklonéna rovina
Vse dosadime do rovnice (38)
(07 07 7mg) + )‘(tgaz 07 71) = m(azz ayv az) .
Pro jednotlivé slozky dostavame tedy rovnice
Atga =mag, 0=ay, —mg — A =ma; .
Zderivujeme-li vazebnou podminku dvakrat podle casu, dostaneme ¢tvrtou rovnici
aztga—a, =0. (39)

Vyjadiime ze tieti rovnice A\, dosadime do prvni a pouzijeme (39).

tga
(=mg —magtga)tga =may, = azZ—%z—gsinacosa7
g%«
ay =0, az:agctga:—gsin2a.
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Dostali jsme znamé zrychleni télesa, které se pohybuje po naklonéné roviné.
Pokud budeme mit vice nezavislych vazebnych podminek r, zapoc¢itame kazdou jako vazeb-
nou silu zvlast. V tomto pfipadé bude mit Lagrangeova rovnice tvar

”
F + Z Aigrad f; =ma. (40)
i=1

Jde vlastné o Newtonuv zakon sily, v némz rozdélujeme sily na vtisténé F a vazebné R, které
muZeme také napsat pomoci vztahu (37). Zkusme ted vztah (40) zobecnit. Misto zrychleni a
piSme F, coz je druha derivace polohového vektoru podle casu. Dostavame tak po dosazeni
do (40) s (33) obecné soustavu ¢tyf diferencidlnich rovnic druhého Fadu.

F+> Xigrad f; = m#,
i=1

fi(x7yvz7t)207 pro i=1,...,r.

Pokud nechceme pouzit kartézské souradnice (¢asto se pro popis dané soustavy nehodi), mu-
Zeme pouzit obecné souradnice, o nichz jsme se jiz néco dozvédéli. Lagrangeovy rovnice 1. druhu
budou mit formalné stejny tvar, ve slozkach je ale jejich vyjadfeni dosti slozité (zjednodusi
se pouze vazebnd podminka). Pro feSeni problému v obecnych soufadnicich proto nebudeme
Lagrangeovy rovnice 1. druhu pouzivat, dale v textu si na to ukdzeme daleko vhodnéjsi nastroj.

Na zavér jesté zminime tvar Lagrangeovych rovnic 1. druhu pro soustavu N hmotnych
bodu. Soustavu budeme popisovat v kartézské souradnicové soustaveé. Vezméme si j-ty bod této
soustavy, jemu pfifadime trojici kartézskych soufadnic (zj,¥;,2;). Soustava nechf je omezena
r holonomnimi vazbami

fi($17y17217-~~735N7yN72N):07 t=1,...,7.

Soustava Lagrangeovych rovnic 1. druhu ma tvar

mif,

Fi+ Z /\i gradl fz
i=1

T
Fn +) Aigrady fi = mnin,
i=1

kde

grad, f; = <8fi ofi 8]01')'

Ox; ’ Ay, ’ 0z;
Rovnice jsou vektorové, mame tak 3N + r diferencialnich rovnic pro 3N + r nezndmych z1, y1,
Z1y.vy TNy YN3 ZNs Alyeens Are

Uloha III.S ... Lagrangeovy rovnice 1. druhu

a) Mé&jme hmotny bod zavéseny na nehmotném a nepruzném vlakné. Zavedte kartézskou sou-
fadnicovou soustavu a v ni napiste vazebnou podminku pro hmotny bod.

b) Napiste Lagrangeovy rovnice 1. druhu pro hmotny bod z ¢asti a). Ukazte, Ze z nich plyne
pohybovéa rovnice matematického kyvadla

¢+%singp=0,
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kde ¢ je thlova vychylka z rovnovazné polohy.

c) Malé téleso je v klidu na vrcholu polokoule a za¢ne klouzat doléi. Pomoci Lagrangeovych
rovnic 1. druhu urcete, v jaké vysce se téleso odlepi od polokoule. (Napovéda: Téleso se
odlepi v okamziku, kdy A = 0.)

(TeSend str. 101)

Virtudlni posunuti, d’Alembertiv princip

Vratme se ted k vazebné sile R, kterou jsme definovali pomoci vztahu
R =MAgrad f,

a uvazujme vazbu, kterd nezavisi na cCase. Jiz vime, ze tato sila je kolma na vazbu, tedy na
plochu (¢ na kiivku v prostoru), po které se hmotny bod pohybuje. Posutime hmotny bod
o vektor or po vazebné plose. Pokud je tento vektor posunuti velmi maly, mizeme povazovat
vektor R za konstantni, posunuti dr je tedy kolmé k vazebné sile, éili plati

R-6r=0, (41)

nebot skalarni sou¢in dvou kolmych vektord je nula. Vektor §r nazyvame virtudlnim posunu-
tém. Vztah (41) ma tvar prace W = F - s a ukazuje, Ze prace vykonand vazebnou silou (vir-
tudlni prdce) pfi tomto virtudlnim posunuti je nulova. Vazebnou silu R muZeme podle vztahu
z Lagrangeovych rovnic 1. druhu vyjadrit jako R = mF — F. Po dosazeni do (41) dostaneme

(F—mi#)-6r=0.

RozepiSme tento vztah do slozek

3

> (Fy — mi;)dz; = 0. (42)
i=1

Pozadavek, aby tento vztah platil pro vSechna virtualni posunuti dx; v souladu s vazbami,
vyjadiuje d’Alembertiv princip.

Pokud by systém nebyl podroben vazbam, byla by virtudlni posunuti dz; vzdjemné nezavisla
(tim je minéno, Ze virtualni posunuti §z1 ve sméru osy x neovliviiuje posunuti ve sméru jinych
os a naopak) a d’Alemberttv princip by byl tudiz ekvivalentni s Newtonovymi pohybovymi
rovnicemi pro vtisténé sily F; —ma,; = 0. Za pfitomnosti vazeb ale nejsou posunuti dz; nezavisla
a koeficienty, které u nich ve vztahu (42) vystupuji, nejsou rovny nule, coZ je pfirozenym
dusledkem existence vazebnych sil.

Vyhodou d’Alembertova principu je, ze dynamiku télesa popisuje pouze jedna rovnice, na-
rozdil napfiklad od Newtonovych rovnic, které jsou tfi. Dalsi vyhodou je, Ze ndm umoziuje
hledat feSeni pohybovych rovnic systému, aniz bychom se museli zabyvat vazebnymi silami,
které v tomto principu vibec nevystupuji.

Casto nés zajimé rovnovazna poloha daného systému podrobeného vazbam. V tomto piipadé
je a; = &; = 0 a vztah (42) se zjednodusi na tvar

3
> Fibzi=0.
i=1

To znamend, Ze prace vykonana vtisténymi silami F; pfi nekonecné malé vychylce z rovnovazné
polohy je nulova. Stejny vztah dostaneme z d’Alembertova principu, pokud budeme povazovat
F; — m;a; za efektivni silu, kterd zahrnuje i zdanlivé sily. Vyhodou principu virtualni préace je,
ze misto diferencidlnich rovnic feSime rovnice algebraické.
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D’Alemberttuv princip miizeme rovnéz formulovat pro obecné N hmotnych boda. Soustava
N hmotnych bodu se vyviji takovym zpusobem, ze

3N
> (Fi — mai)dw; =0 (43)

=1

pro kazdé virtualni posunuti dx;.

Ve si ted ukazme na ptikladu.
Priklad 5 — soustava s kladkou
Urcete zrychleni soustavy na obrazku 56. Uvazujte M > m, tfeni na kladce
zanedbejte.
Reseni

Vzdélenost télesa o hmotnosti m od kladky ozna¢me xz1, vzdalenost dru-
hého télesa o hmotnosti M ozna¢me x2. NapiSme si nejprve vazebnou pod-
minku. Je-li délka lana L, mé vazebnd podminka tvar

x1+x20—L=0.

Pro virtualni posunuti tedy plati

Obr. 56

or1 = —0x3 .

NapiSme si vztah (42)
M(g — Z1)0z1 + m(g — Z2)dxz2 =0,

po dosazeni za dx2 a vyjadieni 1 z druhé derivace vazbové podminky (%1 = —Z2) dostaneme
[M(g —21) —m(g+ %1)]dz1 = 0.

Protoze tato rovnice musi platit pro vSechna posunuti éz;, dostdvame

M —m

M(g — i1) — P)=0 = @ =A™
(9 — 1) —m(g9 + 1) 1 Mm

g.

Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Dostavame se k nejdulezitéjsi ¢asti naseho seridlu. Zatim jsme pfi popisu pohybu hmotnych
bodu zohlednovali silovy pfistup, tedy ze znalosti ptsobicich sil a vazeb jsme sestavili pohybové
rovnice. Existuje ale i druhy, vétsinou daleko efektivnéjsi zptisob. Jedna se o energeticky pristup.
Ze znalosti potencialni a kinetické energie pak pomoci specialnich rovnic dokazeme sestavit tytéz
pohybové rovnice jako pomoci sil. Vyhoda je v tom, ze vétsinou dokaZeme snaz urcéit hodnotu
energie nez velikosti pusobicich sil.

Abychom mohli energeticky princip efektivné pouzit, pozadujeme po soustavé jednu dulezi-
tou vlastnost — aby v ni platil zdkon zachovani energie. Pokud se energie ztraci, napt. v dasledku

Princip vypoctu bude nasledujici. M&-1i hmotny bod n stupma volnosti, zvolime si n obecnych
soufadnic, oznac¢me je q1, g2, ..., gn. MZe se jednat tfeba o thel ¢i délku. Poté pomoci téchto
soufadnic, jejich derivaci a Casu vyjadiime energii. Vztahy pro energii dosadime do rovnice,
ktera povede praveé k pohybovym rovnicim dané soustavy. Pfejdéme od abstrakce ke konkrétnim
vztahim.

Definujme nejdiive funkci

L=T-V,
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kde T je kineticka energie a V' je potencialni energie soustavy. Tato funkce se nazyva Lagran-
geova funkce nebo zkracené lagrangidn. Pro néj plati n rovnic
d oL 0L _ 0
dt dq;  dqi

, 1=1,...,n. (44)
Tyto rovnice se nazyvaji Lagrangeovy rovnice 2. druhu. Lagrangeovy rovnice maji stejny tvar
ve vSech obecnych soufadnicich, volba soufadnic je tedy naprosto libovolna.

Podobné jako u Lagrangeovych rovnic 1. druhu se i zde zamyslime nad tim, jaky tvar maji
Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro soustavu N hmotnych bodii. Necht je soustava omezena
r holonomnimi vazbami, soustava ma tedy 3N — r stupnu volnosti. MuZeme si zvolit 3N — r
zobecnénych soufadnic g;, které nam soustavu jednoznacné popisi. Dale postupujeme stejné
jako pro jediny hmotny bod. Lagrangian soustavy (rozdil celkové kinetické a celkové potencialni
energie) vyjadiime jako funkci soufadnic g;, jejich derivaci a ¢asu. Pro soustavu potom plati
3N — r Lagrangeovych rovnic 2. druhu

d 0L OL
——— = — =0, i=1,...,3N —r.
dt 8¢;  9Oq;
Méme tak 3N — r diferencidlnich rovnic pro 3N — r nezndmych q1,...,q3N—r-

Konkrétni vypocet si ukdzeme na jednoduchém prikladu.

Priklad 6 — matematické kyvadlo
Vypoditejte periodu matematického kyvadla o délce I.

Reseni
Matematické kyvadlo mé jeden stupen volnosti, jako jeho
soufadnici volime vychylku ¢ z rovnovazné polohy. Pro kinetic-

kou energii plati g
_1,72.2
T=35ml s
pro potencialni energii
V =mgl(1 —cosyp).
Lagrangian kyvadla je tedy Obr. 57
L=T-V= %ml2gb2 —mgl(1 —cosyp). (45)

Dosadime do (44) a uvédomime si, ze kinetickd energie nezdvisi na ¢ a potencialni nezavisi
na @.

= _ :m12§b+mglsin<p:0.

Pokud jsou vychylky malé, mizeme pouzit aproximaci sin ¢ ~ . Po dosazeni a upravé dosta-
neme

. g

Nyni se jiz mizeme radovat, protoze toto je rovnice harmonickych kmiti a plati w? = g/l.
Z toho jiz snadno dostaneme hledany vztah pro periodu.

Velmi diilezitd je spravna volba soufadnice, kterd bude vystupovat v Lagrangeovych rov-
nicich. V ptikladu 6 jsme sice neméli na vybér, protoze matematické kyvadlo ma pouze jeden
stupen volnosti, ale setkdme se i se systémy s vice stupni volnosti. Ne ze bychom pfi nevhodné
volbé souradnic nedosli ke spravnému vysledku, ale cesta by byla o poznéani delsi. Pokud zo-
becnénymi soufadnicemi vhodné popiseme zkoumany systém, jsou Lagrangeovy rovnice velice
uzitecny nastroj, ba dokonce jsou pfimo pro tyto pfipady takto zformulované.
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Priklad 7 — dvé pruziny
Urcete periodu kmittu télesa na obrazku 58. Tuhost prvni pruziny je k1 a druhé ko. Treni
a hmotnost pruzin neuvazujte, pruziny jsou na zacatku bez napéti.
2 m Reseni
ky k2 Téleso mé jeden stupent volnosti, za soufadnici si zvo-
mm lime vzdalenost télesa od rovnovazné polohy, oznacme ji x.
-/, Pro kinetickou energii plati T' = m2 /2. Potencialni ener-
Obr. 58 gie se sklada z potencialni energie pruznosti prvni pruziny,
ktera ma hodnotu Vi = k122/2, a potencialni energie pruz-
nosti druhé pruziny, kterdA ma hodnotu Vo = kox?/2. (Potencialni energie zalezi pouze na
absolutni vychylce z rovnovazné polohy.) Pro lagrangian tedy dostavame

L=T-V= %mdz2 — %k1x2 — %ksz.

Po dosazeni do Lagrangeovych rovnic obdrzime

d 0L oL
T —=—mit+k k =0.
at ox  ox T Rm Ak

Tento vztah muZeme upravit na tvar

k k
gty
m
To je ale rovnice harmonickych kmitti, pro niz plati w? = (k1 + k2)/m. Z toho jiz snadno

dopocitame hledany vysledek.

Uloha IV .S ... Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Maly koralek o hmotnosti m klouze bez tfeni na dratu ve tvaru kruhové smycky polomeéru R,
smycka se ot4¢i konstantni thlovou rychlosti Q kolem svislé osy (viz obr. 59).

@9 a) Vhodné zvolte zobecnénou soufadnici a sestrojte Lagrange-

T ovu funkci problému.

b) Sestavte Lagrangeovu rovnici 2. druhu, kterd popisuje pohyb
koralku.

smycky stabilni a kdy je labilni v zavislosti na Q. Pro 2, kdy
je tato poloha stabilni, vypocitejte periodu kmitt koralku
kolem této polohy.

d) Za bonusové body naleznéte dalsi rovnovazné polohy, dis-
kutujte, zda jsou stabilni nebo labilni. Pokud jsou stabilni,
urcete periodu kmita kulicky kolem téchto rovnovaznych po-
loh.

i (Tesent str. 102)
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Kapitola 3: Pouziti Lagrangeova formalismu, priklady

Hlavnim tcelem tohoto seridlu neni vylozit rigor6zné vsechnu teorii, ktera se tyka lagran-
geovského formalismu, ale spiSe nauédit se ho efektivné pouzivat, zaméiime se ted na ptiklady.
kapitole, staci znat pojem derivace.

V predchézejicich kapitolach byl vyklad prokladan priklady, ty vsak byly vétSinou velmi
jednoduché. Cilem nebylo tyto tlohy vyftesit, to by slo daleko jednoduseji s pomoci newtonovské

nez newtonovsky.

Zatim jsme si vysvétlili, jak funguji urcité principy mechaniky a jak s nimi pocitat. Umime
pocitat s d’Alembertovym principem, Lagrangeovymi rovnicemi, ale nevime, kdy pfresné co
mame pouzit.

Princip virtudlni prace

Tento princip je velmi vyhodny pfi urcovani rovnovaznych poloh. Je naopak téméf nepou-
zitelny pfi pocitani dynamického vyvoje soustavy. Samotny vypocet ¢asto spociva v tom, Ze

uhel, nebo néjakéd vzdalenost). Potom fesime rovnici vyjadfujici princip virtudlni préce

3
ZFi&c,— =0.
1=1

lenych parametri, nebot v téchto extrémnich bodech plati dz; = 0. Jedna se vlastné o hledani

minimalni potencidlni energie.

Priklad 8 — rovnovazna poloha tycky

Najdéte rovnovaznou polohu tycky zndzornéné na obraz-

ku 60. M4 délku 2[, je opfena o hranu stolu a sténu.

Reseni l
Protoze se jedna o statickou tulohu, pouzijeme princip

virtualni prace. Pokud si zavedeme soufadnicovou soustavu

s vodorovnou osou z a svislou osou y, muzeme psat l

Fpéx + Fydy =0. -4

Protoze jedinad vtisténa sila je zde tiha tycky G, kterd ma a
smér osy y, redukuje se tento vztah na tvar

G-§y:0 = 6y:0, Obr. 60

vyjadiime jako y = —atg?d + Isin¥. Virtudlni posunuti bude nulové, kdyz funkce y = y(9)
bude nabyvat extrému. To je dulezité si uvédomit i v jiném piipadé. Plati tedy

_d

Sy —
Y=

69 = <_co:219 +lcosq9) §9=0.

Potom jiz lehko dostaneme
a
cos2 9

Z toho jiz snadno najdeme hledany vysledek.

+lcosy =0 = cos319:%.
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Lagrangeovy rovnice 1. druhu

I kdyz maji Lagrangeovy rovnice 1. druhu svj velky vyznam, k samotnym vypoctim se
prilis neuzivaji. Jednak byva ¢asto obtizné najit vazebnou rovnici (nebo je fesit v obecnych sou-
Fadnicich) a hlavné se ke stejnému vypoctu daji vétsinou pouzit Lagrangeovy rovnice 2. druhu,
se kterymi se pocita lépe. Nicméné je dobré mit Lagrangeovy rovnice 1. druhu na zfeteli a za-
pamatovat si ideu, ze které vychéazeji.

Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Ty maji naopak velmi Siroké pouziti, a to nejen v mechanice. Nalezeni potencialni a kine-
tické energie byva totiz ¢asto daleko jednodussi nez se zabyvat pusobicimi silami. Pouzivaji se
tedy k urcovani pohybu dynamickych systémi, napf. ruz-
nych zrychlenych pohybti ¢i kmitani. Problém se v podstaté
redukuje pouze na nalezeni vhodnych souradnic, v nichz vy-
jadfime lagrangian.

Priklad 9 — duty valec s kulickou

Najdéte periodu malych kmitd soustavy na obrazku 61.
Duty valec, ke kterému je pevné pfipevnéna kulic¢ka, se po-
hybuje volné.

Reseni

Valec se muze jen prevalovat z jedné strany na druhou,
7 ma tedy jeden stupen volnosti. Za soufadnici si zvolime thel

Obr. 61 otoceni valce z rovnovazné soustavy. Pro kinetickou energii
plati

T=1n¢*+30¢* =3 2MR?* + 2mr® + m(R —1)?) ¢%.

K urceni momentu setrvacnosti kulicky vici ose prochézejici stfedem dutého valce jsme pouzili
Steinerovu vétu. Potencidlni energie dutého valce zlustava stale stejnd, pro potencialni energii
kulicky plati

V =mgR(1 — cosy).

Dosadime do Lagrangeovych rovnic.

AT V)  doT-V)

o0 & 0% = mgRsinp + (2MR2+%mr2+m(Rfr)2)¢:0.

Zavedeme-li aproximaci sin ¢ =~ ¢, dostaneme po uprave

mgR —0
2QMR? + m (R® — 2Rr + 7r2/5) ©

®+

coz je rovnice harmonickych kmitt a plati

2 mgR
" 2MR2 +m(R? —2Rr 4+ Tr2/5) "

Odtud jiz snadno vypocitame periodu kmiti.
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Priklad 10 — soustava bremena a kladek
Na zaveér kapitoly spocitejme jeden piiklad tfemi raznymi zptsoby, které teoretickd mechanika
nabizi. Budeme urcovat zrychleni télesa M na obrazku 62.
Reseni

Zvolme kartézskou soustavu tak, Ze osa z mifi doli. Pohyb vSech té€les je zfejmé jednoroz-
mérny, budeme se zabyvat jen z-ovou souradnici. Oznacime z1, 2 souradnice kladek, X sourad-
nici biemene. Levé lano mé délku L1, pravé La. Vazebné podminky jsou vyjadfeny rovnicemi

fi=2x1+X—-L1 =0,
fo=2z2+ X —-L2=0.

N

Systém ma tedy jeden stupen volnosti, za nezavislou sou-
fadnici zvolime X. Pro virtualni posunuti kladek dosta-

X2

neme podminky

0xr1 = 0z = 7%6)(.

Pro zrychleni derivovanim vazebnych podminek obdrzime

i1 =@y =-1X. (47)

Zde se cesty feseni rozchazeji podle pouzité metody.
a) D’Alembertav princip

Pohybova rovnice
3

Z(Fi - mai) . 5!‘1' =0

=1

po rozepsani dava
mi(g — 1) - 6z1 -‘rM(g—)“() <0X +ma(g —Z2) - dz2 =0.
Po dosazeni za virtualni posunuti a zrychleni dostaneme

[~imi(g+ 3X) + M(g— X) - Lma(g+ 3X)]-6X =0.

Z toho jiz snadno vyjadfime zrychleni X.

% Z AM — 2(m1 + m2)

(48)
4M 4+ m1 4+ mo

b) Lagrangeovy rovnice 1. druhu
Spolu s vazebnymi podminkami mame soustavu t¥i rovnic (pro kazdé téleso jednu)

2
Fi+ Y Aagrad, fa = mir,
A=1
2
Fo+ Y Aagrad, fa = miz,
A=1

2
F+ Y Xagrad fa = MR.
A=1
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Vazebné rovnice jsou dvé, dva musi byt také koeficienty A. Pro gradienty dostaneme po
derivovani

gra‘dl fl = (27070)7 gradl f2 = (07 070)7
grad2 fl = (07070)7 grad2 f2 = (27070)7
grad f1 = (17070)7 grad fo = (1707 O) .

Po rozepséani soustavy v x-ovych slozkiach dostaneme

mi1&1 = mig + 2A1,
maoZo = mag + 2A2,
MXZMg-i-)\l-i-)\z.

Po dosazeni za zrychleni Z1 a Z2 z rovnice (47) dostaneme t¥i rovnice pro tfi nezndmé X,
A1, A2. ReSenim vychézi (48) a navic pro napéti lan obdrzime

N 3M N 3M
=—-mig——m-— = —mog———.
! 1g4]\/[+ml + ma 2 294M+m1 + ma

c) Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Uvazime-li, Ze potencialni energie télesa V' je zavisla pouze na X a kineticka energie T'
pouze na X, rovnici mizeme psat ve tvaru
ov d oT
— 4+ ——==0. (49)
0X  dtox

Podobna podminka jako pro zrychleni (47) a pro virtualni posunuti plati i pro rychlosti.
Derivaci vazebné podminky
i1 =dg=—1X.

Pro kinetickou a potencialni energii potom dostavame

T = %mlx% —+ %mg(ﬂ% + %]\4){2 = é(4M+m1 +m2)X2,

V =miz19 + moxog + MXg = %gX(QM —mi1 —m2) + %mlng + %mgng .
Po dosazeni do (49) pak vyjde vztah pro zrychleni X
%g(2M —m1 —m2) + i(4M +mq + mg)X R
odtud

% _ AM —2(m1 + m)
T AM 4 my +ma

Uloha V.S ... Merkur, jama a kyvadlo
V nasledujicich ulohach ovérime vasi znalost vsech dosud probra-
nych kapitol mechaniky, tj. Newtonova formalismu, d’Alembertova
principu a Lagrangeova formalismu.
a) Predstavte si planetu Merkur obihajici kolem Slunce. Jak zndmo,
jeho eliptickd trajektorie se sta¢i (posouvé se poloha perihélia),
coz nemuze byt zplisobeno gravitacni silou

mMr

r3

Obr. 63 F =3
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Dokazte, ze kdyz k této sile pfidame dodatecnou centralni silu

r l
F = C T74 )
kde C je vhodné konstanta, celd trajektorie (elipsa) se bude oté-
Cet. Znate-1i tuto thlovou rychlost €2, urcete konstantu C'. Staci
takovato oprava k zachrané Newtonovy teorie gravitace?
b) Uréete rovnovazné polohy homogenni tenké tycky délky I opfené
o vnitini stény jamky ve tvaru pismene ,V¢ (viz obr. 64) v za- Obr. 64
vislosti na vrcholovém uhlu jamky .
¢) Pomoci Lagrangeovych rovnic vypoéitejte periodu malych kmitt dvojzvratného kyvadla na
obrazku 63. Zavazi na koncich nehmotné tycky délky [ maji hmotnosti mi a ma, vzdalenost
bodu zavésu od zavazi o hmotnosti m1 je lo.
(TeSend str. 105)

Kapitola 4: Hamiltonovskd formulace mechaniky

V predposlednim dilu seridlu si povime néco o Hamiltonovu pohledu na mechaniku. K tomu
si budeme muset nejprve definovat nékolik pojmi, které vychazeji z Lagrangeova formalismu.

Zobecnéna hybnost a energie

Necht Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na nékteré ze soufadnic ¢; (takové soufadnici
fikdme cyklickd), tedy
oL
T 0
9q;

Potom se Lagrangeovy rovnice 2. druhu redukuji na tvar

d /OL
—(=)=0
dt (351]')

Odtud plyne, ze vyraz v zavorce je konstantni v ¢ase. Tuto veli¢inu nazyvame zobecnénda hybnost

oL

= Er (50)

Dj

Zobecnénd hybnost se zachovava v pripadé cykli¢nosti sourfadnic q;. Poznamenejme ovsem,
ze obecné mohou mit p; velmi rozmanity fyzikalni vyznam. Pokud uvazujeme kartézsky sou-
fadnicovy inercidlni systém, ve kterém nezavisi potencidlni energie na rychlostech, plati pro
lagrangian

L= %va —V(r,t).

Po dosazeni do vztahu pro zobecnénou hybnost dostaneme

oL
— =mv; =pj.
Ov; EA
Vidime tedy, ze za jistych podminek muze byt zobecnéna hybnost shodna s béznou hybnosti,
ale obecné tomu tak neni.

Pokud Lagrangeova funkce nezavisi explicitné na Case, tj. plati-li

oL

— =0, 51
5 (51)
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existuje mimotradné diilezita veli¢ina (kterd je mimochodem integralem pohybovych rovnic)
n
oL
h = —q; — L. (52)

Tvrzeni, ze se jedna o integral pohybovych rovnic (tj. pro feseni pohybovych rovnic je h kon-
stantni neboli zachovava se podél trajektorie), snadno dokdzeme pfimym vypoctem. Plati totiz

dh K. doL OL
ey P g
t = dt 0q; = 9q;

kde

oL .
Y i+ 5

%_i,(d@L aL> oL _
T2\ woy o) ot

Celkové tedy mame

coZ je rovno nule z platnosti 2. Lagrangeovy rovnice a podminky (51). Veli¢ina h se nazyva
zobecnénd energie a zachovava se tehdy, nezavisi-li Lagrangeova funkce na cCase. Stejné jako
zobecnéna hybnost ma zobecnénd energie rozmanity fyzikalni vyznam, zalezi hlavné na podobé
lagrangianu. Pokud muzeme napsat Lagrangeovu funkci ve tvaru

n n
L:ZZ aikdiGr — V(q1,92,- - qn) ,

i=1k

kde koeficienty a;r jsou konstanty nebo funkce soufadnic ¢;, miZzeme se snadno presvéd¢it
o tom, Ze vztah pro h se d& napsat ve tvaru

h=T+V.

V tomto pripadé ma zobecnéné energie vyznam mechanické energie.

Hamiltonova funkce, Hamiltonovy rovnice

V prvni poloviné 19. stoleti nalezl W. Hamilton novou formulaci klasické mechaniky. Po-
hybové rovnice v ni nabyvaji mimofadné jednoduchého tvaru. Hamiltonovska formulace méla
velice dulezity vyznam pro dalsi rozvoj fyziky zejména v oblasti kvantové mechaniky a statis-
tické fyziky.

Hamiltonovskou formulaci budeme aplikovat na stejné problémy, pro které je mozné odvodit
Lagrangeovu funkci. Pro definici Hamiltonovy funkce budeme potiebovat zobecnéné hybnosti,

které jsme zavedli vztahem
oL

04’

Zobecnénou energii v souradnicich g¢;, p; nazyvame Hamiltonovou funkct

i = =1,2,...,n.

(hvpl: sz(h — L. (53)

Odtud se daji odvodit Hamiltonovy rovnice

O0H . OH
y Pi = — )
Op; ' Oq;

i =
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které pro systém s n stupni volnosti pfedstavuji soustavu 2n diferencialnich rovnic prvniho fadu
pro 2n neznamych g;, p;. Tyto rovnice jsou nizsiho fadu nez rovnice Lagrangeovy, coz je jejich
velkd vyhoda. 2n-rozmérny prostor proménnych g;, p; nazyvame fdzovym prostorem a dvojici
qi, pi se stejnym indexem frikdme kanonicky sdruzené veliiny.

Hamiltonova formulace mechaniky je ekvivalentni s lagrangeovskou. Tak jako v Lagrangeové
formulaci jsme hledali Lagrangeovu funkci, budeme zde hledat funkci Hamiltonovu.

Na jednoduchém prikladu si ukdazeme odvozeni Hamiltonovy funkce a Hamiltonovych rov-
nic. Jednd se o trividlni tlohu, nevyplynou z ni tedy vyhody Hamiltonovy formulace oproti
Lagrangeové ¢i Newtonové metodé.

Priklad 11 — matematické kyvadlo hamiltonidnem
Urcete Hamiltonovu funkci a Hamiltonovy rovnice pro matematické kyvadlo délky I.
Reseni
V prikladu 6 jsme popisovali matematické kyvadlo pomoci Lagrangeovy funkce, kterou jsme
odvodili vztahem (45)
L= %ml2gb2 —mgl(1 —cosyp).

Za zobecnénou soufadnici jsme volili thlovou vychylku z rovnovazné polohy. K ni kanonicky
sdruzend zobecnéna hybnost je
oL

p(P - 6 = ml2¢7 (54)
)

kterd je odlisnd od normalni hybnosti mlp. Pro Hamiltonovu funkci podle (53) dostavame

p<p2

H=1pyp—L=ml?pp— %mlzg'oQ + mgl(1 — cosp) =
2ml?

+mgl(1 — cosp).

Zduraznujeme, ze hamiltonian je funkce soufadnic ¢ a py,, v predchozim vztahu je proto nutné
za ¢ dosadit z (54).
Hamiltonovy rovnice pro matematické kyvadlo jsou

. oH Py . OH Isi
=— == =—— = —mglsing.
£ iz’ Py 96 g ®
Tuto soustavu vyfesime nejsnéaze tak, ze ji prevedeme na jedinou rovnici 2. fadu, kterou bychom
stejné dostali z Lagrangeovy metody

¢+%¢=0.

Kanonické transformace

V Lagrangeové formalismu jsme mohli prechazet mezi libovolnymi zobecnénymi souradni-
cemi, aniz by se zménil tvar Lagrangeovych rovnic.

Ukazuje se, ze v Hamiltonové formalismu méame ruku jesté volnéjsi. TFida transformaci,
vuci kterym zachovavaji Hamiltonovy funkce tvar, je daleko sirsi. Tyto transformace nazyvame
kanonické. Z tvaru Hamiltonovych rovnic vidime, Ze zobecnéné soufadnice a hybnosti zde
maji zcela rovnopravnou roli. Proto neni divu, ze existuje kanonickéd transformace, kterd vede
k vzdjemné vymeéné souradnic a hybnosti.

Popisem kanonickych transformaci se zde bohuzel zabyvat nebudeme, matematicky aparat
by pfesahoval ramec tohoto textu.
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Poissonovy zdvorky
Méjme ve fazovém prostoru dvé funkce zavislé na case f(q;,p;,t) a g(qj,pj,t). Poissonovou
zavorkou téchto funkci nazyvame funkci
n
of 89 Of 9g
{f y g }LI P = Z - .
Opi 8g;  Oq; Op;

=1

Da se ukazat, ze tato funkce { f, g} se neméni pfi kanonickych transformacich. Maji proto klicovy
vyznam pro formulaci tvrzeni hamiltonovské mechaniky, dulezitou roli sehraly pfi budovani
kvantové mechaniky.

Ukazme si jednu dilezitou vlastnost Poissonovych zavorek. Pokud funkce f(q;,p;) nezévisi
explicitné na case, je f integralem pohybovych rovnic, pravé kdyz

{H, f}=0.

Odtud jiz snadno plyne, Ze sama Hamiltonova funkce je integralem pohybovych rovnic, pokud
nezavisi na Case.

Dokonce plati nasledujici véta. Jsou-li f a g integraly pohybovych rovnic, je integralem pohy-
bovych rovnic i jejich Poissonova zavorka {f, g}. Jesté nez ukon¢ime povidani o hamiltonovské
formulaci mechaniky, ukdzeme pfiklad na Poissonovy zavorky.

Priklad 12 — voln4 é&astice
Ukazte, ze hybnost p = mv volné castice je integral pohybu.
Reseni

Na volnou éastici se budeme divat z kartézského soufadného systému, tedy (qi1,¢2,q3) =

= (z,y, z). Lagrangidn volné ¢astice je
L=gmv® = 3m(af + 45 +43) .

Zobecnéné hybnosti

oL .
i = — = mq;
pi 8‘11 qi
odpovidaji normélnim hybnostem. Hamiltonian tedy je
. . . R R R 1 p2
H:m(‘l%-i‘q% +Q§) - %m(q%—i—q% +q§) = %(p%ﬂ-p% +p§) =5

Vypocitejme Poissonovy zavorky z hamiltonianu a j-té slozky hybnosti
3
OH 0p; OH Op;
() =3 S0 SO
Op; 0q; dq; Op;

i=1

nebot ani hamiltonian, ani j-ta slozka hybnosti nezavisi na souradnicich.
op; OH

Pj -0 _

9q; © 04
Zjistili jsme, Ze p; je integral pohybu, tudiz i p = (p1,p2,p3) je integral pohybu.

0, i=1,23.

Uloha VI.S ... Hamiltoniiv formalismus
Lagrangian castice v elektromagnetickém poli je
1 3 3
L=3mv® —qp+qv-A= 57"'23'%2—’1904'(1'2531‘14@'7
i=1 i=1
kde ¢ je elektricky potencial a A magneticky vektorovy potencial.
a) Urclete zobecnéné hybnosti ¢astice p; prislusejici rychlostem &;.
b) Napiste Hamiltonovu funkei.
c) Reste Hamiltonovy rovnice, je-li A= 0 a ¢ = —Ex1.
(TeSend str. 110)
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Kapitola 5: Hamiltondiiv variacni princip

Formulace

Lagrangeovy rovnice jsme obdrzeli z Newtonovych rovnic pfepisem do kfivocarych sourad-
nic. V tomto dile si ukdzeme, Ze je lze odvodit ze zcela fundamentalniho principu stacionarni
akce. Tento princip ndm jednak pomuze lépe pochopit strukturu samotné mechaniky a také si
fekneme, Ze lze zobecnit i mimo klasickou mechaniku.

Hamiltontv princip matematicky formulujeme pomoci varia¢niho poctu. Pokud tuto ob-
last matematiky neznate, nezoufejte, snadno myslenku tohoto dilu seridlu pochopite i bez jeji
znalosti.

Pristupme k formulaci Hamiltonova varia¢niho principu.

Pohyb soustavy v case t € (t1,t2) se odehrdvd tak, Ze

6S=0 (55)
(variace akce je nula), kde funkciondl'® S je akce definovand
ta
S= [ L(g(t),q(t),t)dt. (56)

t

Postupné si jednotlivé pojmy vysvétlime. Akce S je funkcional, ktery trajektorii g;(t) s pev-
nymi konci ¢;(t1) a g;(t2) (tj. v hrani¢nich bodech t1 a t2 mame funkci g;(t) pevné zadanou)
pfifadi ¢islo. Podle Hamiltonova principu budeme hledat takovou funkci g;(t), aby funkcional S
nabyval extrémni hodnoty.

Uloha hledani extrému funkcionalu je analogicka hledani extrému funkce. Nutnou podmin-
kou pro existenci extrému funkce f je (jak jisté vite) nulovost diferencialu

3
af =y of dz; =0.
=1

ox;

Analogicky nutnou podminkou existence extrému funkcionalu S je nulovost variace 45 = 0.

Odvozeni Lagrangeovych rovnic

Jak jsme slibili, nyni si nastinime, na co Hamiltontv variaéni princip povede (dikazy né&kte-
rych krokii vynechdme a nebudeme formulovat podminky, které musi funkcional S a funkce g;(t)
spliiovat).

Zvolme si dva Casy t1 a t2, v nichz mame zadanou funkci g;(t), a hledejme takovou
funkci g;(t), aby variace S byla nulova. Akce S mé v g;(t) nabyvat extrému, jeji hodnota se
tedy pii zméné q;(t) o libovolné malé dg;(t) nezméni. To vyjadiime rovnici

0 = 65[g;(8)] = Slg;(t) + g5 (8)] — Slg; ()] -
Dosadme za akci S z definice (56)

12 to
0= / La;(8) + 65 (), 45 () + 65 (2), ) dt — / L(g; (), a5 (t). £) ..
tq1 ty

Provedeme Taylortv rozvoj funkce L do prvniho fadu a za¢neme pouzivat Einsteinovu sumacni

konvencill

to . t2 oL oL . b2 .
0= / L(Qj(t)7Qj(t)7t) dt + / 3 511;‘ + = (qu dt — / L(Qj(ﬂij (t)vt) dt,
£ t q; 04, t

10) Funkcionél je predpis, ktery funkci ptifadi ¢islo.
11) Nebudeme vypisovat znameni sumy a budeme automaticky predpokladat, ze opakovani in-
dexu znamend soudet pres vSechny jeho hodnoty (zde od 1 do 3).
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prvni a treti ¢len se odec¢tou. Budeme predpokladat, ze lze prohodit poradi varirovani a deri-
vovéani podle ¢asu, tj. 6q;(t) = %5% (t), potom méame rovnici

t2 (9L oL d
0=/ (—6q~+—.—5q')dt.
t 8qj J 8qj dat
Ze zévorky v integrandu bychom potiebovali vytknout ég;, ovSem druhy ¢len obsahuje jeho
derivaci, proto provedeme integraci per partes

to

t2 QL d oL 7]
—6q-———,§q->dt+{f,5q}
(3%‘ Yodtog 0q;

Funkce ¢;(t) ma pevné konce g;(t1) a g;(t2), tudiz dg;(t1) = dg;(t2) = 0 a druhy ¢len v posledni
rovnici je roven nule. Nyni jiz mizeme dq;(t) vytknout a obdrzime

t2 / QL d oL
Oz/ (f———.)(sq'tdt.
ty qu dt8qj J()

Funkce dg;(t) je libovolnd, mé-li byt tedy rovnice splnéna, musi byt vyraz v zavorce nulovy

ty t1

d oL oL 0
dt 6(1] 8qj -
coz jsou Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

Lagrangeovy rovnice jsou tedy nutnou podminkou pro extrém akce S (jsou to diferencialni
rovnice pro funkci g;(t), ktera realizuje extrém). Protoze ovSem nejde o podminky postacujici,
nemusi FeSeni téchto rovnic odpovidat extrému. Fakticky je platnost Lagrangeovych rovnic ekvi-
valentni pouze vztahu (55), tj. stacionarité funkcionalu S. Rada dtlezitych vysledkii varia¢niho
poctu vyzaduje pouze stacionarnost a nikoliv extremélnost funkcionalu S.

V ramci klasické mechaniky se da ukazat, ze akce pro skutecny fyzikalni d€j nabyva lokalniho
minima, proto nékdy mluvime o principu nejmensi akce.

Zobecnéni mimo klasickou mechaniku

Varia¢ni principy se neomezuji jen na mechaniku. Postupné se ukézalo, ze vSechny zékladni
rovnice moderni fyziky lze vyvodit z principu stacionarni akce. Proto se tento princip stava
voditkem pfi hledani novych teorii.

Obecné akci definujeme predpisem

S = / L(®,®,,)dQ,
Q

kde Q2 je element prostorocasu. Hleddme funkci ®, ktera je pevné zadana na hranici, aby bylo
splnéno
65=0.

Pro ilustraci uvedeme lagrangiany £ nékterych fyzikalnich teorii a jejich rovnice, které jsou
dusledkem varia¢niho principu.
e Maxwellova teorie elektromagnetismu

€ 1 1
L=—-F*EF,, —-jrA = FHY = — K
4 i cj " 1 csj

e Einsteinova teorie gravitace

c3 1 8nG

1
£:_16’1TGR+;EhmOta = R,uu_gRg,uvziTuu-
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o Relativistickd kvantové teorie pro spin 0 (Klein-Gordon)
L=-1@"e, %) = (O+:°)2=0.
o Relativistickd kvantové teorie pro spin 1/2 (Dirac)
L=9{y"0y — ) = (iyH0, — ») =0.

Posledni dvé jmenované rovnice najdete od pristiho roku na FYKOSim tricku, ktera jako
obvykle dostanou nasi nejlepsi fesitelé a hledaci chyb.
Zavér

Na zavér seridlu vam chceme podékovat, ze jste se docetli az sem. Doufame, Ze se vam aspon
nékteré ¢asti libily a Ze jste se néco nového naudili.

Pokud maéte jakékoli dotazy ¢i byste se chtéli o teoretické mechanice dozvédét vice, nebojte
se nas kontaktovat.
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Reseni tloh ze serialu

Uloha I.S ... kinematika hmotného bodu (5 bodi; primér 8,84; vesilo 31 studentii)

a) Poloha hmotného bodu v z&vislosti na ¢ase v kartézské soufadnicové soustavé je popsdna
polohovym vektorem
r(t) = (Rcoswt, Rsinwt,d).

Urcete, jak zavisi na case vektory v(t) a a(t). Vypocitejte také te¢nou, normélovou a bi-
normalovou slozku zrychleni.

b) Kolo poloméru R se vali bez prokluzovani po pfimé dréze rychlosti v. S kolem je pevné spojen
bod ve vzdalenosti r od stiedu. Urcete jeho pohyb a rychlost jako funkce ¢asu v soustavé
spojené se Zemi. Miize byt jeho rychlost v urc¢itém okamziku nulova?

a) Vektor rychlosti v je roven prvni ¢asové derivaci polohového vektoru r

)

) dr(t) d(Rcoswt, Rsinwt,d) (dRcos wt dRsinwt dd)
v(t) = = = ,—
dt dt dt dt dt

(—Rw sin wt, Rw cos wt, 0) .

Vektor zrychleni a je definovan jako prvni ¢asova derivace vektoru rychlosti, plati tedy

dv(¢)

20 ==

= (—Rw? coswt, —Rw? sinwt, 0) .

K urceni te¢né, normalové a binormalové slozky zrychleni pouzijeme vztahy ze seridlu.
Nejprve vypocitame velikost rychlosti

v=|v| = VR2w?sin? wt + R2w? cos? wt = VR2w? = Rw,

kde jsme vyuzili sin? a + cos? @ = 1. Vsimnéte si, e velikost rychlosti nezévisi na case.
Hmotny bod kona rovnomérny pohyb po kruznici o poloméru R thlovou rychlosti w. Pro
tecnou slozku zrychleni vychézi

_dv  d(Rw)

- = -0
dt dt

ag

a pro normalovou (polomér oskula¢ni kruznice je roven R)

V2 R202
ap = — = = Rw?.

R R

Binormalova slozka zrychleni ay, je vzdy nulova.
Jedina nenulova slozka zrychleni je tedy normalova, zrychleni ma smér normély a jeho
velikost je an.

b) Zavedme si kartézskou soufadnicovou soustavu S nésledovné. Osa z je vodorovna a mifi
ve sméru pohybu st¥edu kola, osa y mifi svisle vzhiiru (viz obr. 65). Pohyb kola je rovinny,
osu z neni tfeba uvazovat. Poc¢atek souradnicové soustavy umistime na aroven zemé. Polohu
stfedu kola, které se pohybuje rychlosti v, popisuje polohovy vektor

rs: = (vt, R) .
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Nyni pfejdéme do soustavy spojené se stfedem kola, kterd je rovnéz inercidlni. V ni si
zavedeme soufadnicovou soustavu S’ s poéatkem ve stfedu kola a se stejn& orientovanymi
osami z a y. V této soustavé kona hmotny bod, ktery je upevnén ve vzdalenosti r od stfedu,
pohyb po kruznici. Z analogie s ¢asti a) dostavame pro polohovy vektor

r' = (rcoswt, —rsinwt),

jen je tfeba uvazit, jakym smérem se bude kolo otacet.
Opét se vratme do soustavy S spojené se Zemi a vyjadfeme si polohovy vektor hmotného
bodu. Ten je ddn vektorovym souétem r = rg/ + r’, dostdvame tedy

r(t) = (vt + rcoswt, R — rsinwt) .

Uhlovou rychlost uréime z podminky, #e valici se kolo neprokluzuje. Plati tedy v = wR,

odtud ; .
v v

r(t) = (vt —,R—rsin— |.

() (v -‘r?"COSR rsin R)

Hmotny bod se bude pohybovat po cykloidé (viz graf na obrazku 65).
Vektor rychlosti ur¢ime derivovanim podle ¢asu

vr . ot ur vt r . vt r vt
vit)=|v— —sin—,——cos— | =v|(1— —=sin—,——cos— | .
R R R R

Obr. 65

M34-1i byt rychlost v ur¢itém okamziku nulova, musi byt obé slozky rychlosti nulové.
Svisla slozka rychlosti bude nulové, pokud argument kosinu bude lichy nasobek w/2, coz

nastane v ¢asech
vt T

TR
— =(2k+1 = tp=02k+1)—.
2= 2+ 1) b=k D

Rychlost hmotného bodu v téchto ¢asech bude
ro. T r
v(ty) =v <1 = e {(2k+ 1)5] 70) =v (1 + E,O) .

Rychlost bude nulovi, jestlize r = R, tedy pokud se hmotny bod nachéazi na obvodu kola,
a k je sudé (k = 2l). Vypoditejme jesté polohu hmotného bodu v tomto okamziku

rmn:04+n%3®,

hmotny bod se pfi nulové rychlosti dotyka zemé.
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Uloha II.S ... Newtonovy pohybové rovnice (5 boddi; primér 4,05; vesilo 20 studentii)

a) NapisSte a feSte pohybové rovnice hmotného bodu v tihovém poli Zemé. Soufadnicovou
soustavu orientujte tak, ze osy x a y jsou vodorovné a osa z mifi vzhuru. Pocatecni poloha
hmotného bodu je rp = (0,0, h), podatecéni rychlost je vo = (v cosa, 0,vg sin ). Soustavu
spojenou se Zemi povazujte za inercialni.

b) Muz s puskou sedi v kfesle, které se otac¢i kolem svislé osy s frekvenci f = 1 Hz. Spolu
s kfeslem se otaci terc, ktery je k nému pevné upevnén. V jistém okamziku muz vystiell
kulku rychlosti v = 300 km/h smérem od osy otdceni piesné do stiedu terde. V jakém
misté prorazi kulka teré? Reste jak z pohledu neinercidlni, tak z pohledu inercidlni vztazné
soustavy. Vzdalenost hlavné od stfedu terce je Il = 3 m, odpor vzduchu zanedbejte.

c) Vyjadiete zavislost rychlosti hmotného bodu na poloze v gravita¢nim poli Slunce.

a) Pro zadany hmotny bod mé 2. Newtontiv zékon tvar
ma = FG s

kde Fg = (0,0, —mg) je tihova sila. Uvazujme soufadnicovou soustavu popsanou v zadani
ulohy, v ni mame tfi rovnice pro kazdou kartézskou soufadnici zrychleni

maz =0, may =0, ma=—mg, (57)
ze kterych pfimo dostédvame zrychleni hmotného bodu
a=(0,0,—g).

Rychlost hmotného bodu ziskdme integraci rovnic (57) podle ¢asu (kazdou nejprve vydé-
lime m)
U(L'(t):C«'L'7 vy(t):C’U7 UZ(t)ZCZ_Qt’

kde Cy, Cy a C; jsou integracni konstanty, které uréime z pocateéni podminky v(0) =
= (vo cos e, 0, vg sin o)

ve(t) =vocosa, wy(t) =0, wv.(t)=vosina—gt.

Zbyva urcit, jak zavisi na ¢ase poloha hmotného bodu, budeme proto integrovat podle ¢asu
posledni tfi vztahy pro slozky rychlosti

z(t) = Dy +votcosa, y(t) =Dy, 2(t)=D,+votsina— %gt2 ,

kde Dz, Dy a D jsou integra¢ni konstanty, jez ur¢ime z druhé poéate¢ni podminky r(0) =
=(0,0,h)
z(t) = votcosa, y(t)=0, z(t)=h+votsina— %gt2 .

Tim mame pohybové rovnice vyfeseny, dostali jsme rovnice sikmého vrhu, jak jsme ocekavali
podle pocate¢nich podminek.

b) Ulohu vyfesime nejprve z pohledu inercialni vztazné soustavy spojené se Zemi. Vzdalenost
hlavné pusky od osy otdceni oznac¢ime d. Zavedme si ndasledujici soufadnicovou soustavu.
Pocatek je v ose otaceni na urovni pusky, osa z mifi ve sméru puska-terc, osa z mifi vzhiuru
a osa y je na obé kolmé (viz obr. 66). V této soustavé mé kulka poéatecni rychlost a polohu

vo = (U7Wd7 0)7 n = (du 0,0) .
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Analogicky jako v tloze a) uréime, jak zavisi poloha kulky na case
a(t)=d+vt, yt)=wdt, z(t)=—1gt*.

Nyni urc¢ime cas t1, ve kterém kulka
prorazi ter¢. Vime, zZe se ter¢ otaci ihlovou
rychlosti w, poloha jeho stfedu T v nasi
soufadnicové soustavé je (viz obr. 66)

Y

Te =(d+1)coswt,
Ty =(d+1)sinwt.

Analyticky popiseme primku, kterd splyva
s ter¢em v roviné xy. Vektor kolmy na
pfimku méa tvar n = (coswt,sinwt), rov-
nice primky proto je

coswt -z +sinwt-y=d+1, Pugka Tere z

kde pravou stranu rovnice jsme zvolili tak,
aby primka prochazela bodem T. Do této
rovnice dosadime polohu kulky a ziskame Obr. 66

(d+vt) coswt + wdtsinwt =d+1. (58)

Tato rovnice bude splnéna v okamziku, kdy kulka prorazi teré, bohuzel ji vSak nelze resit
analyticky. Vzhledem k vzdalenosti terce od hlavneé a rychlosti kulky i rotace je wt malé, po-
tom s dostatecnou presnosti plati sin wt = wt a coswt &~ 1. Rovnice (58) se potom zjednodusi
na tvar

W t2+ut—1=0, (59)

coz je kvadratickd rovnice pro t a ma jediné kladné fesSeni

S e J1rad | ~ Y (1+1+21d“’2)—l
T 2w2d w2 | 7 2w2d w2 ) v

V predchozim vypoctu jsme pouzili pfiblizny vztah v/1 + z &~ 1+z/2, ktery plati pro mal4 x.

Zbyva urcit, v jakém misté prorazi kulka ter¢. Vodorovnou vzdélenost od stfedu terce
ozna¢me Ah a svislou As. Vzdalenost Ah je rovna vzdélenosti polohy kulky a stfedu terce
v Case t1 (opét pouzijeme pfiblizné vztahy sinwt ~ wt a coswt ~ 1)

t1

AR? = (z(t1) = Ta(t1))? + (y(t1) — Ty(t1)* =

:(d+l—(d+l))2+<%dl—w>2=(#)2, (60)

pricemz kulka prorazi ter¢ napravo od stfedu. Svisld vzdédlenost je ddna volnym padem kulky
po dobu ¢1 a je rovna soufadnici z v Case t1
2
gl
As=—z(t1) = =—. 61
()= 2 (61)

Po dosazeni zadanych hodnot vychazi Ah = 68cm a As = 6,4 mm.
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Vyfesme nyni Glohu z pohledu neinercialni soustavy spojené s rotujicim kfeslem. Sou-
fadnicovou soustavu si zvolime stejnym zptisobem jako minule, ale tentokrat bude navic
rotovat thlovou rychlosti w. V této soustavé ma kulka pocateéni rychlost vo = (v,0,0)
a polohu rj = (d,0,0). Pohybova rovnice kulky je

ma’' =mg —mw X (wx r') —2mw x v,

Eulerova a translacni sila je nulova. Pohybovou rovnici si pfepiSeme na tfi rovnice pro
soufadnice

i =w?a + 2wy’
i =Wy — 2wi’,

!
2 =—g.
Tfeti rovnici snadno dvakrat zintegrujeme

1,2
2 = —59t°.
Do soustavy prvnich dvou rovnic zkusime dosadit feSeni ve tvaru (s ohledem na pocateéni
polohu)

x'(t) = dcoswt + Asinwt + Byt coswt + Batsinwt,
y'(t) = C'sinwt + D1t coswt + Datsinwt,

pro nezndmé konstanty dostaneme A =0, C = —d, By = — D2, B> = Dj. Aby byla splnéna
pocatec¢ni podminka pro rychlost kulky, musi navic platit By = v a B2 = wd. Dostavame
tedy

2/ (t) = (d + vt) coswt + wdt sinwt ~ d + vt + w?dt?
y'(t) = —(d + vt) sin wt + wdt cos wt ~ —vwt? .

Kulka prorazi ter¢ v okamziku, kdy ' = d + [, a dostdvame stejnou rovnici jako (58),
resp. (59). Z ni jsme vypocitali, ze kulka prorazi ter¢ v ¢ase t1 = [/v. Poéitejme nyni y’(¢1)

2
Y () = —vwt? = _el? ,
v
coz je ziejmé vodorovna vzdalenost stfedu terce a mista, kde kulka prorazila terc¢, a shoduje
se s vysledkem (60). Svisla vzdélenost je rovna z’(t1), ovSem plati z(t1) = 2/ (1) a dostavame
vysledek (61).
¢) Pro vyjadfeni vztahu mezi rychlosti a polohou hmotného bodu v gravitaénim poli Slunce
s vyhodou vyuzijeme integral pohybu — mechanickou energii. Kinetickd a potencialni energie

hmotného bodu je
sxm Mg
mv®, V=——-—+-
r

kde Mg je hmotnost Slunce a r vzdalenost od Slunce. Veli¢ina E = T + V se zachovava,
plati tedy

M E M
E=1lm? - 208 o = 2(——&-% 8)7
T m T

coz je hledana zavislost.
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Uloha II1.S ... Lagrangeovy rovnice 1. druhu (5 bodi; primér 8,92; vesilo 12 studentt)

a) Mé&jme hmotny bod zavéSeny na nehmotném a nepruzném vldkné. Zavedte kartézskou sou-
fadnicovou soustavu a v ni napiSte vazebnou podminku pro hmotny bod.

b) Napiste Lagrangeovy rovnice 1. druhu pro hmotny bod z ¢asti a). Ukazte, Ze z nich plyne
pohybova rovnice matematického kyvadla

¢+%sing@:0, (62)
kde ¢ je uhlova vychylka z rovnovazné polohy.
c) Malé téleso je v klidu na vrcholu polokoule a zac¢ne klouzat dolii. Pomoci Lagrangeovych

rovnic 1. druhu urcete, v jaké vysce se téleso odlepi od polokoule. (Nédpovéda: Téleso se
odlepi v okamziku, kdy A = 0.)

a) Souradnicovou soustavu zavedeme nasledujicim zpusobem (viz obr. 67). Po- Y
catek zvolime v misté zavésu, osu x orientujeme vodorovné doprava, osu y
svisle vzhtru.
Hmotny bod se zfejmé pohybuje po kruznici o polomeéru [ se stiedem
v pocatku soufadnicové soustavy, kde [ je délka zavésu. Staci ndm tedy napsat x
odpovidajici rovnici kruznice !

19\
f:$2+y27l2:0, :
I
coz je vazebnd podminka hmotného bodu. :
b) Pfistupme nyni k sestaveni Lagrangeovy rovnice 1. druhu. Na hmotny bod '
pusobi kromé vazebné sily jesté sila tihovd Fg = (0, —mg). Dle seridlu ma
pohybova rovnice pro z-ovou soutadnici tvar Obr. 67
0
méé:O—}—/\—f =2z,
ozr
obdobné pro y-ovou soutradnici
. of

my=-—-mg—+ A\ — =-—mg+2\y.
Oy

Abychom vyloucili neznamou funkci A, prvni rovnici vynasobime y a ode¢teme od ni
z-nasobek druhé,

m(Zy — yz) = myz. (63)
Tuto rovnici nyni pfepiSeme pomoci parametrt [ a ¢, abychom dostali rovnici (62).
Vztah mezi z, y a vychylkou z rovnovazné polohy ¢ je (viz obr. 67)
z=Isinp, y=—lcosyp, (64)
tyto vztahy dvakrat derivujeme podle casu

E=—lsinp@? +lcospp, §=Ilcosp@?+Isingdp. (65)

Dosadme nyni z (64) a (65) do rovnice (63), dostdavame

2 2 1?sin? o = glsing,

—lp =gsinyp,

sin g cos p ¢ — 12 cos? pp — 12 cos psin p p? —
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coz je rovnice matematického kyvadla ze zadani.

¢) Polomér polokoule ozna¢me R a soufadnicovou soustavu zvolme stejnou jako v ¢asti a). Jeli-
ko télisko klouze po polokouli, vazebna podminka bude f = 22 +y? — R?2 = 0. Lagrangeovy
rovnice 1. druhu budou shodné s témi, které jsme odvodili v ¢asti b),

mE =2 x, my=—mg+2\y.
Ted provedeme maly trik. Prvni rovnici vynasobime x, druhou y a seé¢teme je
m(ix + jy) = —mgy + 2X(z® + ). (66)
Dvakrat zderivujeme vazebnou podminku

ﬂ:2x¢+2yy:0, dz—f:2#+2y2+2x5:+2yy:0. (67)
dt dt?
Nyni si staéi uvédomit, ze R? = 22 +y? a pro rychlost plati v2 = ©2 442, potom z rovnic (66)
a (67) dostaneme

—mv? = —mgy + 2AR?.
Abychom si usetfili integrovani pohybovych rovnic, pouzijeme rovnou zakon zachovani ener-

gie mv2/2 4+ mgy = mgR, ktery spolu s posledni rovnici dava

2 2AR2
2mg(y — R) = —mgy + 2\R?> = y=Z:R .
3 3mg

Nas zajima poloha téliska v okamziku, kdy A = 0 (pravé tehdy se odlepi od polokoule).
Vyska télesa v tomto okamziku bude y = 2R/3.

Uloha IV .S ... Lagrangeovy rovnice 2. druhu (5 bodi; primér 4,71; vesilo 14 studenti)

Maly koralek o hmotnosti m klouze bez tfeni na dratu ve tvaru kruhové smycky poloméru R,
smycka se otaci konstantni tihlovou rychlosti 2 kolem svislé osy (viz obr. 68).

a) Vhodné zvolte zobecnénou soufadnici a sestrojte Lagrangeovu funkci problému.

b) Sestavte Lagrangeovu rovnici 2. druhu, kterd popisuje pohyb korédlku.

¢) Rozhodnéte, kdy je rovnovazna poloha v nejnizii poloze smyc¢ky stabilni a kdy je labilni
v zavislosti na (2. Pro (2, kdy je tato poloha stabilni, vypocitejte periodu kmiti koralku
kolem této polohy.

d) Za bonusové body naleznéte dalsi rovnovéazné polohy, diskutujte, zda jsou stabilni nebo
labilni. Pokud jsou stabilni, urcete periodu kmitu kulicky kolem téchto rovnovaznych poloh.

a) Systém maé jeden stupeni volnosti — vychylku z nejnizsi polohy,
tu popiSeme thlem ¢ z obrazku 68.

Kulicka se jednak otaci kolem svislé osy thlovou rych-
losti 2 a jednak se pohybuje po kruhovém dratu thlovou
rychlosti ¢. Celkova kineticka energie je soucet energii téchto
dvou pohybiu

T= %m(R{o)Q + %m(QRsin )2 = %mR2(§02 +0%sin? ).

Pokud nulovou hladinu zvolime ve stfedu smycky, potencialni
energie kulicky v tihovém poli bude

V =—mgRcosyp.

102



Resent tloh ze seridlu

Lagrangeova funkce tedy je
L=T-V = %mRQ(go2 +025sin? p) + mgRcos @

b) Ze seridlu vime, ze Lagrangeova rovnice je

L 0oL
doL oL _

dtdp 9o
po dosazeni vychazi
d
g(mR%p) — (mR2Q? sin p cos p — mgRsing) =0,
¢—Q2sin<pcos<p+%sin<p:0, (68)

dostali jsme pohybovou rovnici kulicky.

c) Nejprve nalezneme vSechny rovnovazné polohy kulicky. Ty budou jisté tam, kde kulicka
zustane, pokud ji tam umistime. Jinak feCeno, zrychleni kulicky v téchto polohéch bude
nulové, ¢ = 0. Pohybové rovnice (68) ndm dava

0:@:(Q2cosw—%>sin<ﬁ, (69)

odtud dostavame podminky

g
Q2R

sing =0 nebo cosp =
Rovnovazné polohy budou v bodech

p1=0, pa=7 a 3= iarccosﬁ (je-li @ > \/g/R).

Dale vySetfime, je-li poloha ¢ stabilni, nebo labilni. Jak je vidét z rovnice (69), hod-
nota ¢ méni v bodé ¢ = 0 znaménko (tam plati cosp1 = 1). Je-li @ < /g/R, pfechdzi ¢
z kladnych hodnot do zapornych. Pokud vychylime kulicku z této polohy, bude urychlena
zpét — jedna se o polohu stabilni. Je-li Q > +/g/R, pfechdzi ¢ ze zdpornych hodnot do
kladnych a poloha tedy bude labilni.

Zbyvé urcit periodu kmitt kuli¢ky kolem polohy ¢1, je-li splnéna podminka Q < \/g/R
a poloha je stabilni. Vyzjistime proto, co se stane, pokud kulicku vychylime o maly thel &
z této polohy. Dosadme ¢ = 0+ £ do pohybové rovnice (68) a vyuzijme aproximaéni vztahy
sin{ =~ & acosé ~ 1.

E+(L-a?)¢=0. (70)

To nam vsak pfipomina rovnici harmonickych kmitt % 4+ w2z = 0, uhlova frekvence kmiti
kulicky tedy je
w=/L Q2.
R
d) Hledejme dalsi stabilni rovnovazné polohy, jak po nés chce zaddni. Kolem polohy ¢2 = = je
zévorka ve vyrazu (69) vzdy zapornd. Znaménko ¢ se méni z minusu do plusu, kuli¢ka je
tedy urychlovana smérem odtud — poloha je vzdy labilni.
Pocitejme derivaci ¢ v bodech @3, abychom vysettili, zda ¢ ve 3 roste nebo klesa.

dc
b - 02 (cos? p3 — sin? p3) — 9 cos p3 =
dt |,, R
29° g 1 (g
— 02 _ 4
=0 (Q4R2_1>_92R27§ o)< ()
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Zrychleni ¢ zde tedy klesa, obé polohy jsou vzdy stabilni (pokud ovSem existuji).
Stejnym zptlisobem jako v ¢) vypocitdme periodu kmitt. Do (68) dosadime ¢ = ¢p3 + &,
kde ¢ je malé (¢2 budeme zanedbavat), a pouZijeme souétové vzorce

£ (£ - 0o + ) (2 + ) =0,
E+ (% — 0% cos g3 +QQ§sincp3> (sinps + Ecosps) =0,

E+ (% — Q2 cos 4,03) sin p3 — 925(cos2 3 — sin? w3) + %ﬁcosgog =0.
Nyni dosadime za @3 a zjistime, Ze druhy ¢len je identicky nulovy, a vyuzijeme vysledku (71).
Dostaneme

.1 2
f+@(ﬂ4—%)f=0, (72)

thlovéa frekvence kmitt tedy je
| 2
g
— 2
w=1/0 5P -

Miuzeme si v8imnout, ze pokud Q — /g/R, jde koeficient u ¢ v (70) a (72) k nule. Pokud
bychom vsak délali mensi zanedbani, zjistili bychom, Ze nenulové ztistanou koeficienty u &3.
Pohyb v nejnizsim bodé za podminek Q = \/g/R tedy popisuje rovnice ve tvaru é—l— a?€3, jejim
feSenim je sice kmitani kolem rovnovazné polohy, neni vSak uz harmonické.

To znamena, ze abychom mohli zanedbat ¢leny vyssiho fddu v obou rovnicich, musime pfi
Q — y/g/R ¢im dal vice zmensovat amplitudy malych kmita.

Na zavér si pro zajimavost muzete prohlédnout fazovy portrét systému. Ten dostaneme
feSenim pohybové rovnice (68). Na vodorovnou osu vynasime ¢ a na svislou ¢/s~1. Jedna se
vlastné o trajektorii kulicky v soufadnicich (¢, ).

Diagramy na obréazcich 69 az 72 odpovidaji riznym hodnotam Q2R/g pii g/R = 1572,
v kazdém diagramu je nékolik trajektorii pro rizné pocatecni podminky. V diagramech jsou
dobfe vidét stabilni a labilni polohy. Stabilni polohy (v digramu tzv. eliptické body) jsou tra-
jektoriemi obihany a od labilnich poloh (tzv. hyperbolické body) se trajektorie rozbihaji. Sami
si pro porovnani rozmyslete, jak vypada fazovy portrét harmonického oscilatoru.

&/

Obr.69. Q2R/g = 0,25 Obr.70. Q2R/g =1
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1
=

Obr.71. Q2R/g = 2 Obr.72. Q?R/g =4

Uloha V.S ... Merkur, jdma a kyvadlo (6 boddi; primér 3,92; vesilo 13 studentii)

V nasledujicich tlohach ovérime vasi znalost vSech dosud probranych kapitol mechaniky, tj.
Newtonova formalismu, d’Alembertova principu a Lagrangeova formalismu.

a) Predstavte si planetu Merkur obihajici kolem Slunce. Jak zndmo, jeho eliptickd trajektorie
se staci (posouva se poloha perihélia), coz nemuze byt zpisobeno gravitacni silou

mMr

F = 3 -
r3

Dokazte, ze kdyz k této sile pfidame dodatecnou centralni silu
F=c-—

kde C je vhodna konstanta, celd trajektorie (elipsa) se bude otdcet. Znate-li tuto thlo-
vou rychlost §2, urcete konstantu C'. Stac¢i takovato oprava k zachrané Newtonovy teorie
gravitace?

b) Urcete rovnovazné polohy homogenni tenké tycky délky | opiené o vnitfni stény jamky ve
tvaru pismene ,,V* (viz obr. 73) v zavislosti na vrcholovém thlu jamky «.

¢) Pomoci Lagrangeovych rovnic vypocitejte periodu malych kmiti dvojzvratného kyvadla na
obrazku 74. Zavazi na koncich nehmotné tycky délky | maji hmotnosti m; a mgz, vzdalenost
bodu zavésu od zavazi o hmotnosti mj je lg.

a) Vyfesme tlohu nejprve za pomoci Newtonova formalismu. Pohybova rovnice Merkuru v iner-
cialni vztazné soustavé spojené se Sluncem bude

mMr

F=— .
m 3

(74)
r

Nyni pfiddme dodateénou silu (73), ktera je timérna 1/r3, a piejdeme do neinercidlni sou-
stavy, kterd se otac¢i nekonstantni thlovou rychlosti 2 viéi té predchozi. Pohybova rovnice
bude mit tvar

mM .
o mR2x (2x7r) -mRxr—2mRxi-C
.

mF = —s ,
4

(75)

kde druhy clen na pravé strané je odstiediva sila, tfeti ¢len Eulerova sila a ¢tvrty clen
Coriolisova sila (viz druhy dil serialu).
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Jednim z integralt pohybové rovnice (74) je moment hybnosti [ = mwr? = konst (w je
uhlova rychlost rotace Merkuru kolem Slunce). Po pfidani dodate¢né centralni sily zistane
zdkon zachovani momentu v platnosti

mwr? + mQr? = | + mQr? = konst,

to znamena, ze i vyraz L = mQr2 je podél trajektorie konstantni. Odtud pro € dostaneme

2L 2Q

=——17,
T

Q= 7
mr3

pro vektor plati (vektory £ a £ jsou rovnobézné, protoze pohyb Merkuru je rovinny)

ngngﬁg.
Q r

PfepiSme s vyuzitim posledniho vysledku rovnici (75). Dostaneme

M 2mi
Pl mex@xn+ T @ xr—mexi-C—, (76)
T r T

mF = —s

Abychom zcela vyhovéli pfedpokladtim (tj. trajektorie Merkuru jsou v obou vztaznych
soustavach identické), musi mit rovnice (74) a (76) na pravé strané stejnou silu, tedy musi
platit

9
r:—.Q><(.Q><r)+—T.Q><r—2.Q><i.
mr r

Rychlost Merkuru si mizeme rozepsat do dvou kolmych slozek # = 7r/r + w X r, pak se
posledni vztah zjednodusi na

C

mr

r=—02xR2xr)—22x (wxr).

Oba vyrazy na pravé strané upravime pomoci vektorové identity a x (bx c) = b(a-c)—c(a-b)
a vyuzijeme toho, ze 22 - r = 0, resp. w - r = 0 (vektory jsou na sebe kolmé). Dostaneme

C
—4r292r+2wﬂr.
mr

Zanedbame-li ¢len amérny Q2, &ili predpokladame, Ze thlova rychlost staceni perihélia je
zanedbatelné mald vzhledem k thlové rychlosti obéhu planety kolem Slunce, pro C' obdrzime

C = 2mwQrt = AL . (77)
m

Vidime tedy, ze sila F = C’r/r4 skutec¢né zplisobuje staceni perihélia, nebot C vysla jako
konstantni funkce.
Pro ilustraci vypocitame, o kolik se perihélium pootoci po jednom obéhu Merkuru kolem

Slunce. T 7 7 I
Acp:/ th:/ —dt,o:/ —dp =21 —,
0 0 w 0 l l

s vyuzitim vztahu (77) dostaneme
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Zbyva odpovédét, zda takovato oprava zachrani Newtonovu teorii gravitace. Astrono-
mové naméfili, Ze perihélium Merkuru se staci o 575" za stoleti. Zda se, Ze je to v rozporu
s Newtonovou teorii, podle které jsou trajektorie Castic v centralnim poli stacionarni. To
vsak plati jen pro systém dvou téles. Pokud uvazime vliv ostatnich planet slune¢ni soustavy,
zjistime z Newtonovy teorie, Ze zpusobuje staceni perihélia Merkuru (jejich vliv je totiz ekvi-
valentni zavedeni sily tmérné 1/r3). Na staceni perihélia méa také nepatrny vliv zplosténi
Slunce. Vsechny tyto efekty zpiisobuji dohromady stéceni perihélia o 532" za stoleti, stale
vSak schazi vysvétlit zbylych 43" (astronomové jsou ochotni pfipustit chybu nejvyse zlomek
uhlové vtefiny).

Po vylouceni vSech dalsich moznych efektt, které by mohly staceni perihélia zpusobit
(planetka mezi Sluncem a Merkurem ¢i hmota jiného druhu), selhala i Gprava Newtonovy
teorie gravitace (Ze nasSe Uprava také nepomize, ukdzeme dale). Zahadné staceni perihélia
vysvétlila az Einsteinova teorie obecné relativity, podle které

67 M

c2a(l+¢) (79)

Ap =

(a je vzdalenost perihélia od Slunce, € je vystfednost dréhy). Pro zajimavost vypoctené a na-
méfené (nevysvétlené) hodnoty staceni perihélia téles sluneéni soustavy shrnuje nasledujici
tabulka.

Merkur Venuse Zemé Tkarus
pfedpovéd OTR [” /stol] 43,0 8,6 3,8 10,3
zméteno [ /stol] 43,14+0,5 |8,4+4,8 [50+1,2 [9,84+0,8

Velkd nepresnost méreni u Zemé a Venuse je zpusobend malou vystiednosti jejich dréhy,
jejiz vinou se staceni Spatné méfi. Vidime tedy, ze pfedpovédi OTR jsou ve velice dobré
shodé s experimentem (potvrzuji to i moderni méfeni).

Porovnejme vztahy (78) a (79). Po ndmi provedené opravé Newtonovy teorie vychazi, ze
staceni perihélia zdvisi na momentu hybnosti planety. Naopak vztah (79) plynouci z OTR
fika, Ze staceni perihélia zdvisi ¢isté na geometrii trajektorie (vystfednost a délka poloosy
eliptické trajektorie, hmotnost Slunce). Odtud je zfejmé, Ze nase oprava Newtonovy teorie
nemize odpovidat realité.

Nyni stejnou tlohu vyfesime (vyklad bude ponékud struénéjsi) pomoci silnéjsiho Lagran-
geova formalismu. Lagrangian ¢astice v centralnim poli V' (r) v polarnich soufadnicich je

L=1im@?+ (r)?) —V(r).

Lagrangian nezavisi explicitné na cCase ani soufadnici ¢, okamzité tedy mame dva integraly
pohybu (viz minuly dil seridlu). Jsou to celkové energie a moment hybnosti

_ 1 -2 N2 _ 2 .
E=sm@* 4+ (ro)?) +V(r), l=mrip.

Z obou rovnic vylou¢ime ¢ a mame rovnici

! (‘2+ e >+V( y=E
—-m|\| T T)= .
2 m2r2

Hleddme neznamou funkci r(p) (tj. trajektorii éastice v polarnich soufadnicich). Rovnice se
zjednodusi zavedenim substituce r(¢) = 1/u(p), pak totiz
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a nase rovnice ziska tvar 9
2 2 m
u'c +u = l—z(E -V).

Nepéknych druhych mocnin se zbavime zderivovanim rovnice podle ¢

2m dV
2u'u 4+ 2u'u = - —/,
12 du

za predpokladu u’ # 0 dostaneme znamou rovnici, které se ¥ikd Binettiv vzorec

o 4w — m dV
o 2du’
Potencial ve sluneéni soustavé predpokladame ve tvaru V(u) = —s»Mmu — Cu? (pro

konstantu C' necht plati C < 12/m). Resime tedy rovnici

Cm xMm?
1 —
u'’ 4 (1 -~z ) u = 2 .

Reseni je snadné, za predpokladu C < I?/m se jedna o rovnici harmonickjch kmitii, proto

/ Cm »xMm?
u(p) = Acos (ga- 1—12>+ Z

Jediné, co néas bude zajimat, je staceni perihélia, tedy jak se lisi perioda funkce u(y) od 2r.

Ap =21 ! -1) = ’rva7
V1—Cm/i2 12

coz je v souladu s (78).
b) V seridlu jsme ukazali, ze pro hledani rovnovaznych poloh lze s vyhodou pouzit princip
virtudlni préce > F;dz; = 0. V naSem piipadé mé tvar

0-6z+ Fgoy =0,

nebot na tycku piisobi jediné prava sila — tithova sila Fi.
Abychom rovnici splnili, musi byt dy = 0.
Y2 Polohu ty¢ky v jamce popiSeme thlem ¢ (viz

pomoci parametru ¢.

V‘ Vzdalenost pravého konce tycky ode dna jamky da
) vypocitdme pomoci sinové véty pro trojuhelnik, ktery
vytvari tycka a jamka. Podle ni plati

Obr. 73

d: ! cos(2a —
—21 _— = dy=1 M )
sin (90° — Sa +¢)  sina sin«

Vyska pravého konce tycky je y2 = da cos %a a pro vysku tézisté tycky plati y = ya— %l sin ¢,
celkové tedy mame

1 1 1
COS 5 COS (¢ — COosS (5x —
3 cos (50— ¢) 1siw]l{ Ga-9¢)

y=1 T2 2sin 1 ~zsine)

Siteye? 3
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coz upravime pomoci vzorce pro kosinus souctu uhla
y= %l(cosapcotg %a + sing — sinp) = %lcosgocotg %a. (80)
Zbyva urcit ¢, abychom splnili dy = 0, poditejme
0=dy=—0p= —%lsingpcotg %oz.

Jelikoz je dp libovolné, je posledni rovnice za pfedpokladu « € (0,180°) splnéna pro ¢ = 0.
Zjistili jsme, ze vodorovna poloha tycky je rovnovazna. Nesmime vsak zapomenout na
polohy, kdy tycka priléhé ke sténé jamky. Tyto polohy jsou totiz na okraji defini¢niho oboru ¢
a o jejich rovnovaznosti ndm princip virtudlni prace nemuze nic fici. Podivame se znovu na
vztah (80) pro vysku t&zisté. Funkce y(p) (ktera je vlastné jen nasobek cos ) ma maximum
pro ¢ = 0, v intervalu (—90°,0) je rostouci a v intervalu (0,90°) je klesajici. Vodorovna
rovnovazna poloha ¢ = 0 je tedy labilni (téziSté je nejvyse, pii vychyleni tycka ,spadne®).
V diskutovanych polohach na okraji definiéniho oboru ¢ = +(90° — %a), kdy je tycka prilehla
c) Posledni tlohu vyfesime jednoduchou aplikaci Lagrangeova for-
malismu. Soustava dvou téles dvojzvratného kyvadla mé jeden
stupenl volnosti, budeme ji parametrizovat tthlem ¢ (viz obr. 74).
Kinetickd energie je soucet kinetickych energii obou zavazi

ma2

T = 3mi(lop)® + gma((l — lo)¢)* -

Predpokladejme, ze milo > ma(l — lp), potom bude zévazi mq
dole a potencidlni energie soustavy bude (nulovou hladinu zvo-
lime na trovni bodu otaceni)

V = —maglcosp + mag(l —lg)cosp.

Lagrangeovu funkci L = T'— V dosadime do Lagrangeovych rov-
nic druhého druhu. Pfedtim si vSak vypocitadme Obr. 74

oL oL
— = mll(Q)go + ma(l — l0)2<,'0, — = —maglosiny + mog(l — lp)sinyp,
(o0 (212

pak dostavame

d oL OL .
— = — — = [mal§ + m2(l — 10)*]§ + [m1glo — m2g(l — o) = 0. (81)
dt 0p Oy
Hledéame-li thlovou frekvenci malych kmita, vystacime si aproximaci sinp = ¢, potom je
rovnice (81) rovnici harmonickych kmiti a plati

o \/mlglo —mag(l —lg) _ (82)

mll(z) + mg(l — l0)2

Tento vztah pfejde k thlové frekvenci malych kmiti matematického kyvadla pro mg — 0
nebo lg — [.

Pro zajimavost je zavislost (82) vynesena v grafu na obrazku 75 (parametry kyvadla
jsou: mi = 3kg, mg = 1kg, l = 1m).
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w/s™?
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Obr. 75
Je snadné odvodit, ze thlova frekvence kyvadla bude maximalni pro

lo = g Yt VM2

mi1 + ma

Uloha VI.S ... Hamiltoniiv formalismus (5 boddi; primér 4,46; vesilo 13 studenti)

Lagrangian c¢astice v elektromagnetickém poli je

3 3
1 . .
L:émv2—qg0—}—qv~A:5m-2x?—q<p+q~2xiAi, (83)
i=1 i=1

kde ¢ je elektricky potencidl a A magneticky vektorovy potencial.
a) Urcete zobecnéné hybnosti ¢dstice p; prisluSejici rychlostem ;.
b) Napiste Hamiltonovu funkci.
¢) Reste Hamiltonovy rovnice, je-li A= 0 a p = —Exzy.

Reseni této tlohy bude pfimoéaré, staci se drzet postupu, ktery jsme naznaéili v minulém
dile seridlu (jen je tfeba si dat pozor, Ze ¢ je ndboj ¢astice, nikoli zobecnéna soufadnice).

a) Zobecnéné hybnosti uré¢ime pfimo z definice

oL
pj = 5. = m&; +q4;, (84)
O
odtud inverzi vztahu vyjadiime
. 1
&y = —(pj —a4;)- (85)

Posledni vztah jesté prepiseme do vektorové podoby

1
v=—(p—qA).
m

b) Lagrangian (83) a zobecnénou hybnost (84) dosadime do definice Hamiltonovy funkce
3 3

. 1 .
H(xj,p;) = > pidi— L= Qm-zr? +ap.
=1 =1
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Posledni vztah ovSem jesté neni vyjadfeni hamiltonidnu, musime piejit k soufadni-
cim (z;,p;). K tomu vyuZijeme vztah (85) a dostaneme

3
1
H(zj,p;) = o > (i — qA)* +ap,
=1

v uspornéjsi vektorové podobé ma hamiltonian tvar

_ (p—qA)?
2m

H +qp.

Pro zadany potencial hamiltonidn je (misto (z1,z2,z3) budeme od ted pouzivat (z,y, 2))
1
H=_———qBx=——(p; +p, +p2) —qEz.
2m 2m

Se znalosti Hamiltonovy funkce uz jen zbyva vyfesit Hamiltonovy rovnice. NapiSme si
prvni sadu Hamiltonovych rovnic p; = — 3~

dp dp dp
ad - qE7 y = b z - b
dt dt dt
které maji feseni
Pe = qEt+pz0, Py =pyo, Pz="rz0, (86)

kde pzo, pyo a p-o jsou pocatecni hybnosti ¢astice. Do druhé sady Hamiltonovych rovnic

j;i = 9p;
dz  ps dy  py dz  p:
b

dt  m’ dt m dt  m
dosadime z (86)
dj_pio+th dy _pyo  dz _ pw0

- ]

dt m m dt m dt m

- )
a soustavu vyfesime

0 E 0 0
B I B e T T A
m 2m m m

t?

kde zo, yo a 2o je pocatecni poloha castice.
Castice se tedy bude podle oekavani ve sméru os y a z pohybovat rovnomérné pfimocaie
a ve sméru osy = bude zrychlovat se zrychlenim o velikosti a = gE/m.
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% Akce FYKOSu

)

Podzimni soustredéni ve VrSové
Soustfedéni se konalo od 16. do 23. Fijna 2004 ve Vr$ové na tupati Zeleznych hor.

Organizdtofi
Augustinsky Pavel, Housték Jan, Kladiva Miroslav, Komm Michael, Lipovsky Jifi, Prachaf
Jan, Ringel Matous, Trnka Jaroslav, Tuma Karel, Zdeborova Lenka.

Uéastnici

Bednarik Tomas, Bednar 'Béda’ Jan, Benda Jakub, Bilka Ondfej, Bohmova Pavlina, Dvorak
'Bezi’ Petr, Fiala Roman, Greskovi¢ 'Peto’ Peter, Housték Petr, Humpula Michal, Jirotka To-
mas, Josiekova Monika, Kavalirova Markéta, Konecny Martin, Kucka Zdenék, Motloch Pavel,

Podolnik Ales, Przeczkova Jana, Repot *Tono’ Antony, Severa Lukas, Sramek Piemysl, Takaé
’Slavo’ Slavomir, Valasek ’Jenda’ Jan, Vilimovskd Markéta, Vitova Hana.

Legenda

Pribéh se odehrava v davném stfedovéku uprostied temnych lesti. Do zapadlého opatstvi
prichazi skupina novici, aby pod vedenim mistnich mnicht hledala cestu k Bohu. Idylicka
atmosféra vsak taji hriznou podstatu.

Spole¢né s prijezdem novict umird bratr knihovnik za zdhadnych okolnosti. Jako vzkaz ze
zahrobi pusobi jako poselstvi, v némz naznacuje strasné tajemstvi poklidného opatstvi.

Novicové jsou béhem pristich dnti zasvécovani do mystérii kiestanské viry a pokory. Plni
fadu tkolu fyzickych i duchovnich (jako je tieba orientace v Pismu svatém), zdhy vSak nachdzeji
aryvky z deniku zesnulého bratra knihovnika. Postupné se dozvidaji, ze sedm mnichu zijicich ve
zdech opatstvi se v pribéhu svého zivota dopustilo sedmi smrtelnych hiicht. Jako vyménu za
mlceni obdrzi novicové od kazdého z mnicht ¢ast proroctvi. To ukazuje na to, ze v opatstvi se
skryva vlk v rouse beranci, ten, jenz je bez viny, prvni mezi rovnymi — bratr opat. Jako vyslanec
Temné strany pripravuje sestup Antikrista na Zem. Novicové se rozhodnou provést zazehnavaci
ritudl, kterym by Zemi uchranili pfed hriznou budoucnosti. K tomu jim pomize sedm hiisnych
mnicht, ktefi a¢ neradi pfijimaji pravdu o svém predstaveném. Jejich duse vSak nejsou Cisté.
Umyslné novice oklamou a ti misto zazehnavaciho ritudlu provedou ritual evokaéni. Antikrist
sestoupi na Zem, kde ho pfivitaji jeho pochopové. Vldda temna zacina. ..

Sedm hrichi sedmi mnichii
Hnév

Mnich Jan z Prachatic pochézel z velice chudé rodiny. Jeho rodice byli natolik chudi, ze se
rozhodli dat svého jediného syna pod ochrannou ruku mistniho opata. U¢inili to presto, a¢ jim
malem puklo srdce, ale sami by syna neuzivili. Mlady Jan jejich jednani nebyl schopen pochopit
a velice se na rodice rozhnéval. Jeho zloba byla tak siln, Ze s rodi¢i uz nikdy vice nepromluvil
a vSude se vydaval za sirotka. Rodice to velice zarmoutilo a zdhy umfeli zalem.
Zavist

Za dob, kdy jesté bratr Pavel nezil ve zdech naseho opatstvi, bydlil pobliz jeho chyse zbozny
ranhoji¢. Jeho dam byl prosty, le¢ nejhezci z celé vesnice. Pribytek Pavliv bylo naopak tézko
nazvat jinak nez chlivem. Ranhoji¢iv véhlas se rozsitil po §irém okoli, nebot jeho uméni a dob-
rota nemély obdobu v celém kraji. V den, kdy ranhoji¢ pojal za manzelku krasnou dévu, vyvrela
zavist Pavlova na povrch. Jesté toho vecCera lehl ranhojictv dim popelem a on v ném. ..
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Smilstvo

V dobé, kdy byl Matous z Ringlu jesté mlad, pasaval celé 1éto v horach stado ovci. Jak cas
plynul a Matous zartstal vousem, stiddal se v ném h¥isny chtic. Az jednoho sluneéného dne se
stalo to, co ani tento pergamen neunese. ..

Lakota

Je tomu jiz mnoho zim, kdy za kruté boufe na branu klastera zabusili hladovi pocestni.
Zmrzli a vyhladovéli zadali bratra Jana z Housti o kirku chleba ¢i misku teplé polévky. Ackoliv
klasterni spiz byla plna, bratr Jan pocestnym pozehnal a odkézal je na pomoc Bozi.

Za jarni oblevy vydala sloj snéhu nedaleko od klastera dvé vyzabla téla.

Pycha

Za svého mladi byl bratr Jifi z Lipy bystry a vnimavy novic. Casto pozoroval nebe a napadlo
ho, Zze by Zemé nemusela byt stfedem vesmiru a naopak ona se otaci kolem Slunce. Zaslepen
svou pychou kazal tyto bludy a dostal se do sporu s cirkvi. Nechca odvolat své uceni, uchylil se
pod hrozbou smrti na hranici do vzdaleného opatstvi.

Obzerstvi

Jako mlady jinoch se bratr Michael z Kommina pfevlékal za potulného mnicha a vtiral se
do pfizné bohatych pant z okoli. Za prislib pozehnéni ho vzdy pfizvali ke stolu. Bez ostychu
stale plnil svij talif, a kdyz jeho bfich jiz nemohl pojmout vice, nebylo mu zatézko si s pomoci
husiho brku ulevit a opét pfisednout ke stolu.

Lenost

Bratr Karel z Tamu celé dny polehéaval na peci a rozjimal. Jednoho dne ho z jeho odpoc¢inku
cosi vyrusilo. Pojednou ho zacalo néco svédit, ba i palit, ale byl pfili§ unaveny na to, aby
zareagoval. Zanedlouho v8ak ucitil nepfijemny pach, jako kdyz se skvafi kiize. To ho donutilo,
aby se odvalil o kousek dal. Dokonce se zmohl na to, aby otevfel o¢i. Uvidél maly, ale silici
plaminek. Rozmyslel se, zda mé dojit pro vodu k nedalekému potucku, ale jeho ochablé svaly
ho uz neposlouchaly. Proto se odkutéalel ven do stinu nejblizsiho stromu a spokojené usnul.
Vlybrané prednasky
Cisla v p¥irodé (Lenka Zdeborovd)

Napadlo vas jiz nékdy se zamyslet nad otazkou, kterd ¢isla rostou v pfirodé? Jaky je pocet
spiral na borové ¢i smrkové siSce nebo pocet okvétnich listkti sedmikrasky? Biologové i fyzici se
touto otazkou jiz stoleti zabyvaji, ovSem az pomérné nedavno se podafilo dokazat, ze seminka
na slune¢nici skute¢né lépe rist nemohou. Pojdte se dozvédét, které ¢islo je nejvice iracionalni,
jak se rozmnozuji vcely a jak to spolu vSechno souvisi.

Pro pochopeni prednasky je nutné umét pocitat do stovky. Ale i ti, kdo se chtéji dozvédét,
jak se Fesi diferenéni (rozlisuj diferencialni) rovnice si pfijdou na své! Pfednaska vam pravda pii
feSeni fyzikdlni olympiddy mnoho nepomiize, ale zato odhalite spoustu zajimavych informaci
o tom , jak pfiroda premysli“.

Potapéni (Lenka Zdeborovd)

S pfistrojovym potapénim je spojeno mnoho zajimavych s fyzikou souvisejicich d&ju v lid-
ském téle. Vysvétlime si, jak to vlastné potapéci délaji, ze se mohou nehnuté vznaset v ,libovolné
hloubce*, kdezto potopit se do péti metra ,,na naddech® je docela fuska. Vysvétlime si, pro¢ muize
potapéc mit velmi vazné problémy vynofujice se neuvazené ze t¥i metri, kdezto pfi potopeni
,na nadech“ se toho mnoho stat nemtize. Dozvite se, jaky je ucel dekompresnich zastavek. Ze
rekreacni potapéci nedychaji kyslik, ale stlaceny vzduch. Pro¢ se nemohou potopit se vzduchem
do vice nez 60 metri. A jak to tedy délaji pracovnici ropnych plosin kontrolujice vrt v hloubce
300 metra? Také si fekneme zakladni véci o mezinarodné uznavanych potapécskych certifikacich
a jak to v praxi funguje, kdyZz pfijedete k mofi a chcete se ,,podivat na rybi¢ky“. Samoziejmé
zbyde cas na jakékoliv vase otazky, i kdyz nefikdm, Ze na vSechny budu umét odpovédét.
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Digital signal processing (Matou$ Ringel)

Na prednéasce si budeme povidat o zpuisobech, jakymi se zpracovavaji elektronicky ziskana
data. Podivame se na obecné techniky zpracovani (konvoluce, Fourierova transformace) a na
prikladech z praxe (zpracovani zvuku, obrazkd, videa, . ..) si ukdZeme jejich pouziti.

Konkrétni témata mutzeme zvolit podle zdjmu, stejné jako matematickou troven. V zasadé
se nepredpoklddaji zadné vétsi matematické ani fyzikalni znalosti.

Elementarni éastice (Jarda Trnka)

Povime si néco o vyvoji pohledu na svét elementarnich castic, fekneme si, jak vypada situace
dnes. Dozvite se, co jsou to kvarky, mezony ¢i hadrony ¢i co je to spin. Pfednaska nevyzaduje
zadné znalosti, proto na ni muaze jit kazdy.

Obvody a obsahy (Karel Tima)

Na zacatku se zminime o transformaci hvézda +— trojihelnik a naopak, to ale nebude napln
prednéasky. Budeme se zabyvat obvody stfidavého proudu a jejich feSeni pomoci fazorového
diagramu a jeho reprezentaci komplexnimi ¢isly. Proto si o nich také néco povime (bude-li
potieba).

Specialni teorie relativity (Pavel Augustinsky)

Stru¢né shrneme historické divody vedouci k formulaci Specidlni teorie relativity. Ukazeme
si jak z jejich postulati vyplyva tvar takzvané Lorentzovy transformace a rozebereme jeji du-
sledky, jakymi jsou napriklad kontrakce délek ¢i dilatace casu. Naucime se pracovat s takzvanym
prostoroc¢asovym diagramem, ktery je uziteCnym nastrojem pro vyvraceni paradoxnosti relati-
vistickych , paradoxt“, ale i pro obyéejné vypoéty v ramci Specidlni teorie relativity.

Vektory (Pavel Augustinsky)

Na predndsce si ukdzeme, ze vektor délaji vektorem jeho transformac¢ni vlastnosti (nejen)
vi¢i prostorovym rotacim. Odvodime si sprdvnost (ne zcela uplnou) a jedine¢nost definice
skalarniho a vektorového soucinu, ukazeme si jak pouzivat znalosti transformacnich vlastnosti
pfi tpravach vyrazt a jak pouzivat vektory v geometrii. Podle zdjmu posluchac¢t pak muzeme
rozebrat pojmy tenzor a dualita nebo grupa.

Fotky
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Jarni soustredéni v Rapotiné
Soustfedéni se konalo od 23. do 30. dubna 2005 v Rapotiné na Sumpersku na tipati Jeseniki.
Organizdtofi

Augustinsky Pavel, Brom Pavel, Komm Michael, Lipovsky Jifi, Prachaf Jan, Ringel Matous,
Sukové Petra, Trnka Jaroslav, Tima Karel.

Uéastnici

Baxova Katarina, Bednarik Tomas, Benda Jakub, Bilka Ondfej, Bogar ’'Bugy’ Ondrej, Dvorak
'Bezi’ Petr, Formanek Martin, Hergelova Beata, Hruby Miroslav, Janacek Miroslav, Jirotka To-
mas, Josiekova Monika, Jungrova Zuzana, Kone¢ny Martin, Lochmanova Jana, Malina Lukas,

Motloch Pavel, Pechal Radim, Pobisova Zuzana, Podolnik Ales, Pospisilova Lucie, Przeczkova
Jana, Rozvadska Katarina, Scholz Marek, Sachl Libor, Vais Zdenék, Valasek Jenda

Legenda

Pribéh se odehrava na jarfe 1936, kratce poté co se general Franco pokusil pfevzit moc nad
Spanélskem. Proti nému a jeho armadé se postavil hlavné sever zemé, centrem odporu bylo
Katalansko a jeho metropole Barcelona.

Odprrci Franca trpéli ndzorovou roztfisténosti, vedle radidlnich anarchistt a syndikalisti
hrali vyznamnou roli komunisté, at uz stalinisté s oficidlni podporou ze strany Sovétského svazu,
¢i trockisté a jiné minoritni skupiny. Pocatecni jednota vynucena aktudlni hrozbou vojenské
porazky se zacCala rozpadat a jednotlivé skupiny bojovaly mezi sebou.

Ucastnici pfichazeji na scénu jako interbrigadisté — obycejni délnici, kteii opustili svoje do-
movy a vydali se na pomoc Spanélsku. Na misté se zafadi do strany POUM (trockistit). Jejich
velitely jsou odborovi predéci, jeden soudruh dosazeny Sovétskym svazem a mistni anarchista
(CNT-FAI), ktery zna situaci i misto konfliktu. Jejich tkol je jasny — zastavit postup frankistic-
kych vojsk. Pro svoje operace vyuzivaji informace ziskané od zbéhiu, desifrovanim nepratelskych
depesi a zpravy z velitelsvi protifrankistické koalice.

Po fadé dil¢ich tuspéchi se jim podaii ziskat plan nepiatelské ofenzivy v okoli strategického
mésta Tarragona. Vypracuji riskantni plan jak tuto akci zastavit, ovSem svij protittok zah&ji
prilis pozdé. Obranna linie je prolomena a frankisté postupuji rychle vpred. V rychlosti opousté;ji
misto konfliktu a pfesunuji se na jinou ¢ast fronty.

Fotky

Na skupinové fotografii jsou (zleva):
Proni (spodni) tada — Toma§ Jirotka, Ondfej Bogar, Jana Lochmanova, Lukas Malina,
Radim Pechal, Jakub Benda, Jana Przeczkova, Zuzka Jungrova
Druhd 7ada — Zdenék Vais, Katka Baxova, Ales Podolnik, Katka Rozvadska, Monika Josie-
kova, Martin Konec¢ny, Martin Formanek, Jirka Lipovsky, Pavel Brom
Treti Trada — Lucka Pospisilova, Mirek Hruby, Mirek Janacek, Ondrej Bilka, Tomas Bednarik,
Jarda Trnka, Matous Ringel
Cturtd Tada — Pet Sukova, Jenda Valasek, Zuzka Pébisova, Bea Hergelova, Petr Dvorak,
Libor Sachl, Pavel Motloch, Honza Pracha¥, Karel Ttma, Michael Komm
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Den s experimentalni fyzikou

Den s experimentalni fyzikou (DSEF) je tradi¢ni celodenni akce, kterou pofadame pro své
Tesitele, event. jejich pratele ¢i pedagogicky doprovod, a to samoziejmé bez ohledu na vysledky
v nasi soutézi. Ucastnici dostanou jedineénou piilezitost prohlédnout si nejriiznéjsi zaiizeni, se
kterymi fyzikové pracuji, sezndmit se s aktudlni problematikou a nejnovéjsimi poznatky v ex-
perimentalni fyzice a také poznat ucitele na Matematicko-fyzikalni fakulté. DSEF se uskutec¢nil
18. dubna 2005 a zucastnilo se ho 55 studentu.

Letos poprvé DSEF opustil areal v Tréji a vydal se na velmi zajimava pracovisté Ustavu
fyziky plazmatu v Praze na Slovance. Zde se nachazi jeden z nejvykonnéjsich laserovych systému
na svété PALS a dale tokamak pro termojadernou fuzi s ndzvem CASTOR. Tradi¢éni byla
navstéva skolniho reaktoru Vrabec, pfi niz jsme kdysi zazili cvi¢ny jaderny poplach a vyzkouseli
bezpecnostni systémy reaktoru. Dalsi exkurze probéhly v arealu v Tréji.

V nasledujicim roce jsou planovany exkurze na nékolik pracovist Ustavu jaderného vyzkumu
v Rezi u Prahy, zejména k nejvétsimu ¢eskému experimentalnimu reaktoru.
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Kategorie 4. rocniku

Poradi nejlepsich resitelii

jméno sSkola >

Student Pilny MFF UK 200

1. Stanislav Vosolsobé G Jablonec n. Nisou 173

2. Anton Repko G Sv. Mikulasa, Presov 125

3. Bedrich Roskovec Masarykovo G, Plzen 103

4. Petr Vasko Masarykovo G, Plzen 79

5. Ivan Dimitrov 69

6. Zuzana Safernovd G Bilovec 57

7. Petr Housték G Pelhfimov 50

8. Roman Fiala VOS a SPSE Plzeti 48
Kategorie 3. rocniki

jméno skola >

Student Pilny MFF UK 200

1. Tomds$ Bednarik G Vsetin 136

2. Martin Konecny G Boskovice 122

3. Petr Bezmozek Dvordk SPS Jihlava 89

4. Miroslav Hruby BG Barvicova, Brno 88

5.—6. Monika Josiekovd G Cesky Tésin 82

Ales Podolnik G Kapitana Jarose, Brno 82

7. Libor Sachl G Terezy Novakové, Brno 74

8. Ondrej Bilka G Lesni ¢tvrt, Zlin 69

9. Peter Peresini G J. G. Tajovského, B. Bystrica 63

10. Marek Scholz G Neratovice 57

11. Martin Kostejn G a SPgS Liberec 56

12. Vojtéch Molda G Vsetin 53

13. Petra Mald G Moravsky Krumlov 49

14.-16. Jan Bedndr COP Hronov 48

Tomds Jirotka G Klatovy 48

Jenda Valdsek G Broumov 48
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Kategorie 2. rocniki

Poradi nejlepsich tesiteld

jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Pawvel Motloch G Petra Bezruce, Frydek-Mistek 171
2. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 128
3. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 85
4. Lukas Malina G Zborovska, Praha 69
5. Jana Przeczkovd G Komenského, Havifov 61
6. Ondrej Bogadr G Ludovita Sttra, Trenéin 57
7. Jana Lochmanovd G Chodovické, Praha 50
8. Radim Pechal SPSE Roznov p. Radhostém 44
9. Daniel Simsa G Josefa Jungmanna 41
10. Jakub Prouza COP Hronov 34
Kategorie 1. rocnikii
jméno skola 3
Student Pilny MFF UK 200
1. Zdenék Vais G Boskovice 67
2. Jan Valdsek G Zborovska, Praha 55
3. Katarina Rozvadskd G Ludovita Stara, Trenéin 48
4. Katarina Bazovd G Ludovita Sttra, Trendin 42
5. Tereza Fantovd G Benesov 38
6. Lucie Pospisilova G Matyéase Lercha, Brno 30
7. Zuzana Jungrovd G Blovice 26
8. Josef Miiller G Dr. Josefa Pekare, M. Boleslav 18

Ve vysledkovych listindch jsou pouze nejlepsi tesitelé. Kompletni vysledkové listiny véetné bo-
dovdni jednotlivych uloh jsou na nasich webovych strankdch.
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