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Mili resitelé!

vvvvv

pozvanku na Tyden s aplikovanou fyzikou (TSAF), ktery bude navazovat na nasi tradi¢ni
akci — Den s experimentalni fyzikou. Podrobnosti najdete nize. Doufame, ze se vam budou obé
akce libit a zZe se o tom pochlubite svym kamaradim :-).

Kromé toho pro vas samoziejmé pripravujeme jarni soustiedéni tentokrat na Vysociné,
konat se bude na konci dubna. Mate se opét na co tésit! Budeme vas zvat podle poradi po
treti sérii. Pokud mate méalo bodi nebo jste se do feSeni nasich uloh jesté nepustili, nemusite
hazet flintu do zita. Na podzimni soustifedéni se mtze dostat kazdy, staci se jen trochu snazit
a poslat nam teseni par dloh z této ¢i pristich sérii.

Prejeme vam, abyste mezi ilohami nasli takové, které se vam budou libit, a doufame, ze se
hned pustite do jejich reseni.

Honza Prachar

Den s experimentalni fyzikou

Jako kazdy rok i letos vas srdecné zveme na tradicni celodenni akci s ndzvem Den s experi-
mentalnit fyzikou (DSEF), kterou poradame prednostné pro fesitele FYKOSu samoziejmé bez
ohledu na vysledky v nasi soutézi a pripadné pro jejich pratele a pedagogicky doprovod. Do-
stanete jedinecnou prilezitost prohlédnout si nejrizné€jsi zarizeni, se kterymi fyzikové pracuji,
seznamit se s aktualni problematikou a nejnovéjSimi poznatky v experimentalni fyzice a také
poznat ucitele na Matematicko-fyzikalni fakulté, kteri jisté radi zodpovi jakékoliv vase dalsi
dotazy. DSEF se letos uskuteéni v pondéli 2. dubna 2007 a zaroven bude prvnim dnem
nové akce TSAF.

Aktualni DSEF se po dvouleté prestavce vrati v celém svém programu do aredlu MFF
v Tréji, domova FYKOSu, kde starsi acastnici navstivi jiz tradicné skolni reaktor Vrabec
a podivame se do zbrusu nového pavilénu nizkych teplot! Ostatni exkurze domluvime s ohledem
na vysledky posledni ankety, za jejiz vyplnéni a zaslani vam dékujeme. Proto sledujte web
http://fykos.mff.cuni.cz/cz/dsef, kde naleznete podrobne€jsi informace o programu DSEF,
o organizaci a zpusobu prihlaseni se na akci. Dale tam najdete seznam prihlasenych tcastniki,
se kterymi si muzete domluvit spolec¢nou cestu! Pokud by hrozilo, Zze byste cestovali sami,
muzete v pripadé volné kapacity prihlasit svého kamarada se zajmem o fyziku. Rovnéz se
DSEF bude moci zucastnit vas pedagogicky doprovod.
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Prihlasky

K prihlaseni prosime pouzivejte prednostné webovy formular, ktery bude zprovoznén na FY-
KOSich strankach http://fykos.mff.cuni.cz pravdépodobné v terminu 12.—24. biezna, a
pred jeho vyplnénim se dobre seznamte s pokyny! Ti, ktefi nemaji pristup na internet alespon
jednou tydné, mohou poprosit svého kamarada ¢i ucitele, aby vas prihlésil, pripadné si najit
vefejny internet v kavarné, v méstské knihovné ¢i na obecnim tufadu) nebo v krajnim pfipadé
nam mohou zaslat pozadované udaje jmeéeno, prigment, vék v dobé kondnt, zdjemci o reaktor
c¢islo OP, preferovanou skupinu ¢. 15 az 19 podle véku, resp. vasich znalosti a kontakt na sebe
nejlépe formou sms (tel. 723 781 754 — nevolat; diakritiku ve jménu nahradte vhodnymi znaky),
popripadé postou na adresu FYKOSu. VSem prihlasenym zasleme v tydnu pred akci podrobné
informace a omluvenku do skoly, coz zaroven poslouzi jako potvrzeni vasi ucasti. Web sledujte
prubézné a k tfeseni jakékoliv situace co nejdiive pouzijte e-mail dsef@fykos.mff.cuni.cz!

Uzavérka elektronickych prihlasek je v sobotu 24. bfezna 2007, pricemz papirové pri-
hlasky musi byt odeslany nejpozdéji v pondéli 19. 3. Netesitelé FYKOSu — zajemci o fyziku se
prihlasi po predchozim souhlasu organizatori a v pripadé volnych mist. S prihlaskami, prosime,
neotalejte, vyjednana kapacita DSEF, resp. jednotlivych skupin a laboratori je omezena!

Tyden s aplikovanou fyzikou (TSAF)

Po loniském uspésném zdjezdu do CERNu v letosnim roce tedy jako novinku poradame
nulty roc¢nik tradicni akce FYKOSu Tyden s aplikovanou fyzikou, jehoz naplni budou ponékud
roli hraje pravé fyzika. Letos se podivame do jaderné elektrarny v Dukovanech a do vodni
elektrarny v Dalesicich. Pravé domlouvame zajimavé exkurze v Astronomickém ustavu AV CR
v Ondfejoveé, nejen k prilezitosti Mezinarodniho heliofyzikalniho roku 2007.

Pavel Brom
dsef@fykos.mff.cuni.cz
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Zadani V. séerie

Termin odeslani: 19. brezna 2007

Uloha IV .1 ... nakupujeme mineralky

Urcité jste si v super(hyper)marketu vsimli, Ze plastova ldhev oblibeného napoje se pfi
rozjeti pohyblivého pasu pokladny zacne otacet a k pokladni ji casto musite postrcit az rukou.
Proc to tak je?

Zkuste analyzovat nasledujici modelovy pripad. Lahev je polozena na pas osou kolmo na
smeér pohybu pasu a ldhev i pas jsou v klidu. Nahle se pas rozjede konstantni rychlosti v =
= 10cm/s. Jakou vyslednou rychlosti se bude pohybovat ldhev? Nejdfive analyzujte, jak se
budou chovat rtizné idealizace — jako tieba tuhy valec. Pak si uvédomte, ze lahev je plna napoje,
ktery se nerad otaci. Pro jednoduchost uvazujte viskozitu napoje za nulovou, pak se zamyslete
nad tim, jak do hry vstoupi viskozita.

Uloha IV .2 ... Svestkové vino v ¢iné

V oblibené c¢inské restauraci na Vinohradech davaji kaz-
dému hostu k uctu jako pozornost svestkové vino. Napoj na-
lévaji do malych keramickych misticek s dvojitym dnem (viz
obr. 2). Horni dno je sklenéné a je pod nim vidét obrazek sedici
¢inanky (viz obr. 3). Po vypiti vina obrazek ¢inanky zmizi (viz
obr. 4). Podrobné vysvétlete, pro¢ se tak stane. Prazdna mis-
ticka s vypouklym sklenénym dnem je vyfocena na obrazku 1.

Barevné a kvalitnéjsi obrazky najdete na nasich webovych Obr. 1

strankach.
. . F F

-

Obr. 2 Obr. 3 Obr. 4

Uloha IV .3 ... dostavba Temelina

Odhadnéte tloustku vody potifebnou k odstinéni zafeni z jaderného reaktoru s vyko-
nem 980 MW v planovaném novém bloku JE Temelin. Z celkové energie uvolnéné pii stépeni
jddra uranu pripadne zhruba 82 % na kinetickou energii fragmenti, 6 % odnesou neutrina, po
6 % maji neutrony a gama fotony.

Ndpoveda. Pravdépodobnost, Ze castice projde materialem do hloubky d, je priblizné
rovna e °" kde n = N/V je hustota molekul materidlu (v nasem piipadé pocet molekul
vody v 1m?) a o je G¢inny priifez (cross section) pro absorpci ¢astice na molekule. U¢inny

3
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prifez ma rozmér plochy (Casto se uzivd jednotka barn = 100 fm2) a zavisi na energii castic.
Hodnoty uc¢innych priufezi se pokuste najit na internetu nebo v prislusnych tabulkéch.

Uloha IV .4 ... Kochova vlocka

Urcete moment setrvacnosti Kochovy vlocky zhotovené z homogenniho plechu vzhledem
k ose kolmé na jeji rovinu a prochazejici jejim stfedem. Uvazujte, ze vlocka ma hmotnost m
a priumeér a.

Kochova vlocka je Gtvar vznikly iterativnim lepenim vzdy ttrikrat mensich rovnostrannych
trojihelnikt na strany predchoziho ttvaru (viz obr. 5). Praimérem Kochovy vloc¢ky rozumime
vzdalenost vrcholt jejich protéjsich cipii.

Obr. 5. Prvni ¢tyti iterace pri vytvareni Kochovy vlocky.

Uloha IV .P ... mastny papir

Jisté jste se jiz setkali s tim, kdyz kapka oleje ukapla na papir. Z bilého papiru se razem
stal papir prisvitny. Vysvétlete, ¢im to je. Najdéte ve svém zivoté pripady, kdy se uplatnuje
stejny jev, avsak tfeba v uplné jiné situaci.

Uloha IV .E ... vytrete nam zrak

Zmérte, jak zavisi soucinitel smykového tfeni mezi dvéma vami vybranymi materialy na
velikosti stykové plochy a na hmotnosti smykajiciho se télesa. Nezapomeinte ndm napsat, s ¢im
a jak jste mérili.
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Reseni l. série

Uloha II.1 ... Ceiikova pila (3 body; primér 3,03; vesilo 37 studentii)

Cerikova pila se nachdzi na soutoku iek Vydry a Kremelné na Sumavé. Pojmenovana je
podle obchodnika s dievem Cerika Bubenicka, ktery zde pilu v 19. stoleti postavil. Na jejim
misté nyni stoji vodni elektrarna, ktera je stale v provozu a patii mezi technické pamatky:.

Vodni elektrarna vyuziva vyskovy rozdil hladin nad a pod turbinou 10 m, vykon elektrarny
je 96 kW . Voda je na turbinu pfivadéna vantroky®, které jsou Siroké 1m, a voda v nich sahé
do vysky 1,5m. P1i pozorovani proudici vody jsme odhadli, Ze uprostired vantrokii méa proud
vody rychlost 1 m-s~!. Odhadnéte, jaka je u¢innost elektrarny.

Vymyslel Honza Prachar, kdyZ byl na vyleté na Sumavé.

Oznacme rozdil hladin A~ = 10m, rozméry vantrokid: sitku a = 1m, hloubku b = 1,5m,
rychlost toku uprostied koryta v = 1m-s™ .

K urceni uc¢innosti elektrarny je treba znat celkovou energetickou bilanci, proto musime
stanovit maximalni vyuzitelnou energii, ktera turbinou projde za jednotku casu. Celkova ener-
gie je samoziejmé rovna souctu kinetické energie vody proudici vantroky a rozdilu potencialni

energie vody nad a pod turbinou. Proto plati

223 (s -3))

Jelikoz (v?) /2 < g(h — b/2), miizeme ¢len odpovidajici kinetické energii zanedbat. Zbyva urdit
hmotnostni pratok Q = Am/At = pab(v).

Pokud budeme vodu povazovat za idealni tekutinu? (coz ve skutec¢nosti neni viibec pravdal),
dostaneme pro prutok @ = gabv. Tomuto odpovida ptikon ptiblizné 150 kW a Géinnost (podil
vykonu a pfikonu) elektrarny pak je 65 %.

Pro proud vody je ve skutecnosti nutné pouzit model redlné tekutiny, u které dochazi vlivem
vazkosti k rtiznému rozlozeni pole rychlosti. Takové proudéni miize byt dale laminérni, nebo
turbulentni (p¥i vyssich rychlostech). Pro stfedni rychlost proudéni pfi pfechodu mezi témito
druhy proudéni plati u = vRe/d, kde Re je kritickd hodnota Reynoldsova ¢isla (pohybuje se
v rozmezi 1000 az 20000, pro nas pripad predpokladejme jeho hodnotu 2000), d je rozmér
potrubi (v nasem pfipadé hodnota v rozmezi a a b), a v je tzv. kinematickd viskozita, pro
vodu je to hodnota pfiblizné 10~ °m?.s™'. Snadno se tak muiZzeme presvédéit, ze proud vody
ve vantrocich je turbulentni, neb v > w.

Stfedni hodnotu rychlosti toku (v) pro turbulentni proudéni je velmi obtizné uréit (proto
se pouziva numerické modelovani). Pokud budeme pfedpokladat laminarni proudéni, dojdeme
k u¢innosti nad 100 %, coz je nesmysl.

1) Vantroky jsou drevéna stavba — koryto obdélnikového prutrezu, kterym je pfivadéna voda na
mlynské kolo.

2) Idealni tekutina je nestla¢itelnd a bez vnitiniho t¥eni — viskozity.
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Pokusime se spolehnout na tdaj z technickych tabulek, dle kterych priblizné plati v =
= 1,2(v). Po dosazeni za (v) vychéazi Géinnost kolem 80 %, coz odpovida u¢innosti dnesnich

vodnich elektraren. Miroslavy Hrubj

mirek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.2 ... drtivy dopad (4 body; primeér 3,00; vesilo 32 studenti)
Pokuste se najit libovolny vztah mezi rychlosti meteoroidu dané hmotnosti tésné pred
dopadem na povrch Zemé a polomérem vzniknuvsiho krateru.
Na problém narazil Honza Prachar pri psant textu Fyzikdlni olympiady.

Bézny meteoroid dopada na zemi miniméalné prvni kosmickou rych-
losti (8 km-s_l), ale spise rychlosti mnohem vétsi. Velikost meteoroidu
ma vliv na tvar krateru. Tento mozna lehce prekvapivy zavér lze vy-
svetlit, kdyz se zamyslime nad pomérem kinetické energie meteoroidu
a mnozstvim deformacni energie, kterou je povrch schopen ,absor-
bovat“. Kdyz je velikost dopadajiciho meteoroidu v mikrometrech az
milimetrech, krater vypada jako na obr. 6 a 7.

Na obrazku 6 byla dopadova rychlost ¢astice kolem 1km-s™*, na ob-
razku 7 byla dopadova rychlost ¢astice desitky kilometra za sekundu.
V obou pripadech se jedna o kov. V prvnim pfipadé pfi nizsi rychlosti '
doslo jenom k rozlaméni materidlu v misté dopadu. V druhém piipadé Obr. 6. Laboratorni
byl material v misté dopadu uplné roztaven, jako voda vySplichnul experiment
z mista dopadu a okamzité v meziplanetarnim prostoru ztuhnul.

Predpokladejme, Ze rychlost meteoroidu pti dopadu je kolem 40 ki-
lometrt za sekundu, ¢ili je zhruba stokrat vyssi nez vystrelena kulka.
Pri takto vysoké rychlosti se povrch Zemé v okoli dopadu okamzité
roztavi a Castecné vypari — chova se jako kapalina. Rychlost prenosu
energie je vyssi, nez je rychlost zvuku v prostredi. Samotny dopad se
pak podoba vice vybuchu nez deforma¢nimu pusobeni (viz bod 3 déle).
Proto se pti popisu chovani dopadu pouziva hydrodynamika, i kdyz
se na prvni pohled jedna o pevné télesa. Na uvedenych obrazcich je
ukazano, jak vypada krater v zavislosti na velikosti dopadajiciho me-
teoroidu.

Obr. 8. Mala dopadova Obr. 9. Velka dopadova Obr. 10. Velky meteoroid,
rychlost, pevny material, rychlost, vétsi rozmér spise uz asteroid; rychlost
maly rozmér meteoroidu. meteoroidu. mald, kolem 10km-s—*.

Ve vsech pripadech je prenos energie do okoli velice rychly. Plocha, pres kterou se prenasi
energie (napfiklad zvukové vlny, ochlazovani atd.), je velkd vzhledem k energii a hmotnosti.
Plocha totiz roste s r?, ale kinetick4 energie podle (1) roste s m ~ r?, tedy podstatné rych-
leji. Po vzniku malého krateru dojde ke ztuhnuti prakticky okamzité. U vétsich kratert trva
tuhnuti déle, a proto se v jejich stfedu objevuje maly vrcholek. Jeho piivod je stejny, jako kdyz

77

pustite kAmen do vody — po vodé se zac¢nou §itit viny. Jestlize roztavite zem, viny se po ni Siri

6
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a vytvaruji centralni vrcholek. Neroztaveny material je rozdrcen, chova se jako pisek — je to

také ,kapalina“.?

Kineticka energie dopadajiciho meteoroidu je

2

D r— %mv = (%T(T‘B) Q’UQ. (1)

Podivejme se, co se déje s touto energii. Pfejde na tfi jiné formy:

N~

1. energii tepelnou,
2. kinetickou energii okolni zemé,
3. elastickou energii (napt. deformace ¢i pnuti materialu).

Jiz jsme si fekli, ze pro velkd télesa miizeme bod 3 zanedbat. Energie se tedy méni v energii
tepelnou a v hybnost okolni zeminy. Tedy

Ekin - Etep + Ehyb . (2)
Tepelna energie je energie potfebna na roztaveni a zvysSeni teploty
Eiep = mCpATp + milp_x + Cx ATk (+ mik—c + CcAlg) ,

kde index P oznacuje pevnou fazi, K fazi kapalnou a G fazi plynnou, lp_k je mérné skupenské
teplo pri prechodu pevna faze—kapalina. Dopad muize ¢ast horniny doslova vypafrit. Hmotnost
kazdé slozky je jind — jiné mnozstvi se roztavi a jiné (vétsi) mnozstvi se jenom ohfeje na vyssi
teplotu. Stejny problém nés c¢eka i s hybnosti — ¢ast materialu je vymrsténa ven do volného
prostoru, cast je vimrsténa zpétné do materialu a dale ho mutze ohrat. Polomér vzniknuvsiho
krateru necht je R. Dle pozorovani nebude mit tento krater tvar polokoule, ale spise mélkého
doliku. Spodek krateru bude zality roztavenou horninou.

2R

| |
Qw_ritfné h. W vymr§ténd h.

roztavena h.

ohrata hornina

2R»

Obr. 11. Situace po dopadu meteoroidu na zem.

Jak velké mnozstvi m horniny je tedy vymrsténo a jaké ohfato? Vymrsténa bude hmota,
ktera je blizko povrchu. Jeji objem bude tedy v prvnim piiblizeni roven nR? - h ~ R, kde h =
= C-R je vyska povrchu, ktery je vymrstén (C je bezrozmérna konstanta). Vétsina vymrsténého

3) Na www adrese http://www.lpl.arizona.edu/ gareth/impact/research/collapse/figs/
/crater_anim_ring.gif najdete animovanou ukdzku hydrokédu (Simple Arbitrary Lagrangian-Euleri-
an Hydrodynamic Computer Code), ktery pfedpovida chovani zemé po dopadu meteoroidu.
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materidlu je z tésného okoli dopadu. Napiiklad kdybychom tento utvar aproximovali kuzelem,
dostaneme C' = 1/3.

Roztavenou a rozdrcenou horninu aproximujme polokouli. Jeji objem je %ﬁR?. Po vychlad-
nuti hornina ztuhne uvniti krateru, pevné dno se tak zvysi. Hornina, ktera byla jenom ohtata,
muze byt aproximovana kulovym mezivrstvim, jehoz objem je %ﬁ(R% — R3}) ~ R,

Vidime, Ze jak Eiep, tak Fnyp, zévisi na R?. Pak (dle (2) a (1))

2 3 2/3 . 0,667
%mv ~ R = R~ 0?3 =067

Praktické experimenty s mensimi kratery (ve smyslu do rozméra kilometril) ukazuji, zZe
zévislost R ~ v%¢+0:7,

Neékteri z vas se odkazovali na webové stranky. Za zminku stoji napriklad stranka
http://www.lpl.arizona.edu/impacteffects/. Je na ni k dispozici modul umoznujici vypo-
¢ist z rychlosti, velikosti meteoroidu a mnoho dalsich tdajt napriklad priamér krateru nebo
silu zemétieseni, které je dopadem vyvolano. Model, podle kterého modul pocita, je popsan
v dokumentu http://www.lpl.arizona.edu/ "marcus/CollinsEtA12005.pdf. Domnivam se,
ze to neni moc zdarily model: napriklad pro bod rozpadu télesa v atmosfére pouziva vzorec,
kde vyska rozpadu meteoroidu nezavisi na jeho velikosti. Pro primér krateru udava vzorec

D =145 (&) L0804 =022 G5 gy
Ot

kde p; je hustota dopadajiciho télesa, o: hustota zemé, L velikost meteoroidu, v dopadova
rychlost, g gravitacni zrychleni a 99 thel dopadu. Model délali geofyzici a je to znat. Napfti-
klad zavislost na thlu dopadu je u realnych kratertt mensi a spiSe zavisi na materialu, do
kterého meteoroid narazi. Pozorovani krateri na Zemi ukazuji, ze vétSina z nich je prakticky
kruhova. Podle tohoto modelu by méla byt velka cast kratert eliptickych, coz se nepozoruje.
Model zjevné neuvazuje explozi. Zavislost D ~ v%** je vzhledem k experimentalnim datéim

nevérohodné. Pavol Habuda

bzuco@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.3 ... osvétleni stolu (4 body; primér 2,21; vesilo 19 studentii)
Navrhnéte rozmisténi zarivek na stropé pracovny, ktery je ve vysce 3 m nad deskou stolu
tak, aby intenzita osvétleni na plose stolu nekolisala vic nez o 0,1 %.
Uloha napadla Honzu Prachave pri ¢teni Feynmanovijch predndsek z fyziky.

Nejprve je treba uvést, jak zadana situace vypada. Za-
dani dlohy si zjednodusime tak, ze budeme predpokladat
strop jako nekonecné velkou rovinu rovnomérné posetou ne-
konec¢né dlouhymi zarivymi trubicemi zanedbatelného pri-
méru, navzajem rovnobéznymi, pricemz kazdé dvé sousedni
jsou ve vzdalenosti b od sebe.

Budeme-li znacit I svitivost jednotlivého (bodového)
zdroje, pak pro osvétleni plochy miizeme psat

T

v /S

7

Obr. 12. Ekvipotencialy
I elektrického pole nabitych

En= (e -n), pfimgch vodi.



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XX ¢islo 4/7

kde e, je jednotkovy vektor smétrujici od zdroje a n je normalovy vektor orientované plochy.
Jejich skalarni sou¢in nam tedy zajisti faktor cos v, kde ¥ je tihel dopadu.

Nyni prijde na fadu hlavni trik celého feSeni. Osvétleni F,, odpovidad normalové slozce
intenzity elektrického pole vytvoreného bodovym nabojem velikosti 4wegl. Toho vyuzijeme
a prevedeme nas problém na elektrostatickou tlohu. Misto zarivek si predstavime nekonecné
mnoho prfimych nabitych vodi¢t a budeme pocitat intenzitu elektrického pole této site.

Budeme-li zkoumat vzniklé elektrické pole v dostatecné vzdalenosti, pozname, ze je velmi
dobfe homogenni. S priblizovanim se k mfizce se vSak bude tato vlastnost postupné vytracet.
Ekvipotencialni plochy budou jiz ponékud zvinéné a to je véc, kterd nas pro tuto chvili bude
zajimat. Budeme zkoumat amplitudu téchto sinusovych vin.

Zavedeme souradnicovy systém, a to tak, ze osa y bude rovnobézna s vodici lezicimi v ro-
viné zy a osa z bude na tuto rovinu kolma. Vyuzijeme znalosti obecného tvaru rovnice pro
kmitani a zkusime ji upravit do nasledujici formule pro elektrostaticky potencial

ple,y) = 3 Falz) cos 5T 3)

n=0

kde n je fad harmonické funkce a F,(z) je amplituda n-té harmonické slozky potencidlu ve
vzdalenosti z. Diky tomu, ze jsme predpokladali nekonecné dlouhé draty, neméla by se zavislost
na y projevit viibec. Nulty ¢len sumy (n = 0) z nasich Gvah déle vypustime, nebot se jedna
o konstantni hodnotu (ta vlastné urcuje intenzitu osvétleni), kdezto nas zajimaji oscilace.

Ma34-li jit o platny potencial, musi v oblasti pod draty (kde nejsou zadné néboje) vyhovovat
Laplaceové rovnici

p o 0
or2 = 022
Kdyz do této rovnice dosadime vyraz (3), dostaneme pro kazdy s¢itanec
4m*n? 2 d’°F, 2
- ﬁbzn F,(z) cos ﬁbna: + 2 °°8 ﬁgzx =0, (4)

tedy F,(z) musi spliiovat rovnici

d2Fn 4 2 2
_ 4r°n F
dz? b2
Reseni této diferencialni rovnice je
Fn — Ane_Z/ZO ’ (5)

kde zo = b/2mn.

Nyni jiz vime, zZe existuje nenulovd amplituda pole s n-tou harmonickou a s rostouci vzdale-
nosti od stropu se bude amplituda kazdé harmonické zmensovat exponencialné. V nasi aproxi-
maci bude nadéle postacovat pracovat pouze s prvni harmonickou (n = 1), nebot pron =1 je
ten pokles jisté nejmensi. Pripadné zpresnéni vypoctu mizeme prenechat ¢tenari jako cviceni;
vzdyt se jedna o pouhy soucet pfislusnych ¢lent.

Vztah (5) je klicovy pro fesSeni nasi tlohy. Jestlize intenzita osvétleni nesmi kolisat o vice
nez 0,1 %, znamen4 to, Ze hleddme takové b mezni, ze vyraz

e~ 2#/% < 1/1000



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XX ¢islo 4/7

jesté plati.
Prostym zlogaritmovanim ziskame vysledek

21nz
~ log 1000 '

Ciselné vychézeji pro z = 3 m maximalni rozestupy mezi zafivkami 2,7 m.

Zvolime-li napriklad tuto vzdalenost rovnu trem c¢tvrtindm vysky nad stolem, bude ex-
ponencialni soucinitel 1/4000. A tedy pro presnost osvétleni na tisicinu dostavame koeficient
bezpecnosti 4. Je az prekvapujici, jak velké rozestupy staci k tak rovnomérnému osvétleni.

Béhem opravovani dorucenych feseni mé zejména zarazil fakt, ze mnozi z vas neporozumeéli
slovu zarivka a misto toho, aby pocitali s dlouhou svitici tyci, operovali ve svych fesenich se
sviticimi body — zarovkami. Pokud jde o zpiisob feSeni, tak bez vyjimky vsSichni se snazili
pocitat pomeér mezi intenzitou osvétleni v misté mezi dvéma sousednimi zarivkami a primo
pod jednou ze zarivek. Tento pristup je pochopitelné také spravny, ale protoze vétsinu z vas
napadl, zvolil jsem pro ukazku postup s vyuzitim triku o elektrickém poli.

Tomas Jirotka
byrot@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.4 ... jak je daleko Slunce? (4 body; primeér 2,9/4; vesilo 17 studenti)

Na vas je, abyste tak jako Edmond Halley vymysleli, jak lze z méreni prechodu Venuse
urcit vzdalenost Zemé od Slunce. Samoziejmé neznate jina nez tehdejsi data: polomér Zemé
a dobu obéhu Zemé a Venuse kolem Slunce z astronomickych pozorovani.

Uloha napadla Honzu Prachare pii ¢teni knizky Strucénd historie témér vieho.

Métenim vzdalenosti Zemé od Slunce se lidé zabyvali jiz ve starovéku, nicméné ne s velkym
uspéchem. Venuse si lidé vsimli davno, nékteré narody z ni udélaly bozstvo, ale pozdéji pro-
hlédly, az nakonec Edmond Halley zverejnil svij slavny clanek Nowva metoda urceni slunecni
paralazy aneb vzddlenosti Zemé od Slunce (jeho anglicky pieklad najdete napft. zde4). Pred
jeho vydanim se o zméfeni astronomické jednotky pokouseli napt. Jan Kepler nebo Tycho
Brahe, ale nepresné. Jak Halley pise, k vyuziti pfrechodu Venuse jej inspiroval podobny tkaz —
prechod Merkuru — ktery pozoroval na observatori na ostrové sv. Heleny. Ovéreni své teorie
se ale nedockal, protoze kvili mirné naklonéné roviné obéhu Venuse okolo Slunce nastavaji
prechody vzdy v parech po asi 120 letech. My jsme prechod mohli vidét v ¢ervnu roku 2004,
nejblizsi dalsi bude za 6 let a ten nésledujici az v roce 2117.

Vzhledem k tomu, ze vSechny uhly jsou velmi malé a vzdalenosti ocekavame velmi velké,
vyuzijeme aproximace tgp =~ ¢ a také, ze pomér namétenych thlovych veli¢in je shodny
s pomeérem skutecnych délkovych velic¢in.

Pokud jsou oba pozorovatelé na stejném poledniku vzdaleni o h (h by mélo byt kolmé
na spojnici Zemé—Slunce), tvoii pak s Venusi trojuhelnik podobny s trojuhelnikem vzniklym
spojenim dvou prumétt Venuse na Slunce a Venusi samotnou (viz obrazek 13). Zanedbame-li
to, ze VenusSe nemusi lezet primo na spojnici stfedi Slunce a Zemé, mtzeme urcit koeficient
podobnosti k z tretiho Keplerova zakona

Ry T (T,
Ry T A\ |

http://sunearth.gsfc.nasa.gov/eclipse/transit/HalleyParallax.html

4)
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Obr. 13. Pozorovani prechodu Venuse pres Slunce ze Zemé.

Pokud tedy zname vzdalenost h, dokdzeme vypocitat i vzdalenost dvou primétti Venuse na
Slunce, kterou oznac¢ime d. Z naméreného poméru € mezi thlovou velikosti Slunce ¢g a ihlovou
vzdalenosti stop Venuse ¢4 potom spocitame skutecnou velikost Slunce.

h
2rs:d-€:E-€.

Pokud méfime vzdalenost Slunce od Zemé pomoci paralaxy, pouzijeme vztahu

s ~ 27“3

RZ = ~ ;
tg(vs/2) s

dosadime za polomér Slunce a mame vysledny vztah

he
RZ—%.

Zbyva uz jen z méreni prechodu Venuse vyhodnotit pomér €.

Jednodussi metoda vyuzivad porovnani dvou zakreslenych drah. Oba pozorovatelé se do-
hodnou na tom, ze si zvoli referen¢ni slune¢ni disk o poloméru 7. Behem pozorovani na néj
zaznamenaji postupné celou trajektorii prechazejici Venuse. Potom se sejdou a zjisti, ze jsou
jejich vysledky posunuté o dyer. Hledany pomér tedy bude € = 2ryef /dres-

Druhou metodou je méreni doby prechodu Venuse pres slunecni
disk, coz navrhoval i Edmond Halley. Vyuzijeme toho, ze pro malé
paralaxy blizko spojnice Slunce a Zemé, konkrétné pro paralaxy ¢g

a @q plati
ps _ 2rs

pa d TS 2y
Velikost d dokazeme urcit z bliz§iho pohledu na situaci. Obé tra- \ / d /
jektorie vytinaji na slunec¢nim disku usecky, které jsou rovnobézné e
a posunuté o d (viz obr. 14). Z Pythagorovy véty uréime d

Obr. 14. K vypoctu
d = \/ 2 \/r,, vzdalenosti d.
= 2 ,

11
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kde 2x je délka kratsi a 2y délka delsi tsecky. Jaky je pomér mezi d a rs?

2 2
€ 2rs 2 TS 2 g

Zaméfme se nyni na poméry z/rg, resp. y/rs. Muzeme je nahradit za ¢ /s, resp. ¢, /es.
Uvazme, ze oba pozorovatelé vidi Venusi obihat kolem Zemé tihlovou rychlosti w. Jeji okamzi-
tou hodnotu vypocitame jako soucet thlové rychlosti zdanlivého ob&hu Slunce (ws) a uhlové
rychlosti obéhu Venuse (wv).

V7 vv — Uz
Ww=ws t+twy =—o5-+

Rz Rz — Rv’

Upravenim dostaneme (™' =1 — (T\%/TZQ)US)

w:2ﬂ.(n—1)<%—Tiz).

Pak tedy dosazenim vsech vztahti vyjde hledané e

1_1 [ <wAt1)2_ L (wAt2)2
e 2 Vs 2 ¥s '
Casy Ati1, Atz jsou naméfené tdaje navrzené Edmondem Halleyem (viz obr. 13).
Meéreni vzdalenosti mezi pozorovateli na jednom poledniku je docela jednoduché, pokud
neuvazujeme sklopeni zemské osy. Potom musime prejit ke korekcim, které nam umozni ziskat

ptresnou hodnotu. Vice o nich najdete naptiklad zde®.
Popsanym zptisobem vSak nelze namérit hodnotu astronomické jednotky presné. Pokud

-----

den — tzv. black drop effect. Priblizuje-li se Venuse okraji slunecniho disku, ve chvili tésné pred
dotykem se jeji okraj a okraj Slunce sliji to atvaru, ktery pripomina c¢ernou kapku. Pivodné
to bylo brano jako dusledek chovani Venusiny atmosféry (a také jako dukaz jeji prfitomnosti),
nicméné dnes vime, Ze za tento jev muzou turbulence v atmosfére Zemé. Proto také z méreni
v roce 1761 vyplynula hodnota 153 - 10° km. Vice k efektu najdete naptiklad na Wikipedii®.

Ve vasich fesenich jste vétsinou vyuzivali srovnavaci metodu, dobé prechodu jste se radsi
vyhybali, stejné jako presnéjsimu odhadu vzdalenosti mezi pozorovateli. Bohuzel jsem se také
nedockal ciselnych vysledkid — ale sam jej také neuvedu, protoze jediny masové pozorovany
prechod se uskutecnil 8. 6. 2004 a nejsou z néj vhodné tdaje. Vétsina pozorovani se uskutecnila
v Evropé, nejsou tedy dvé dostatecné vzdalena mista (pro metodu vyuzivajici doby pfechodu)
a rekonstruovat zadznamy trajektorii je ¢asové naroc¢né. Nicméné pokud by to ne€koho z vas
zajimalo, mtize navstivit stranky NASA” a dostat se az k naméfenym tdajim pro evropska
meésta. Pokud byste se chtéli dozvédét o presném postupu podle Edmonda Halleye, doporucuji

5) http://eclipse.astroinfo.org/transit/venus/project2004/pub/
/Blatter.etal.eng.200306.pdf

6)
7)

http://en.wikipedia.org/wiki/Black _drop_effect
http://sunearth.gsfc.nasa.gov/eclipse/transit/
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pfimo jeho ¢lanek nebo praci F. Mignarda®, kde jsou rozvedeny vSechny podrobnosti.

Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.P ... tFepani ¢ajem (5 bodi; primeér 3,52; vesilo 33 studentii)
Vysvétlete, pro¢ kdyz zatfepeme sypanym cajem v plechovce, ziistanou vétsi kousky listkii
spise nahoie nez dole. Reseni miiZete obohatit vlastnim pozorovanim.
S ulohou prisel Petr Sykora.

Jev popisovany v této tiloze neni v zasadé nic jiného nez tzv. ,Brazil Nut Problem®. Tro-
chu neprijemné je, ze dodneska se védeckd obec neshodne na popisu procesi, které tento jev
zpusobuji. V zavislosti na vlastnostech jednotlivych c¢astic, tvaru nadoby, amplitudé, sméru
a frekvenci tfeseni se podstatné méni pozorovany jev, lze dokonce docilit reverzniho jevu, tedy
ze velké Castice se shromazduji na dné.

Nicméné v prvnim piiblizeni lze uvazovat tii rtizné procesy, které mohou zptsobit tento
jev. Prvnim kandidatem je pouhé vyplinovani mezer pod vétsimi ¢asticemi témi mensimi. Tento
kandidat se uplatnuje predevsim pri malych frekvencich, kdy se veskera kineticka energie castic
staci mezi jednotlivymi otresy disipovat. ,,Kdyz drkneme do krabicky, castice caje nadskoci.
Kdyz se vraceji vlivem gravitace doli, je pravdépodobnéjsi, ze ty mensi projdou mezerami mezi
ostatnimi ¢asticemi, a tudiz ve vysledku se shromazduji dole.“

Pokud zvysSujeme frekvenci a amplitudu tieseni, za¢ne se casem smés chovat podobné jako
tekutina, a zacne tedy platit jakasi obdoba Archimédova zakona, diky které se mohou vétsi
castice dostavat nahoru, nebo dolt.

Také se mohou pfi vhodnych podminkach v nasi smési objevit konvekéni proudy, které
se v zasadé mohou utvorit ve dvou smérech. Budto se uprostfed nadoby pohybuji ¢astice
smérem dolt a u stén naddoby smérem nahoru, anebo naopak uprostied nadoby nahoru a u stén
dolti. Vzhledem k tomu, ze uprostred ,tece jeden velky proud“, zatimco pii okrajich ,tece
spousta malych“, maji vétsi c¢astice mensi Sanci procestovat podél okraji nadoby, zatimco
sttedem nadoby projdou vcelku jednoduse. Tak se stane, ze pokud uprostied nadoby sméruje
konvekéni proud nahoru (resp. doli), vétsi ¢astice se budou shromazdovat nahofe (resp. dole).
Urcit, jakym smérem budou konvekéni proudy téct, je velmi obtizné, v praxi se k rozhodnuti

pouzivaji numerické simulace ¢i experimenty. p ,
etr Sykora

petr@fykos.mff.cuni.cz

8) http://www.astro.uni.wroc.pl/vt-2004/inne_strony www/Mignard_eng.pdf
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Uloha I1.E ... viny na vodé& (8 bodi; primér 3,92; vesilo 13 studentii)

Na zakladé rozmérové analyzy najdéte vztah pro rychlost vin na vodé. Teoreticky vztah
ovérte a najdéte neznamé konstanty z méreni rychlosti vin v zavislosti na jejich vinové délce.
Uvedomte si, ze existuji dva typy vin — jedny jsou zpitisobené gravitaci Zemé a druhé povrcho-
vym napétim.

Uloha napadla Honzu Prachate pii ¢teni Feynmanouvych predndsek z fyziky.

Jednoho krasného vecera si nejmenovany fesitel tzasného FYKOSu vzpomnél, ze se blizi
termin odevzdani druhé série a on musi najit vztah pro rychlost vin v na vodé. Zajel si tedy
k rybnicku o celkové hmotnosti M. Mésicek o hmotnosti m si jen tak svitil, vinky na rybnicku
o plose S se jen tak prohanély a voda o hustoté p si v ném jen tak zblunkotala. A protoze
zlata rybka v tuhle pozdni noc¢ni hodinu jiz tuze chrapala na dné v hloubce [, musel si TesSitel
FYKOSak pomoci se svym problémem uplné sam.

Po chvili premysleni dosel k témto vztahtim:

Vg = A\/g, (6)

vy = Av/g(A + konst) , (7)
vg = A\/g_k, (8)

vy = A\/g)\tgh (2TT‘Z> . 9)

Tusite, které mohou vystihovat realnou situaci? Vite, co maji spolecného?
A jak to vypada s presnym feSenim?

Teorie

VInéni na vodé je tizasné komplikovany proces, kterého se ztc¢astiiuje odhadem 10** molekul
(to odpovida ptiblizné viné tsunami). Myslite, Ze bude jednoduché dospét k presnému feseni?
Asi ne, a proto si pomtzeme jinak.

Voda je nestlacitelna, a proto rozhodné neni mozny pohyb molekul vody v rdmci jakéhosi
sloupce vody na jednom misté nahoru a dolt. Kam by se v takovém pripadé ztracela voda?
Pravé naopak, castecky vody se pri idedlnim harmonickém vlnéni pohybuji po trajektoriich
tvaru kruznice [1]. Tenhle pohyb je ale nerovnomérny, a to znamena pusobici silu. Tou je
tihové zrychleni g, které by mélo v hledaném vztahu vystupovat.

Jaké veliciny mohou byt podstatné?

Poloha Mésice nebo jeho hmotnost jsou evidentné $ilenosti (kdyz tak jsou zahrnuté v gravi-
tac¢nim zrychleni). Dalsi astronomicka télesa asi téz nebudou podstatna. Ale co takhle hustota
vody? Cim hustsi je kapalina, tim vétsi je na ni ptisobici tiha. Jenomze pozor, setrvaéna sila je
také veétsi tolikrat! Z toho intuitivné vychéazi, ze rychlost vin nebude zaviset na hustoté vody.
Je to obdobné, jako kdyz rychlost padajiciho télesa nezavisi na jeho hustoté.

Zavisi rychlost vln na vysce vin? Nebo na hloubce vody? Predstavte si, ze by nas resSitel
vidél na rybnicku vlny o vysce dvou metri, jenomze ten rybnicek by byl skutecné malinky
o hloubce deseti centimetri. Nebylo by to divné? Jista zavislost, kterd tomuhle zabrani, tedy
musi existovat. Jenze my budeme predpokladat, ze nas rybnicek je skutecné velmi hluboky
a tyto vlivy zanedbame. Z rozumnych vlivi ztustava tedy jenom vlnova délka a gravitac¢ni
zrychleni.

14
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Zkombinujeme tedy gravita¢ni zrychleni s vinovou délkou. Jednim z rozumnych (ne vsak
jedinym) vztaht tak bude (8).

Na povrchu vody ale existuje jesté jedna sila. Pokud nékde nadzvedneme povrch kapaliny,
zvétsime tim jeji povrch, a tedy povrchovou energii kapaliny. Ta se bude snazit povrch zmensit,
tedy na misté€, kde byla voda zdvizen4, se snazi ustanovit rovnou hladinu. Voda ma vsak né€jakou
pohybovou energii ziskanou pfi navraceni do rovnovazné polohy, kterou odevzda sousedni vode,
aby mohla stoupnout a zvysit svou povrchovou energii, a tak dal. Takhle miize na vodeé existovat
jesté druhy typ vlnéni, zptisobeny povrchovym napétim. Neni tézké uhadnout, ze rychlost viny
bude v tomto pFipadé zaviset na povrchovém napéti o. Ted pouzijeme obdobné argumenty jako
vysSe u gravitacnich vin. Predpokladame, ze rychlost zavisi také na vlnové délce a specialné
tady také na hustoté, protoze hustsi kapalina se hybe pomaleji (tentokrat uz sila neni timérna
hustoté). Po chvili zkouSeni zjistime, Ze rozumnou kombinaci se spravnym rozmérem je

vo = B é%. (10)

To, co jsme pravé docetli, nebylo nic jiného nez navod, jak provadét rozmeérovou analyzu.
Podstatné je uvédomit si, jaké veliciny jsou podstatné. Je také ziejmé, jaka tiskali tahle metoda
prinasi. Stale nevime nic o parametrech A a B. Nevime nic o tom, kdy nase vzorecky mohou
platit, a hlavné netusime, zda jsou viibec spravné. Tohle miize tedy rozresit jenom experiment.

Experiment

Mame poradné hlubokou a rozlehlou vodni nadrz. Vytvorime v ni poradné silnou sérii
pravidelnych vln, které budeme sledovat. Zjistime, kolik vln vznikne v jisté délce, a tim urcime
jejich vinovou délku. Rychlost vin zjistime zmérenim casu potfebného k tomu, aby celo viny
projelo jistou drahu. Experiment nezapomeneme zopakovat pro rtzné vlnové délky, protoze
jenom tak muzeme zkoumat jakoukoliv zavislost na vinové délce.

Jenomze nahle procitneme ze sna a zjistime, ze jedinou vodni plochou v nasem dohledu je
vana. A mame problém, protoze vsechno, co jsme odvodili, bylo vSak platné jenom pro velikou
hloubku. Nezbude nic jiného, nez napustit vanu.

Po prvnich pokusech vytvorit pravidelné vinéni si ale vzpomeneme na to, co vidi experi-
mentélni fyzik, a zjistujeme, Ze i v tomhle bodé jsme se poradné piepocitali. Co tedy s tim?

VlInéni jednoduse nezakazeme interferovat, a tak nezbyva, nez opét priviit obé oci a pokusit
se zmérit, co se da. Pii méreni a vyhodnoceni téchto meéreni vSak jiz nase oc¢i budou opét
oteviené a my nezapomeneme na chybu méreni!

K témto hodnotam se dopracovali nékteri z resiteld a opravovatelii:

Tabulka uvadi experimentalni hodnoty konstant ze vztahu (8) a (10).

Experimentéator | Konstanta ze vztahu (8) | Konstanta ze vztahu (10)
Jan Jelinek A =0,40 £ 0,06 B=4+3
Lukas Malina A =0,40£0,03 B=25+0,5
Jakub Benda A=0,314+0,01
Petr Vanya A=0,33£+0,01
Jano Lalinsky A =0,31+0,02 B=12,1+5,9

Stfedni hodnota a smérodatna odchylka nasich méreni vychézeji
A=0,314+0,02, B=121+59.
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Tyto hodnoty jesté poopravime o odhadnuté chyby
A=0,314+0,05, B=12+8.

Nasledné je porovname s teoretickymi hodnotami

A= 21 = 0,40, B =+v2n =25.
0

A konstatujeme, ze jsme v podstaté uspéli. Protoze hodnoty uvedené v [1] se pomérné dobie
blizi k nasim naméfenym hodnotam. Druhou zalezitosti je také presnost méreni. V pripadé
gravitacnich viln to jesté ujde, ale protoze povrchové viny jsou kratsi, je presnost mnohem
mensi a méreni ma spisSe orientacni charakter.

Mimochodem, nasi situaci nejlépe vystihuje vzorec (9), jak se dozvite z [2].

Zaver

A na zavér jiz jenom Cisté fecnicka otazka: ,Resitelé, ktefi znali teoretické hodnoty kon-
stant A a B, se jim pfiblizili méfenim vice nez ti, kteti jejich hodnoty neznali. Pro¢?*
Literatura
[1] Feynman, R., P., Leighton, R., B., Sands, M.: Feynmanovy prednasky z fyziky I. Fragment
2000, strana 695.

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Ocean_surface_wave
[3] http://www.kettering.edu/~drussell/Demos/waves/wavemotion.html
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Uloha I1.S ... éastice se spinem 1/2 (6 bodi; primér 5,25; resilo 16 studentii)

Céstice se spinem 1/2 (napt. elektron) se miiZe nachdzet ve dvou stavech projekce spinu
na osu z. Bud spin mifi nahoru, pak se nachazi ve stavu |1), ¢i dolu, to je ve stavu |]).
Tyto dva stavy tvori bazi dvoudimensionalniho Hilbertova prostoru popisujici pravé castici se
spinem 1/2.

a) Napiste, jak vypada operator identity na tomto prostoru v feci vektori |T) a ||).

b) Najdéte vlastni vektory a vlastni ¢isla matic Si, Sz a Ss.

¢) Méte zadany operatory S, a S_ ve tvaru S, = |1)(]|, S_ = ||){1]. Najdéte jejich vyjadreni
v bazi vektorii |T) a ||) a urcete, jak piisobi na obecny vektor |1) = a|l) +b||). Jak vypadaji
vlastni vektory téchto operatori a jaka jsou vlastni cisla?

d) Definujme vektory

|®) = y+1)) o) = )—10) -

1 1
E(H E(IT

Ukazte, ze tyto vektory tvori bazi na nasem Hilbertové prostoru, a najdéte vztah mezi
koeficienty a, b v rozkladu |1) do piivodni baze a koeficienty ¢, d v rozkladu |¢) = c|®)+d|®)
do nové baze.
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e) Napiste tvar operatori spinu gl, S, a S3 v bdzi vektort |®) a |®). Urcete jejich vlastni
c¢isla a vektory.
Zadal autor serialu Jarda Trnka.

a) Vime, ze vektory |T) a |]) tvori na nasem dvoudimenzionalnim Hilbertové prostoru bézi,
operator identity bude mit tedy podobu

=11+ [

V této bazi bude mit tento operator samoziejmé podobu jednotkové matice.
b) Ukolem je nalezeni vlastnich vektort a vlastnich ¢isel spinovych matic Sy, tj. Fesit rovnice

a a
(1))
VyresSenim téchto algebraickych rovnic dostaneme normované vlastni vektory
1 /1 1 1
=1/2) = — =-1/2) = —
scme (1), masme (1),
1 /1 1 1
’527>‘_1/2>_E<1)7 |827)‘__1/2>_E(_1>7
1 0
sa=12=(g) =10, Isa=-12=(7)=w.

Symbol )\ samoziejmé znaci prislusné vlastni cislo. Vidime, ze pro vSechny matice jsou
tato vlastni ¢isla pouze +1/2. To odrazi fakt, ze pfi méfeni spinu v libovolném sméru
muzeme vzdy dostat jako vysledek pouze tyto dvé hodnoty a nic jiného. Zkratka bud spin
mifi nahoru, nebo dold. Castéji znacime vlastni é&islo stejné jako operator, tedy napiiklad

S5 = 1/2) = [1).

c) Maticové vyjadieni operatortu S, a S_ v bazi vektort |1) a ||) najdeme z definice

= )= )=(50)
o )= )= (7 o)

Na obecny vektor [¢)) = a|T) + b|]) ptsobi takto
Sele)y =N =01, S-|) = [1)(T[) = all).

115+
LS+]L
M8-11
S

118411
HS+IT
1811
LS-11

(T
Ty
(T
iy

ey
Ly
T
T

17
T
T
I

W
W
T
T

)
)
)
)

o~ o~~~
~ ~ ~— ~—
o~ o~~~
~ ~ ~— ~—
o~ o~~~
o~ o~ o~
~ ~ ~— ~—
o~ o~~~

Vidime tedy, Ze operator .§+ ¢len a|T) uplné ,zahazuje“, naopak ¢len b||) jaksi ,povysi“
na b|7). Opravdu tento operator zvysuje tfeti komponentu spinu o jednotku, tj. ||) = |S3 =
= —1/2) zvedne na |1) = |S3 = 1/2). Vektor |1) ale uz nema kam zvedat, takze ho vynuluje.

Operator S_ se chova presné opacné, tj. snizuje kvantové cislo prislusejici §3 o jed-
notku — méni |T) na |]), vektor ||) v8ak uz nemé na co zmeénit, tak ho vynuluje. Operatory

17
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§+ aS_ proto nazyvame posunovaci operatory. Tento koncept je obecny a plati pro stav
s libovolnym spinem®, nap¥. pro &astici se spinem 2 by platilo

Si|Ss=1)=|83=2), S_[S3=0)=|%5=—1) apod.

Vektory odpovidajici maximalni, resp. minimalni hodnoté kvantového cisla Sg se samo-
zFejmé pusobenim S+, resp. S_ nuluji, tj. S+|Sg = 2) = S_ |S3 = —2) = 0. Vratme se
k nasemu prikladu.

Stejny vysledek pisobeni posunovacich operatorid bychom dostali vynasobenim naleze-
nych matic a obecného vektoru

0 1 a\ (b 0 0 a\ (0
0 0)\b/) \0/’ 1 0)\b) \a)°
Je dobré si uvédomit, Ze oba postupy (maticovy a operatorovy) jsou naprosto ekvivalentni.

Nalezeni vlastnich vektortu a vlastnich ¢isel téchto operatori (matic) je tloha velmi
trivialni, nicméné dava pozoruhodné vysledky

sea=0= (o) = Isa=0=(7) =

Ke kazdému z operatori existuje pouze jeden vlastni vektor, ten druhy by byl identicky
nulovy!!. Jediny vlastni vektor a nulové vlastni ¢islo jsou signaly toho, Ze ani jeden z téchto
operatori nepredstavuje pozorovatelnou velic¢inu.

d) Dva vektory tvori na Hilbertové prostoru bazi, pokud jsou na sebe kolmé. To pro |®) a |®)
splnéno je.

10

(®[O) = 3 ((T11) = (L) + (L) = (T|1) =

Ve staré bazi ma obecny vektor rozklad |¢) = a|T) + b||). Do néj chytfe vlozime identitu
ve tvaru I = |®)(®| 4+ |©)(®]|. Potom dostaneme

) = a (|} (@] +[0)(O) 1) + b (@) (] +[0){]) 1)
= (a(@1) + b(@[1) [®) + (a(OI1) + 6(e[1) [©) .

Skalarni souciny vektort staré a nové baze maji hodnoty

@[ = @l) =N =—7, ©[l) =-

Nl
-

Po dosazeni vyjde

a-+b a—b a-+b a—2>b

\/§|®>+\/_|®> = c:\/i, d= NG

Dokonce se netyka pouze spinu, ale libovolné pozorovatelné.

) =

9)

10)  Pro matematictéji zalozené ¢tenare mohu doplnit, Ze algebra operatort je homomorfni s grupou

regularnich matic GL(n), tj. kazdy operator 1ze vyjadrit jako matici.
1) Tomu by pak odpovidalo libovolné vlastni ¢islo, ale mluvit o ném u nulového vektoru postrada

smysl.

18
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e) Poslednim tkolem bylo vyjadfit matice spinu v bazi vektoru |®) a |®). Pfimocary postup
,brute force* vychazi z definice

,_ ((®l5ie) (®I50)
% = (<@|Si|®> <@|Si|@>> |

K operatoru S; vlozime z obou stran identitu ve tvaru I = |1)(1| + ||)(]| a dosadime za
znamé hodnoty.

R A ,_1(1 0 , _1/0 1
S1_2(—z’ 0)’ S2_2<0 —1)’ S3_2<1 o)'

K takto ziskanym maticim pak osvédc¢enym postupem urcime vlastni ¢isla a vlastni vektory.

St A =1/2) = % (_1) o ISha=-1/2) :% (1> ,

SpA=1/2) = ((1)) S A= —1/2) = ((1’) ,

S5 = 1/2) = % G) LIS A= —1/2) :% (_11) |

Pozorny ctenar lehko nahlédne, ze matice Sz a S3 se prohodily a matice S; se kom-
plexné sdruzila. Vlastni vektory a vlastni ¢isla se oproti pivodnimu pfipadu nezménily (jen
prodélaly stejnou zdménu jako jejich matice). Matice S5 je v této bazi diagonalni, coz znadi,
ze |®), resp. |®) jsou jeji vlastni vektory prislusné vlastnim hodnotam 1/2, resp. —1/2.

Pavel Motloch si vsiml velmi vyznamného jevu. Libovolny vektor vyjadreny v nové bazi
muzeme na zakladé vysledki tlohy d) vyjadfit pomoci staré baze jako

(1) -0 )6

kde carkou explicitné zdiraznujeme, ze se jedna o novou bazi. VysSe zminénou matici na-
zyvame matici prechodu mezi starou a novou bazi. Libovolnou matici vyjadirenou v nové
béazi mizeme potom zapsat pomoci jeji podoby ve staré bazi jako A’ = UAU ™, kde U je
ona prechodova matice. V nasem pripadé je vyjadieni ¢, d pomoci a, b stejné, jako by tomu
bylo naopak (obecné to tak byt nemusi), tj.

1 1 1 _
U = — == U 1 .
V2 \1 -1
Vyjadieni matic S; pak dostaneme velmi jednoduse prostym vynasobenim tii matic S; =

= US;U !, coz je podstatné méné prace nez v tradi¢nim piistupu.

Kratce k doslym tfesenim. Byl jsem velmi mile prekvapen, ze vétsina z vas vytesila vSechny
ulohy spravné ¢i jen s nepodstatnymi chybami. Bonusovy bod za pékné feseni by si tim padem
zaslouzilo mnoho z vas, ¢cimz by ale ztracel sviij vyznam. Dostal ho tudiz pouze Pavel Motloch

hytré vyreSeni ledni ulohy.
za chytré vyreseni posledni tulohy. Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 4: Schrodingerova rovnice a jeji reseni

V predchozich dilech jsme vybudovali zakladni aparat kvantové mechaniky, tj. zavedli jsme
Hilberttv prostor stavii a operatory predstavujici pozorovatelné. V tomto napiseme bezcasovou
i casovou Schrodingerovu rovnici a ukazeme si na jednoduchém prikladu zptisob, jak se fesi.

Hamiltonian a stacionarni stavy

Zvlastni roli mezi vSemi operatory hraje pravé hamiltonian ¢ili operator energie. Jak se
pozdéji dozvime, tak pravé on bude zodpovédny za casovy vyvoj daného stavu. Dusledkem
toho plati, ze pokud je systém v case top = 0 ve stavu, jenz je vlastnim stavem hamiltonidnu
prislusejicim néjaké energii F;, pak v libovolném case t > tp popiSeme systém stejnym vekto-
rem.'? To je dfivod, proé¢ vlastni stavy hamiltonidnu nazyvame staciondrnimi stavy. Systém

v rovnovaze se praveé v téchto stavech nachazi. Rovnici
H|E;) = E;|E;) (11)

fikame bezcasovd Schrodingerova rovnice. Hamiltonian se da zavést uz na klasické trovni
jako H = T + V, kde T je kinetickd energie a V potencidlni. Pro kinetickou energii plati
T = p?/2m, potencialni energie je ve vét$iné piipadil funkci pouze polohy V = V(x). Toto
schéma prevezmeme i na kvantové urovni, jen veli¢iny x, p nahradime operatory X , P.

H=_—+V(X).
5 T V(X)

Takovy hamiltonidn popisuje ¢astici s dvéma stupni volnosti — poloha a hybnost (resp. rych-

lost) v jednorozmérném pfipadé. (Ve tiech rozmérech bychom méli t¥i souradnice a t¥i slozky
hybnosti.) Bezéasova Schrédingerova rovnice nabyva tvaru

p? 5
— X
5 T V(X)

) = Eily) .

Stav [¢) symbolizuje vlastni stav hamiltonidnu, nicméné prozatim nevime, jaké energii prislusi,
proto ho nepiSeme v obvyklém tvaru |E;). To je pravé tkol, ktery pred nami stoji — najit stavy
|v) = |E;) a jim pfislusné energie F;. Obratme se ted ke konkrétnimu tvaru hamiltonianu.
Jeho kineticka cast je vzdy stejnd, jednotlivé pripady se tedy lisi potencialni ¢asti. Na ukazku
uvadime nékolik konkrétnich pripadt systému:

A~

volna castice H=—
2m

12)  Trochu ptredbéhnu, kdyz prozradim, Ze bude pouze vynasoben jakymsi fazovym faktorem. Pod-

statné vsak je, ze bude stale zuistavat ve stavu s tou samou energii E; (bude i nadale vlastnim vektorem
hamiltonidnu, ktery pfislusi energii F;).
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harmonicky oscilator H=-—+ -mw?X? ,
2m 2
.. p2 -
homogenni pole H=—+FX
2m

Nalezeni stacionarnich stavii a vlastnich energii ale neni viibec jednoduché, obecné vede na
diferencialni rovnice, jak si ukdzeme v nasledujicim paragrafu.

Vinova funkce v x-reprezentaci

Podivejme se ted blize na vlastni stavy operatoru X (resp. ]3, tam je to analogické). V mi-
nulém dile jsme psali jednotkovy operator ve tvaru

n
= > 15l
j=1
coz plati v pripadé, ze vektory |j) tvori bazi na Hilbertové prostoru.'?

Pokud operator X tvoii sam uplnou mnozinu pozorovatelnych (UMP), tj. s zadnym ji-
nym operatorem nekomutuje (coz plati v prakticky vSech relevantnich pfipadech), potom jeho
vlastni stavy skutecné tuto bazi tvori. Nicméné jiz vime, ze téchto vektori je nespocetné mnoho,
tudiz nelze psat I =} |z;)(z;|. Logickym Tresenim je nahradit sumu integralem

[ = [dzlz)(z]|.
Ve spektralni reprezentaci (viz konec druhého dilu seridlu) potom bude mit operator X tvar
X = [dza|z)(z].

Minule jsme si také ukazovali, jak vypocitat koeficienty rozkladu obecného vektoru |¢) do
baze |k)

n

V) =) = 3 [k)(kY) = 3 ailk), Kde o = (k).

k=1

Pokud zname vsechny koeficienty ci, mame informaci o celém vektoru. Pokud za bazi zvolime
vlastni stavy operatoru X, bude mit tento rozklad tvar

) = Tl) = [ defa)(ely) = [dze(@)z), kde w(z) = (alv).
Koeficienty ¢ (x) tentokrat nejsou cislovany diskrétnim indexem k, ale spojitym inde-
xem x, tj. kazdému redlnému ¢&islu x pritadime jisté ¢islo ¢(x). Ale to je presné definice
funkce, to znamend, ze misto sady koeficientt ¢, zde méame jednu funkci ¥(x) — vlnovou

-~

Pokud bychom méli tiplnou mnozinu pozorovatelnych (UMP) tvoienou dvéma operatory 2, B
s vlastnimi hodnotami a;, b;, pak by bazi na tomto prostoru tvotily stavy |a;,b;) a operator identity
bychom zapsali ve tvaru

13)

I=7>"lai, bj){ai, b
i)

Analogicky potom pro UMP, které tvoii vice operatorti. Obecné takovému rozkladu jednotky na bazové
vektory rikame relace uplnosti.
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funkci v z-reprezentaci,'® jez popisuje kompletné cely vektor |t/). VInova funkce v(x) méa
zcela analogickou interpretaci jako koeficient ¢, v predchozim. Kvadrat jeji absolutni hod-
noty o(x) = |[¢(x)|? uréuje hustotu pravdépodobnosti, ze Castice popsana vektorem |¢) se na-
chazi v bodé x. Nejedna se zde ale o pravdépodobnost, protoze ta je v kazdém bodé nulova.'®
Pravdépodobnost, ze se ¢astice nachazi v intervalu (z1,x2), potom je

o(1,22) = [* dzo(x).

Celkova pravdépodobnost toho, ze se castice ,nékde* nachazi, musi byt 1, tj.

=, o(x)=1.

To je ptimé analogie podminky Y_7_, |cx|> = 1 z ptedeslych dild.

Specidlniho tvaru nabyva vlnova funkce ¢ (x) v pfipadé, ze |1) uz je vlastnim stavem ope-
ratoru polohy pfislusnému néjaké vlastni hodnoté z’, tj. |¢) = |z’). Vlnova funkce odpovidajici
tomuto vektoru potom je (z|) = (z|z’), kde = probih& vsechny mozné hodnoty jako pied-
tim, ale 2’ je fixni. Tento skalarni sou¢in odpovidé Diracové d-funkci d(z — 2').'® To odrazi
fakt, ze ¢astice se tentokrat skuteéné nachdzi pravé v jednom bodé x = 2’ a ne nikde jinde.
Pak nelze jiz hovofit o hustoté pravdépodobnosti (ta je v bodé x = z’ nekone¢na), ale pfimo
o makroskopické pravdépodobnosti, ze se ¢astice v tomto bodé nachéazi.

Bezcasova Schrédingerova rovnice

Napisme znovu bezcasovou Schriodingerovu rovnici ve tvaru

HJp) = El3) .

Opét jsme vlastni vektor H oznagili |1), neb tyto vlastni vektory nezndme, pravé naopak —
hleddme je. Vynasobme skalarné tuto rovnici zleva (x| a vloZzme k hamiltonianu operator
identity.

(z|HIY) = [ da’(z|H|2") (2" 1)) = E{z|e), (12)

14)  Obdobné bychom mohli celou proceduru opakovat i pro vlastni stavy operatoru ]3, pak bychom

mluvili o p-reprezentaci.
15)  Pokud by platilo, ze v intervalu (z1,x2) mé vlnova funkce nenulovou hodnotu, byla by celkova

pravdépodobnost, ze se ¢astice nachazi mezi body x1 a x2,

o(z1,22) = Y o(x) = 3 ().

Problém je v tom, Ze suma probiha nekonec¢né mnoho hodnot z, které se mezi body x1 a 2 nachazeji.
Celkova pravdépodobnost by tudiz byla nekonecna a to je nesmysl. Je to analogické tomu, jako kdyz se
zeptate, kolik vazi voda, kterd se nachazi v jednom bodé. Samoziejmé Ze je to nula, protoze je ji tam
nekonecné malo. Pfesto mizeme mluvit o hustoté vody v tomto bodé.

16)  To je specialni funkce, ktera ma vsude nulovou hodnotu kromé bodu, kde jeji argument je nulovy.
Zaroven plati

[dz' 6(z—2') =1.

Do integralu prispéje pouze jeden bod xz = z’. Pokud je integral nenulovy a funkce m& nenulovou
hodnotu jen v jednom bodé, musi §-funkce v tomto bodé nabyvat ,nekonec¢na“.
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kde jsme vlozili operator identity ve tvaru I = [ da'|z')(z'|. Vyraz (z|H|2') opét predstavuje
&islo (piesnéji funkei), nebot H|z') je vektor a zleva skalarné vynasobeny (z| d4 funkci H(z, 2'),
kterd obecné bude zaviset jak na poloze x, tak i na poloze x’. To by ale nutné znamenalo, Ze
fyzika v bodé z je ovlivnéna situaci v bodé z’'. V drtivé vétsing piipadfi tomu tak neni (co se
déje v jednom bodé zavisi pouze na podminkach pravé v tomto bodé), proto se tato zavislost
projevi pouze jako d-funkee, tj. (z|H|z') = H(z')6(z — 2'). O takovém hamiltonianu ikame,
ze je lokalni.

Ale jak zjistit tvar H(z")? Rozdélme si hamiltonian na dvé ¢asti, jak jsme to udélali d¥ive.
Potencialni ¢ast je jednoduchd, zavisi pouze na operatoru polohy X a vektor |z’) (stejné
jako |z)) je jeho vlastni stav p¥islusny hodnoté =’ (resp. z). Potom tedy mame'”

(2|V(X)|2') = (a|V (2)|z") = (2]2')V (&) = 6(x — ')V ().

Kineticka c¢ast hamiltonianu nejde takto jednoduse upravit, protoze neni uplné jasné, jakou
mé podobu maticovy element (x|P?|z’). Z piedchoziho dilu vsak vime, Ze

=~ d
Plx) = —ih—|z) .
2) = i |2)
Potom operator prislusejici kinetické ¢4sti hamiltonianu ptsobi na |z') jako
ﬁ? , h2 d2 , , h2 d2
— = —— =—d(r—2)— :
(el o) = lol | =50 s | o) = =8 = )y
Vidime, ze i tento vyraz je lokalni stejné jako potencialni cast, to potvrzuje i lokalnost celého
hamiltonianu.
Dohromady tedy z rovnice (12) dostaneme

[dz" 6(x —2") (_;_m d(i:’z + V(CIZ/)) Y(z') = Ey(x).

Integrovani je piimocaré'® a dostaneme bezéasovou Schrédingerovu rovnici v z-reprezentaci®
B2 4%y (a)
o S L V(@)(a) = By (13)

17)  Vyuzivame toho, ze pokud |z) je vlastnim stavem operatoru X prislusnym vlastni hodnoté z, pak

totéz plati i pro libovolnou funkci polohového operatoru, tj.

Xlz) =zlz) = f(X)|z) = f(z)]a).

—

Tento vztah se d4 dokazat Taylorovym rozvojem funkce f(X)

@) = 3 SO Ty = 3 O iy = paype).

18)  Plati totiz uzitecna formule [ §(z — ') f(2') = f(z).
19)  Vge, co jsme v této kapitole probrali, se d4 jednoduse zobecnit na trojrozmérny pripad. Relace
uzavienosti bude mit v tomto ptipadé tvar I = [ d3x|x)(x|. Bez¢asovou Schrédingerovu rovnici pak
piseme v podobé

—h?/2m - Ap(x) + V(x)(x) = Ep(x)
atd.
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Matematicky se jedna o diferencialni rovnici 2. fadu pro vlnovou funkei ¥ (z). Pokud bychom
nedodali zadné dalsi informace?®®, nedostali bychom 7z4dné omezeni na energii E, tj. ¢astice by
mohla mit libovolnou energii. To bude pravda pro volnou castici, ale pokud ji umistime do
ne€jakého vnéjsiho pole potenciadlni energie, tak to platit nebude, coz uvidime pozdéji.

Vratme se jesté k maticovému elementu (x|A|z’). Takovy viraz oznadime A(z, ') a mluvime
o ném jako o operdtoru Aw x-reprezentaci. Je to presna analogie vyrazu Agr = (k:]?l]k:’) z mi-
nulého dilu. Problémem je, Ze zde je baze nejen nekonecna (to by mohla byt i pro k =1,2,...),
ale dokonce nespocetna®’. Pokud plati (z|A|z') = §(z — ')A(z'), je operdtor A v bazi |z)
diagonalni, tzn. ze lokalita je ekvivalentni diagonalnosti matice operatoru v z-reprezentaci. To
vSe nas vede k poznatku, Ze je mozné ud€lat analogii

k) — =),
e = (k) —  Y(x) = (z[¥),
wr = lexl? = ox) = |P(),
Awe = (K|AIKY — Az, 2) = (z|Al2').

Reseni bezc¢asové Schrodingerovy rovnice

Jak jsme jiz fekli, bezc¢asova Schrodingerova rovnice je diferencidlni rovnice 2. fadu. Ta ma
obecné dvé nezavisla reseni, ktera mizeme napsat ve tvaru

Y(x) = AY1(x) + Bipa(z) .

Konstanty A a B urc¢ime z pocatecnich podminek, které je nutné zadat.

a) Hodnota vlnové funkce v néjakém bodé x. Casto se voli pocatek souradnic xg = 0, ale
neni to nutné.

b) Hodnota derivace vlnové funkce opét v néjakém bodé (miZe byt i odlisny od bodu o, ale
casto se voli shodné€).

To jsou cisté matematické pozadavky. Pti reSeni konkrétnich pripadu se tulisné skryvaji v ji-

nych — fyzikalnich pozadavcich na tlohu. VInova funkce ¢ (z) ma totiz i fyzikalni vyznam — jeji

kvadrat udava hustotu pravdépodobnosti vyskytu castice v daném bodé. Proto nutné:

1. Vlnova funkce ¢ (z) musi byt kvadraticky integrabilni, coz znamené platnost vztahu

JZ (@) de = 1.

To je disledkem skutecnosti, ze celkova pravdépodobnost nalezeni castice n€kde je 1, jak
jsme jiz uvedli.

2. VInova funkce musi byt spojita; to tizce souvisi s tim, ze jeji kvadrat pak lze interpretovat
pravé jako hustotu pravdépodobnosti.

3. VInova funkce musi byt diferencovatelna, coz je ekvivalentni pozadavku, aby jeji prvni deri-
vace byla spojita. Tento pozadavek je nutné dodrzet pouze v pripadé, ze zmény potencialu
bod od bodu jsou konecné.

20)  Kazdopadné musime zadat pocatecni hodnotu funkce v(zo) i jeji derivace di(z)/dz|s, jako
u kazdé diferencialni rovnice 2. fadu.

21)  To znamena, Ze parametr, ktery bazi ¢isluje (zde z, resp. z’), je spojity. Tudiz muzeme tézko
zapsat (z|A|z’) do matice.
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Predstavme si ¢astici uvéznénou v energetické jamé vymezené soufadnicemi z € (0,a),
kterym odpovidé potencidlni energie V() = 0. VSude jinde je potencidlni energie nekonec¢na,
V(x) = 00.?? Pustme se do feSeni.

e Bezcasova Schrodingerova rovnice ma v nasem pripadé tvar

12 d%(=)

2m  dx?

+ V(z)y(z) = Ey(z),

kde V(z) = 0 pro = € (0,a) a V(x) = oo pro ostatni z. V téch je fesSeni jednoduché, a to
identicky nulové ¥ (x) = 0. To je vidét pfimo z rovnice, neb nekoneény potencial mize byt
»,zabit“ pouze nulovou vlnovou funkci. Uvnitf jdmy mizeme rovnici prepsat do tvaru

d*(2)

dz?

2mkE
+ . Y(z)=0.
To je vsak znamad rovnice harmonickych kmiti, kterd ma obecné reseni
Y(x) = Asin(wz) + B cos(wx),

kde w? = 2mE/Rh?.
e V krajnich bodech x = 0 a x = a musi byt vlnova funkce nulova, aby se dala spojité napojit
na feSeni 1(x) = 0 vné jamy. Musi tedy platit

0=1¢(0) =8B, 0 = ¢(a) = Asin(wa) + B cos(wa) .

Z téchto podminek dostaneme B = 0 a Asin(wa) = 0. Pokud nechceme mit identicky
nulové feseni, kde A = B = 0, musi platit wa = nw, kde n je celé c¢islo. Ale frekvence w
uzce souvisi s energii, podminky na ni tedy urci mozné energetické hladiny.

h2w? h2n%n?

E— —
2m 2ma?

= E0n2, kde Eo =

Vidime tedy, Ze energie miize nabyvat jen nékterych hodnot. Spravné bychom meéli jeji
hodnoty indexovat pismenem n a psat F, . Nasli jsme tedy vSechny vlastni hodnoty hamil-
tonianu.

e Zatim jsme dospéli k tomu, Ze vlnova funkce () mé tvar

Y(x) = Asin(wz) pro x € (0,a).

Tim je pozadavek 2. vycerpan. Podminku 3. zde nelze splnit, nebot toto je zrovna piipad,
kde dochazi k nekonecné zméné potencidlu. Zbyva pozadavek 1., ktery lze napsat ve tvaru

[ ()P de = [§ A sin®(wz) dz = 1.

— o0

22)  Je dobré si uvédomit, ze se nejedna o zZddnou jamu v klasickém smyslu. Je to prosté oblast v prostoru
(v nasem jednorozmérném piipadé na ose), kde je nulovy potencidl, a vSude jinde je nekone¢ny. Jako
priklad si mizeme predstavit elektron ve Faradayové kleci, kde vné klece je velmi silné elektrické pole.
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Vypocétem dostaneme podminku (Zkuste si to, je to trénink integrovani.) A = /2/a.
Dostavame vysledek ve tvaru

2 2 2
wn(:c):\/gsin—mm, En:—hTY n_
a

a 2ma?

Toto jsou vlnové funkce prislusné vlastnim staviim daného hamiltonianu a prislusné vlastni
hodnoty energie. Za kol si mizete zkusit nakreslit kvadraty téchto vinovych funkci, které
urcuji hustoty pravdépodobnosti vyskytu castice v jamé v daném bodé.

Tento priklad byl samoziejmé velmi jednoduchy. Uz pokud bychom uvazovali jAmu konec-
nou, situace by se velmi zkomplikovala — vinovéa funkce by byla nenulova i vné jamy (vlnova
funkce by tam méla exponencidlni pokles). Postup by v tomto ptipadé byl takovy, Zze bychom
bez¢asovou Schrodingerovu rovnici vytesili zvlast uvnitf jamy a zvlast vné (to jsme de facto
udélali taky, jen vné bylo identicky nulové feseni), obé fesSeni bychom pak v krajnich bodech
napojili za splnéni podminek 2. a 3. Vlnové funkce i vyraz pro energie by pak zdaleka nebyl
tak jednoduchy. Ale i tak by to byla vcelku prosta situace, nebot by se nam povedla pfesné
vytesit, coz pro spoustu jinych potencialii tak snadné nebude ¢i to vibec nepiijde.

Casovd Schrédingerova rovnice

V klasické mechanice feSenim pohybové rovnice F = mF zjistujeme, jakym zpusobem se
pohybuje dany hmotny bod. Jediné, co potfebujeme znat, jsou pusobici sily, pocatecni po-
loha r(t = 0) a rychlost #(t = 0). Zobecnénim tohoto konceptu dostaneme teoretickou mecha-
niku, kde sily nahrazujeme energiemi. Pohyb hmotného bodu tentokrat neurcujeme zadanim
pusobicich sil, nybrz pomoci energie. Celkovou energii pak nazveme hamiltonianem H, ktery
vyjadiime pomoci polohy r a impulsu p hmotného bodu. Resenim hamiltonovych rovnic dosta-
neme stejné jako v klasické mechanice trajektorii r(t). Klasickd i teoretickd mechanika popisuji
tutéz fyzikalni situaci, jen riznymi pristupy.

V kvantové mechanice jiz nadale nemizeme mluvit o hmotnych bodech a jejich trajekto-
riich. Informace o kvantovém systému nese vlnova funkce 1 (x), jejiz kvadrat urcuje hustotu
pravdépodobnosti nalezeni castice v .daném bodé x. V tomto smyslu je céstice ,rozmazana“
a netvori hmotny bod, ale spise jakysi oblak, ktery je v nékterych mistech hustsi a v nékterych
fidsi. Proto prechodem od klasické mechaniky k mechanice kvantové ménime popis cCastice.
Doted jsme se zabyvali popisem kvantového systému v jednom case, stacil nam tedy pouze
vektor |¢) ¢ jeho vlnova funkce v z-reprezentaci ¢ (z).

Vétsinou vsak chceme popsat dynamiku systému, jakym zptisobem se vyviji s casem. Lo-
gicky se ndm sem dostane zavislost na case, tedy [¢(t)) (resp. ¥(x,t) — uz jsme si ukazali,
ze popis pomoci vektoru [¢) a 1(z) je ekvivalentni). Stejné jako pohybova rovnice v kla-
sické mechanice urcuje, jak se polohovy vektor r(t) vyviji s ¢asem, potfebovali bychom najit
i v kvantové mechanice néjakou rovnici, ktera by ndm urcovala vyvoj [1(t)). Pokud hamiltonian
nezavisi na ¢ase (coz budeme vzdy predpokladat), 1ze stav |¢(t)) vyjadiit pomoci po¢ateéniho
stavu [1(to)) jako

A~

[¥(t)) = Ut to)|9(to)) ,

kde Z//\'(t, to) je tzv. evolucni operdtor, ktery prevadi stav v Case to na stav v Case t. Zasadni
informaci je, ze tento operator komutuje s hamiltonianem. To je disledkem toho, Ze operator
U(t,to) lze vyjadrit ve tvaru

Ult, to) = exp (—%f[(t - to)) . (14)
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Potom prirozené plati [ﬁ ) U (t,to)] = 0 kvuli tomu, Ze hamiltonian samoziejmé komutuje sam
se sebou. Derivaci vektoru [¢(t)) podle ¢asu dostaneme

d

d .
3 [0®) = Ut to)l(to)) = —

SHU(t o) (ko)) = =+ Hw (1))

coz po upravé dava q
ih— () = H[$(1)) . (15)

To neni nic jiného nez slavna Schrodingerova rovnice, nékdy doplnéna o slovicko ,casova“.
Pokud je tedy vektor |¢)(to)) vlastnim stavem hamiltonidnu pfislusnym vlastni hodnoté F,
bude to platit i pro vektor |1(¢)). To lehce dokazeme. Uzitim H|¢(to)) = E|¢(to)) dostaneme
po vynasobeni obou stran rovnice operatorem U (t,t0)

A~

Ult, to)Hp(to)) = HU(t, o) |9 (t0)) = H|p(t)),  U(t,to) Elib(to)) = EJb(t)) .

7 toho ihned plyne H|¢(t)) = E[¢(t)). Odvodili jsme tedy v¥znamnou vlastnost stacionarnich
stavi, kterou jsme avizovali uz na zacatku kapitoly. Zajimavé je, ze u stacionarnich stavi lze
jit jesté dale a pfimo urcit, jakym zptsobem zavisi vektory [¢(f)) na case. Pokud uzijeme
predchozi vysledek a dosadime ho do ¢asové Schrédingerovy rovnice, dostaneme jednoduchou
diferencialni rovnici prvniho fadu

i ) = Blo() = [e(0) = e T (i)

Stacionarni stavy tedy zavisi na Case pouze pres exponencidlni faktor. Pro vsSechny ostatni

vvvvvv
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Uloha IV .S ... spinova precese

Uvazujme ¢astici se spinem 1/2 v magnetickém poli, které mifi ve sméru osy z, B = (0,0, B),
a zanedbejme vSechny stupné volnosti kromé téch spinovych. Jako jeden priklad baze, kterou
zde mizZzeme zvolit, je dvojice vektoru s ostrou hodnotou projekce spinu na osu z: |S3 = 1/2),
|S3 = —1/2). Hamiltonidn piislusny této ¢astici lze napsat ve tvaru

I/‘:’:wé\g,

kde w = ehB/2m.

a) Napiste vlastni vektory a vlastni ¢isla hamiltonidnu H. Urcete, jak ptisobi hamiltonian na
obecny vektor |¢) = a|S3 = 1/2) + b|S3 = —1/2). Taktéz vypoctéte, jak ptuisobi operator

U(t,0) = exp(—iHt/h).

b) Piedpokladejme, ze v ¢ase t = 0 se ¢astice nachézi ve stavu s ostrou hodnotou z-ové projekce
spinu, tj. [¢(0)) = |S3 = 1/2). Urcete, v jakém stavu se bude nachazet v ¢ase t = 7 a s jakou
pravdépodobnosti naméfime castici ve stavu |Ss = 1/2) a s jakou v |S3 = —1/2).

c) V piipadé, ze v Case t = 0 se ¢astice nachézi ve stavu s ostrou hodnotou projekce spinu na
osu y nahoru, tj. ve stavu |S2 = 1/2), uréete, v jakém stavu se bude nachézet v Case t = 7.
Urcete také pravdépodobnosti, Ze pfi méfeni spinu ve sméru y naméfime hodnoty +1/2,
resp. —1/2.

Definujme stfedni hodnotu operatoru vztahem
(A) = S w; Ay,
J

kde w; je pravdépodobnost, ze namérime hodnotu A;. (Rozmyslete si, Ze je to pfirozena definice

stfedni hodnoty.) Predpokladejte, ze se v ¢ase t = 0 nachazi ¢astice ve stavu s ostrou hodnotou

projekce spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu |S2 = 1/2).

d) Urcete stiedni hodnoty operatort spinu, tj. (S1), (S2) a (S3) v case t = 0.

e) Ty samé stfedni hodnoty vypoctéte v ¢ase t = 7. Okomentujte, jak vysledek souvisi s né-
zvem ulohy.
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po Il. sérii

Kategorie Ctvrtych rocnik(

Poradi resitelu

jméno skola 1234PES 1II % X

Student Pilny MFF UK 34445 8 6 34 100 65

1. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 54 4 3 5 8 6 35 102 58

2. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 3524 3 7 6 30 79 45

3. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha 2 — 24 4 6 5 23 80 43

4. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 4 4 -4 3 - 6 21 79 42

5. Frantisek Pribyl G Milevsko 341 -3 13 15 51 31

6. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litomérice 3 - - - - 5 8 81 29
7.—8. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. 3134 - - — 11 64 27
Tomds Tintéra G Ch. Dopplera, Praha 3 - 3 4 - 6 16 93 27

9. Pawol Pseno G Ruzomberok - - - = = - 0 96 26
10.—11. Ondrej Bogar G Ludovita Stara, Trenc¢in 3 - - -4 - - 7 85 23
Tomdads Bzdusek G Piestany - - - - 0 100 23

12. Pawvel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek 33 --4 - 7 17 95 21

13. Michal Pavelka G Strakonice 30 -23 2 - 10 47 17
14.-15. Jakub Hromddka G Frydlant nad Ostravici 34 - -3 - - 10 80 16
Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy - - - - - - = 0 70 16

16. Petr Sdcha G Tachov 34213 - - 13 60 15

17. Ales Pilgr - - - - - - - 0 83 10

18. Hana Jirku G Terezy Novakové, Brno -4 - - - 3 - 7T 58 7

19. Matyds Rehdk G Nymburk - - - - - - - 0 36 4
20.—21. Pavel Kunsta G Milevsko -11 - - - - 2 25 2
Jaroslava Lavkovd G Poprad - - - - - - - 0o 22 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 34445 8 6 34 100 65

1. Dalimil Mazac G Jana Keplera, Praha 3444 3 4 6 28 83 54

2. Helena Svobodovd G Ch. Dopplera, Praha 34 -4 4 6 5 206 84 48

3. Marek Necada G Jihlava 3 -4 -4 - 6 17 &4 41

4.-5. Jan Hermann G Cesky Krumlov 3412 4 - 6 20 78 38

Lukas Ledvina PCG Karlovy Vary 4 41 -3 -6 18 76 38

6. Jakub Michdlek 34 -- - - - 7 91 30

7. Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 3312 4 - - 13 53 23

8. Lucie Pospisilova G Matyase Lercha, Brno - - - - - -5 5 88 22

9. Pavel Trudic SPS Hronov 4 4 - - 3 - 11 84 21

10. Zdenek Vais G Boskovice - - - - - - - o 77 17

11. Juraj Hartman Jirdskovo G Nachod -3 - - -1 - 4 64 14

12.—-13. Jakub Marian G Litomeéricka Praha - - - - - - - 0 52 12

Jan Valdsek G Ch. Dopplera, Praha 3423 - - - 12 80 12

14.-15. Iva Kocourkova G nam. TGM, Zlin - - - = - - = 0o 73 11

Tomas Talanda G Tisnov 4 - - - 3 — - 7 69 11

16. Pawvel Motal SPS a SOU Kuiim -0 --3 -1 4 27 9
Kategorie druhych roCnik(

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 34445 8 6 34 100 65

1. Helena Paschkeovd G Terezy Novakové, Brno 31314 3 - 15 51 30

2. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém 21 -4 3 - - 10 51 24

3. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 3422 4 3 - 18 51 23

4. Zuzana Chlebounova G M. Kopernika, Bilovec 3 4 - 4 - 11 81 22

5. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha - - - = - - = 0 91 21

6. Peter Vanya G Ludovita Stura, Trenéin 3 2 - - 4 - 9 43 20

7. AlzZbéta Pechovd SPSS Vsetin 32 - -4 - - 9 85 17

8. Dana Suchomelovd G Ludovita Stura, Trencin 3 - - -4 - - 7 75 15

9. Katarina Bazovd G Ludovita Stura, Trenc¢in 3 - - -4 - - 7 81 13

10. Jana Figulova G Ludovita Stura, Tren¢in 2 - - 3 - - 5 5511

11. Lenka Bendovd G Ludovita Stura, Trencin 3 -3 -4 - - 10 8% 10

12. Radek Kvicek G Décin - - - = - - = 0 45 9

13. Jan Sedek SPS Hronov -3 - -3 - - 6 58 7

14. Dmytro Mishchuk SPS Hronov - - - = = - = 0 22 6

15.—16. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek 3 - - - - - - 3 100 3

Richard Polma G Mlada Boleslav 1 - - - - - - 1 438 3
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Kategorie prvnich roCnikii

jméno skola 1 234PE II % X
Student Pilny MFF UK 3444 5 8 34 100 65

1. Jan Bogar G Ludovita Stura, Tren¢in - 313 3 3 13 69 36

2. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 3223 3 - 18 54 31

3. Jana Bazovd G Ludovita Stura, Trené¢in 34 - -3 - 10 74 23

4. Simona Lankovd G Havlickav Brod - - - - - - 0 28 5
5.—6. Lumir Gago SPS Hronov - - - = - 0 67 4
Tomas Kohlschtter SPS Hronov - - - = = - 0 40 4

7. Vojtéch Mrdzek G Milevsko -2 - - - - 2 50 2
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