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21. ro¢nik, tloha II.S ... porcovani divokych rovin (6 bodi; primér 4,00; tesilo 7
studenti,)

Skladovani uranu

Palciva otazka jaderné energetiky je skladovani vyhorelého radioaktivniho paliva. Vétsinou
se skladuje ve valcovych ¢lancich ponofenych ve vodni lazni, ktera drzi jejich povrch na kon-
stantni teploté asi 20 °C. Na vas je nyni zjistit, jaké bude rozlozeni teploty v ¢lancich tvaru
kvadru se étvercovou podstavou o hrané délky 20 cm. Clének bude pomérné vysoky, a proto
nas zajima rozlozeni teplot v piicném rfezu. Uran bude zaujimat koncentricky kvadr se ¢tverco-
vou podstavou o hrané 5 cm. Ze zkuSenosti s valcovymi kapslemi vime, Ze bude mit konstantni

teplotu okolo 200 °C.
Zahrivajici se drat

Mame velmi dlouhy drat kruhového priifezu o poloméru r z materialu o tepelné vodivosti A
a mérné elektrické vodivosti o. Prilozime na né&j konstantni elektrické napéti. Necht je intenzita
elektrického pole (tj. napétovy spad) uvnitf drdtu konstantni, rovnobézna s jeho osou a jeji
velikost budiz E. Pak dratem bude prochazet proud o plosné hustoté j = o FE a bude se vytvaret
jouleovské teplo s objemovym vykonem p = o FZ.

Protoze material dratu ma nenulovou tepelnou vodivost, vytvori se v ném jisté rovnovazné
rozlozeni teploty, které — jak vime — spliiuje Poissonovu rovnici \V?T = —p. Piedpokladéme,
ze okraj dratu udrzujeme na dané teploté Ty. Tim mame danu okrajovou podminku potiebnou
k vyfeseni rovnice. Vzhledem k symetrii problému se miizeme omezit na jeji feSeni pouze ve
dvou rozmérech — na priifezu vodice (teplota jisté nebude zaviset na posunuti podél osy vodice).
Nyni by jiz bylo jednoduché problém vyftesit popsanymi metodami.

My si vSak situaci mali¢ko zkomplikujeme a budeme piedpoklddat (zcela oprdvnéné), ze
mérnd elektrickd vodivost o zavisi na teploté. Budeme tedy mit rovnici typu V2T = f(T).

Pokuste se tuto rovnici numericky vyresit pro néjakou danou zavislost vodivosti na teploté
(muzete si ji najit v literatufe, na internetu nebo si klidné néjakou vymyslet) a najit tak
rozloZzeni teploty na prufezu dratu. Miizete se pokusit ménit intenzitu elektrického pole E
a nakreslit voltampérovou charakteristiku dratu, vyzkouset vice druht zavislosti o (T) (tieba
pro polovodié, jehoz vodivost s rostouci teplotou na rozdil od obycejného kovu roste) atd.

Kapacita krychle

Vypocitejte kapacitu dokonale vodivé krychle o strané délky 2a. Pokud se budete nudit,
miizete zkusit kvadr (a tfeba zdvislost kapacity na délkach jednotlivych stran), pfipadné jiné
geometrické objekty.

Ndpovéda. Kapacita je pomér naboje na krychli rozmisténého ku potencialu povrchu krychle
(za predpokladu, ze potencial v nekonec¢nu je nulovy). Problém tedy lze Fesit tak, Ze si zvolime
libovolné potenciél krychle, vyiesime Laplaceovu rovnici V2 = 0 vné krychle a vypoditime
celkovy ndboj na krychli uzitim Gaussova zdkona (tj. uréenim intenzity elektrického pole de-
rivovdnim potencidlu a vypocdtem jeho toku vhodné zvolenou plochou obklopujici krychli).

Zadali autori seridlu Marek Pechal a Lukas Stritesky.

Skladovani uranu

Rovnovazné rozlozeni teploty T ur¢ime vyfesenim statické rovnice vedeni tepla bez obje-
movych tepelnych zdroji, tedy Laplaceovy rovnice

VT =0.
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S tou se vypofadame pomoci jednoduché iteraéni metody’. Pro jednoduchost jsme i tentokrat
k feseni pouzili Excel, programovani v Pascalu si nechame na zbylé dvé tlohy.

Pouhym jednoduchym zkonstruovanim vhodné tabulky jsme tak témér bez prace ziskali
nasledujici graf.

Obr. 1. Rozlozeni teploty v ¢lanku

Zahrivajici se drat
Rovnovazné rozlozeni teploty v materialu o tepelné vodivosti? A se opét ¥idi rovnici vedeni
tepla, tentokrat vak véetné ¢lenu piedstavujiciho objemové tepelné zdroje®

AVAT = —p,

kde p znaci objemovou hustotu tepelného vykonu. V nasem pripadé mizeme vyuzit transla¢ni
symetrie problému podél osy dratu z, a staci tedy fesit prislusny dvourozmérny problém v ro-
viné zy (teplota viibec nebude zaviset na z).
Pokud je napétovy spad v dratu roven F, je proudova hustota v kazdém jeho bodé rovna
o F, pricemz konstanta imeérnosti o je mérna elektrickd vodivost materialu dratu. Pro hustotu
tepelného vykonu tedy plati vztah
p= oE?.

Dosazenim tak dostavame PDR, kterou musime fesit,

E2
VT = ——0o(T).
A
Okrajovd podminka je dédna udrzovanim teploty povrchu dratu na dané konstantni tep-
loté Tp, tedy musi platit 7" = Ty na okraji prurezu dratu.

1) Viz excelovsky ,program“ uran.xls na nasich webovych strnkach.
2) Budeme pro jednoduchost predpokladat, ze tepelna vodivost se neméni s teplotou.
3) Omlouvame se za chybu v zadéni, kde se nam zabé&hlo znaménko minus pied p.
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Uloha se kromé transla¢ni symetrie vyznacuje také rotacni symetrii kolem osy dratu. Toho
bychom mohli vyuzit a hledat T' jako funkci pouze vzdalenosti od osy. Neudéldme to ze dvou
davodu. Jednak si chceme procvicit feSeni PDR a také by se ndm pfi pfechodu k axidlnim
soufadnicim objevil misto laplacianu vyraz " (R)+ T’ (R), ktery by pusobil potiZe p¥i malych
hodnotach R (které se vyskytuje ve jmenovateli).

Vytvotime si tedy pole uzlovych bodt pokryvajicich cely kruhovy prurez dratu. Rozmistime
je pro jednoduchost do pravouhlé sité. Soufadnice jednotlivych bod@ budou [¢R/N,jR/N],
kde N € N, i,j € Z a i> 4+ j*> < N?. Teplotu v uzlovém bodé& o soufadnicich [iR/N,jR/N]
oznac¢me Tj;.

Laplacian teploty diskretizujeme obvyklym zpiisobem jako

Tit1,j +Tic1,j +Tijy1 +Tij—1 — 4T3
h? ’

V2T, ~

pficemz pro i + j2 > N pokladame T;; = Tp kviili okrajovym
podminkam.

Mozna vas napada, ze jsme okrajové podminky ponékud od- Tr -

byli, protoze jsme vlastné kruhovy okraj oblasti nahradili ,né- " ‘ \
¢im kostrbatym®. To je samoziejmé pravda. Pokud vas dosa-
zena uroven presnosti neuspokojuje, mizete do svého programu
implementovat algoritmus, ktery bude v okrajovych bodech sité
(tj. v téch, které maji méné nez ¢tyfi sousedy) zohlediiovat fakt,
ze vzdalenost jednotlivych uzlovych bodu od okraje neni vzdy
rovna h (viz obrazek 2).

Obr. 2. Odlisné kroky mezi
uzlovymi body na okraji
sité

Je ovSem tfeba si trochu pohrat s diskrétnimi aproximacemi pfislusnych druhych derivaci
a odvodit spravny vyraz pro laplacian, coz zde nebudeme provadét. Pro inspiraci vSak miiZete
nahlédnout do hotového demonstraéniho programu®.

Jestlize uvazujeme linearni zavislost mérného odporu na teploté, tedy pro vodivost plati

0o

O =T =Ty

bude mit itera¢ni vztah tvar

h2E200
1 .

1
Tij =~ (Ti+1,j +Ti1+Tij+1+Tij—1 + NI T (T, —To)
ij

V demonstra¢nim programu jsme polozili N = 20 a pocitali jsme s konstantami oo, A
a a pro méd. Pro srovnani jsme do grafu vynesli teplotni rozloZeni v zavislosti na vzdéalenosti
od osy dratu vypocitané pro E = 1000V-m~' a R = 1 mm spoleéné s tymz rozlozenim bez
zohlednéni zavislosti vodivosti na teploté (tedy vlastné pro o = 0).

4) Viz drat.pas na nasem webu.
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Obr. 3. Zavislost teploty na vzdélenosti od osy dratu se zapocitdnim
zavislosti vodivosti na teploté a bez néj

V grafu je na prvni pohled vidét, ze zavislost vodivosti na teploté se skute¢né pii vyssich
proudech nezanedbatelné projevuje (1épe by mozna bylo mluvit o extrémné vysokych proudech
— pfi pohledu na parametry vypoctu je vAm nejspis jasné, ze vlastné zkratujeme napéti 1000 V
dratem dlouhym jeden metr).

Déle jsme do grafu naobryzku 4 vykreslili voltampérovou charakteristiku médéného dratu
(opét pro R = 1 mm), kterd ovSem neni kvuli zavislosti vodivosti na teploté linearni.

Neni snad vsak treba zdtraznovat, ze vypoctena nelinearita se v praxi pfi ,rozumnych®
proudech neprojevi.

Také je dobré si uvédomit, ze jestlize se podle naseho vypoctu pfi pfipojeni napéti 1000 V
na metr dlouhy médény drat o prifezu 1 mm teplota uvnit¥ dratu zvysi o cca 250 °C, v zddném
pfipadé to neznamend, ze tomu tak bude i v redlné situaci. Pfedné jsme predpokladali, ze se
povrch dratu udrzuje na teploté okoli. To ovSem pii tak vysokém tepelném vykonu, s jakym
bychom méli v uvedené situaci co do ¢inéni, urcité nelze provést bez vydatné pomoci néjakého
chladiciho zarizeni. Odvadéni tepla z dratu v praxi také dosti ztézuje izolace, kvili niz také
nesmi teplota povrchu prilis stoupnout.

Jak vidite, ma nas model jisté vady, které by asi branily jeho praktickému pouziti, ale jako
cvic¢eni na PDR snad poslouzil dobfte.

Kapacita krychle

Urceni kapacity krychle neni v principu pfili§ obtizny problém. Staéi pouze vyftesit Lapla-

ceovu rovnici

V2ap =0
pro potencial ¢ s ptislusnymi okrajovymi podminkami, vypoctenim toku intenzity elektrického
pole uréit ndboj a dopoéitat kapacitu z defini¢niho vztahu C' = Q/U (viz ndvod v zadani tlohy).

Na potize vSak narazime, jakmile se dostaneme k psani vlastniho algoritmu. Jelikoz jde
o t¥irozmérnou tilohu, roste poéet uzlovych bodt jako N3, kde N je poéet bodii v jednom sméru.
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Pokud tedy zjemnime déleni sité desetkrat, zvysi se pamétovd naroc¢nost algoritmu tisickrat
stejné jako pocet kroku potiebny k dosazeni uréité dané presnosti (pro jednoduchou relaxaéni
metodu popsanou napf. ve studijnim textu je potfebny pocet iteraci pfiblizné timérny poctu
uzlovych bodil). Protoze vSak kazdy krok vyzaduje zpracovani hodnot potencidlu v kazdém
z uzlovych bodi, zvysi se pocet ,elementarnich operaci dokonce milionkrat.
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Obr. 4. Voltampérova charakteristika Cu dratu o poloméru 1 mm

Ziejmé bychom si tedy s jednoduchou relaxa¢ni metodou mohli troufnout jen na N v fadu
nékolika (mdlo) desitek. Musime se proto uchylit k nékolika uzite¢nym triktim a trochu upravit
pouzitou metodu.

Na zacatek vSak trochu teorie. Je zndmo, zZe potencidl kone¢ného nabitého télesa se da
zapsat ve sférickych soufadnicich 7,9, ¢ pomoci tzv. kulovych funkci Vi, (9, ), kde I € Ny
ame{-l,-1+1,...,1—1,1}, jako

oo l
1 1
) = a1 mYim 197 s
o(r, 9, ) Iz z§:o ] E QmYim (9, @)

m=-—I1

kde qim jsou vhodné komplexni konstanty. P¥itom goo je rovno celkovému néboji zdroje @,
koeficienty ¢, souviseji s jeho tzv. dipélovym momentem, g2,, s kvadrupélovymi momenty,
q3m s oktupdlovymi atd.

Vzhledem k symetrii krychle jsou prvni nenulové koeficienty qi» po qoo az ty odpovidajici
oktupélovému momentu. Jejich pfispévek oviem s rostoucim r klesa jako r~*, dalsi ¢leny pak
jesté rychleji. Mtzeme tedy odhadnout, ze ve vzdalenosti ka od stfedu krychle o strané 2a je
piispévek vyssich momentt asi k*-krat mensi nez ¢len Q /4meor.

Jestlize tedy oblast, v niz budeme fesit Laplaceovu rovnici, omezime zvnéjsku kulovou plo-
chou o poloméru ro = koa, na niz budeme predpokladat konstantni nulovy potencial, dopustime
se relativni chyby cca kg 4 (v jistém vagnim smyslu, ktery nebudeme bliZze zkoumat). Zaroven
ovSem musime vzit v ivahu, ze jsme takto posunuli hladinu nulového potencidlu z nekone¢né
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do konecéné vzdalenosti. Potencial tedy bude mit asymptoticky tvar

_Q (1 1

Po numerickém vyteSeni Laplaceovy rovnice v popsané oblasti si mizeme dosazenim urci-
tého r = r1 mensiho nez 7o (ale ne pfili§, abychom stéle mohli vyuzivat vySe uvedeny asympto-
ticky tvar) vyjadfit

ToT1
Q = 4dmeop(ri) ——.
To —T1

Nyni by ovSem bylo vhodnéjsi odhadnout chybu takto ziskaného vysledku jako ki 4 kde
r1 = kia. Pfesnost by bylo mozno ponékud zvysit, pokud bychom misto hodnoty potencialu
v jednom konkrétnim bodé ve vzdalenosti 1 od poc¢atku za ¢(r1) vzali hodnotu zprimérovanou
pfes celou kulovou plochu o poloméru r;. Neni to vSak pfili§ nutné, pokud je ki1 dostatecné
velké.

Kapacitu krychle pak ziskdme vydélenim néboje @) napétim U mezi jejim povrchem a ne-
konec¢nem, které je rovno

= o + ¢(r1)

U= o — —
®o — p(00) = po + v ——

kde ¢o je potencial na povrchu krychle. Tak dostaneme

@(r1)ror

C = 4xe .
0 (ro —r1)po + r10(r1)

Pti samotném numerickém feseni Laplaceovy rovnice mizeme s vyhodou vyuzit symetrie
problému vzhledem k zrcadleni podle soufadnicovych rovin (tj. vzhledem k zdméndm typu
x — —z) a vzhledem k libovolné permutaci souradnic (tj. napf. zdméné (z,y,z) — (y,z, 2)).
Staci tedy pfi vypoctu v paméti drzet pouze hodnoty p;;x = ¢(ih, jh,kh) pro 0 < i < j < k.
Téch je proti vSéem moznym trojicim ¢, j, k pouze dvanactina. Toto opatieni tedy jednoduse
snizi pamétovou naro¢nost dvanactkrat (a ¢asovou naroénost pii pouziti jednoduché relaxaéni
metody vice nez stokrat). V demonstraénim programu® jej vSak vyuZivame jen Gasteéné, a to
pro urychleni vypoctu. Moznost uSetfit pamét ozelime, protoze by to zdrojovy kéd zbytecné
komplikovalo.

Dalsim vylepSenim, které zavedeme do naseho vypoctu, bude pouziti metody zvané succes-
sive overrelazation (SOR). Ta odstraiiuje nevyhodu obyéejné relaxaéni metody v podobé pfili§
pomalé konvergence. Misto nahrazeni hodnot ¢ hodnotami @ ziskanymi vyjadfenim z diskreti-
zované verze laplacidnu nahradime ¢ novou hodnotou ¢+ (@ —¢)w, kde w je tzv. overrelazation
parameter. Jeho optimalni hodnota je obvykle vétsi nez 1, proto tato metoda méni hodnoty ¢
vice nez obycCejné relaxaéni metoda (odtud nazev).

Metoda SOR také nékdy vyuziva rozdéleni uzlové sité na ,Cerné“ a ,bilé“ uzly (podobné
jako policka na Sachovnici), pfi¢emz iterace hodnot se provadi stfidavé na téchto podsitich.
Zaroven lze pouzit dalsiho damyslného triku zvaného Chebyshev acceleration, ktery spociva
v postupné zméné parametru w v prubéhu vypoctu. Na zacatku se polozi w = 1, néasledné se
pii kazdé iteraci jedné z podsiti jeho hodnota zméni na 1/(1 — g®w/4) (s v¥jimkou prvniho

5) Viz krychle.pas na nasich internetovych strankéch.
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kroku, kdy se pouzije vyraz 1/(1 — 0°w/2)). Zde ¢ je tzv. spektrdini polomér iteraéni matice
a je charakteristicky pro danou tlohu a uzlovou sif. Hodnotu ¢ lze najit zkusmo, pro nékteré
jednoduché tvary siti ji lze odvodit analyticky.

P#i vypoétu v demonstraénim programu jsme pouzili sit o velikosti N = 100. P¥itom
samotnd krychle o hrané délky dvou jednotek zabirala uzly (i,j,k) pro i,5,k < M, kde M
jsme volili ptiblizné desetkrat mensi nez N. Po dosazeni dostatecné presnosti jsme z hodnoty
potencidlu v bodé (N — p,0,0) pro vhodné p (volili jsme piiblizné p = 20) vypoéitali podle
vyse odvozeného vztahu kapacitu krychle o hrané 2a (ktera je jednoduse a-nasobkem kapacity
krychle o hrané 2). VyzkouSenim nékolika rtiznych nastaveni parametrtt vypoctu a srovnanim
ziskanych vysledki jsme odhadli relativni chybu na fadové jedno procento.

Finalni vysledek naseho snazeni zni

c

dmepa

=1,334£0,02.

Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz
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