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FYKOS, XXIV. roénik

Predmluva

Mila ¢tenarko ¢i mily ctenari!

Do rukou se Ti dostala knizka, ktera shrnuje veskerou ¢innost Fyzikalniho kore-
spondenc¢niho seminafe Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze
v jeho XXIV. ro¢niku, ktery probihal ve $kolnim roce 2010/2011.

FYKOS je nejstarsi a také nejvétsi fyzikalné zamérenou korespondenéni soutézi
pro zaky stfednich skol v CR. Je organizovin pfedevsim studenty a zaméstnanci
Matematicko-fyzikalni fakulty UK a také zaméstnanci Ustavu teoretické fyziky.
Snazi se zaujmout studenty se zdjmem o fyziku, matematiku, techniku, zkratka
svét kolem nés. Nasim cilem je rozvijet talent a fyzikalni mysleni, protoze véfime,
ze Clovék, ktery se umi zastavit a zamyslet (nejen nad fyzikalnimi problémy) a citi
touhu dobrat se feseni, se v zivoté vzdy velmi dobfe uplatni.

Béhem skolniho roku kazdy z fesitelt obdrzi celkem sedm seSitki, v nichz
nalezne Sest sérii po sedmi ulohéach, z nichz jedna je ,rozcvickova“, jedna vice
problémova, jedna experimentalni a jedna tzv. seridlova. Zadavané tlohy vsak
nejsou prili§ podobné tém, které znate z hodin fyziky. Vyzaduji mnohdy ponékud
hlubsi Gvahu, trochu davtipu nebo néco z vyssi matematiky. Neziidka je tfeba
zapétrat na internetu nebo v odborné literatuie. Uéastnici si mohou vybrat, které
tlohy nakonec vypracuji a poslou nam k opraveni at uz klasickou postou, nebo pies
internet. Opravovatelé pak jejich feseni okomentuji a vysvétli pfipadné chyby. To
vSe posleme zpét Fesitelim, vCetné vysledkovych listin, kde se kazdy mize podivat,
jak obstal v konkurenci svych vrstevniki. Na konci ro¢niku jsou nejlepsi fesitelé
nalezité odmeénéni.

Mimo samotnou korespondenc¢ni soutéz pro resitele pripravujeme i dalsi akce.
Bezesporu nejpopularnéjsimi jsou dvé tydenni soustfedéni v nékterém z maleb-
nych koutkd Ceské zemé. Jejich Gcastnici si uziji atraktivni program, zalozeny na
dopolednich matematickych nebo fyzikalnich pfednaskach a odpolednich hrach
v prirodé. Nechybi ani prostor pro fyzikalni experimenty a vylety na zajimava
mista.

Dalsi akei je Den s experimentalni fyzikou, na kterém se spolupodileji jed-
notlivé katedry MFF, ale i pracovisté Akademie véd CR, resp. Ustav jaderného
vyzkumu v Rezi. Nagim fesitelim tak umoziiujeme navstivit velmi zajimavéa vy-
zkumnd pracovisté, kde se déla opravdova fyzika.

Relativné nejmladsi, zato vSak nejmasovéjsi akci je FYKOSIi Fyziklani, soutéz
péticlennych tymu v feseni pal¢ivych tloh na ¢as. Vyhrava ten nejrychlejsi poctar.
V letosnim roce se soutéze zucastnilo 31 druzstev z CR i ze Slovenska. To je pro
nas dostateénym dikazem, Ze zajem o fyziku a pfirodni védy mezi mladymi lidmi
stale jesté existuje.

Za zminku urcité stoji i odhodlani organizatori poradat fyzikalni korespon-
denéni seminaf pro zdkladni skoly — Vyfuk. Letos probéhl zkusebni ro¢nik proka-
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Predmluva

zujici zadjem mladsich zakd, a tak doufejme, ze mladsi sourozenec FYKOSu bude
i naddle zajimat (nejen) mladsi sourozence nasich fesiteld.

Tato rocenka obsahuje kompletni zadani i fesSeni jednotlivych tloh XXIV. roc¢-
niku FYKOSu. Zadéni jsou zdmérné oddélena od feSeni, abychom podnitili ¢tenare
k samostatnému zamysleni nad moznym fesenim problému. Piiklady jsou navic
pro snazsi orientaci rozdéleny na teoretické a experimentalni. Dalsi ¢asti knihy je
Serial o komplexnich ¢islech, ktery je rovnéz doplnén tlohami. Na konci knizky
se nachazi kratké ohlédnuti za letosnimi soustiedénimi a jinymi akcemi a seznam
nejlepsich fesiteld ro¢niku.

Pokud Té FYKOS zaujme natolik, Ze by ses chtél stat ucastnikem nebo se
pouze na néco zeptat, at uz se to tyka fyziky ¢i studia na MFF, nevéhej a napis
nam.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

tel: +420 221 912 526
www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

A jak vypadal XXIV. ro¢nik o¢ima statistiku? FYKOS fesilo 60 zdk z 39 stied-
nich skol ze tii evropskych stati. Prehled skol podle tispésnosti jejich studenti uva-
dime nize. Pro zajimavost jesté dodejme, Ze organizatori opravili celkem 455 do-
§lych feseni.

Poradi skol

Nazev skoly Pocet Fesitelu Pramér Celkem
Gymnazium Matyase Lercha, Brno 1 121 121
Gymnézium Zamberk 2 60,5 121
Gymnéazium Boskovice 6 16,5 99
Gymnéazium Masarykovo nam., Ttebic¢ 1 82 82
Gymnézium Nad Stolou Praha 1 72 72
Gymnazium P. Horova, Michalovce 1 65 65
Gymnéazium Grosslingova, Bratislava 1 63 63
Gymnéazium P. de Coubertina, Tabor 2 29,5 59
Gymnazium Zabteh 1 52 52
Gymnéazium Nymburk 1 49 49
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Zadani teoretickych tloh

Uloha I.1 ... rozcvicka

a) mezi vodami

=

Na rozhrani dvou nemisitelnych kapalin se vznasi 01
pevnd homogenni koule o hustoté g (viz obrazek). m
Horni kapalina ma hustotu g1, dolni g2, pficemz vite,
ze 01 < 0 < 02. Jakd cast objemu koule se nachéazi W
v horni a jakad v dolni kapaliné?
sesterska planeta

V poslednich nékolika letech jiz byla objevena spousta planet lezicich mimo
Slunecni soustavu. Daleko zajimavéjsi by bylo ovSem objevovat planety, které
jsou podobné Zemi. Pfedpokladejte, ze chcete objevit podobnou Zemi (terest-
rickd planeta s podobnym polomérem jako Zemé), kterd obihd svou hvézdu
podobnou Slunci (stejnd spektralni tfida — podobna hmotnost, podobny po-
lomér) jednou za pozemsky rok. Predpokladejte, ze tato soustava je vzdélend
od naseho Slunce zhruba 10 pc. Uréete podminky, za kterych by §lo pozorovat
planetu pfimo z poklesu jasnosti hvézdy a odhadnéte dobu, na kterou tato si-
tuace nastane. Jak se zkomplikuje hledani takové hvézdy, kdyz soustava bude
mit vic planet?

(Tesend str. 13)

Uloha I.2 ... kdc¢a bez derta

Jakub méa u babicky kacu, na jejiz horni plose je nakreslend spirala. Kacu

roztodime a divadme se na ni shora. Jaké obrazce pozorujeme a proc¢?

(Tesent str. 16)

K tloze 1.3: Kéca pred rozto¢enim K tloze 1.4: Konik

Uloha I.3 ... houpaci ki

Nehmotna ty¢ délky h je ve stfedu pripevnéna na nehmotny oblouk o vrcho-

lovém thlu 2¢ a poloméru R. Na konci tyce je zavazi m. Pohyb probihd pouze
v roviné. Urcete

a) za jakych podminek mtze byt soustava stabilni,

(]



Zaddni teoretickych tuloh

b) frekvenci kmitii takového houpaciho koné.
(Tedend str. 18)

Uloha 1.4 ... bublifuk

Mara si koupil bublifuk a jal se na balkoné vyfukovat bubliny, venku byl staly
atmosféricky tlak po. KdyZ se mu jedna obzvlasté povedla (méla polomér r a hmot-
nost mydlové vody byla m), zamyslel se a vypocital jeji celkovou tepelnou kapacitu.
Udinite totéz. (Tesent str. 19)

Uloha I.P ... Edudant a Francimor
Dva svétaznali cestovatelé, jeden tlusty a jeden hubeny, se cestou v letadle
dohaduji o tom, kdo z nich by déle prezil v extrémnich podminkach daleko od
civilizace. Rozsoudite je, kdo vydrzi déle ve velkém horku (50 °C), v mrazu (—1 °C),
po ztroskoténi lodi uprostied Stfedozemniho mofe, v hurikdnu nebo pfi silném
snézeni? A jak by to mohlo dopadnout, kdyby je zastihlo mohutné zemétieseni
v centru velkomésta? Kromé jejich télesné stavby mezi nimi nejsou zadné rozdily,
oba jsou stejné obleeni a nic dalsiho s sebou nemaji (zadné jidlo, vodu, sirky ani
jiné vybaveni). Snazte se byt napaditi a vSimejte si i mali¢kosti.
(Tesent str. 21)

Uloha II.1 ... rozcvicka

a) Jakubova snidané

Jakub ji k snidani ceredlni kulicky o hustoté p, které si sype do misky ve
tvaru komolého kuzele (horni podstava méa polomér R, spodni r a vyska je [),
ve kterém ma do vysky h nalité mléko. Koeficient zaplnéni prostoru koulemi
je »2. Kolik nejvice kulicek mize do misky nasypat?
magneticky monopol

Mame velkou plechovou desku, kterou zmagnetujeme tak, ze na jeji horni
plose bude severni magneticky pdl (a na dolni plose ten jizni). Vylisujeme z ni
dvé stejné polokoule. Na vnitini strané obou polokouli je ted jizni a na vnéjsi
severni pdl. Polokoule k sobé pfiblizime tak, ze vyrobime celou kouli. Ta méa
nyni venku pouze severni pdl, takze se chova jako magneticky monopdl. A nebo
ne? Co nam ve vytvoreni takové koule zabrani?

=3
=

(Tesent str. 22)

Uloha I1.2 ... Lennard-Jonesiiv potencial
Mezi dvéma atomy inertniho plynu pisobi tzv. Lennard-Jonestv potencial

o\ 12 o6
vr) =4 ((%) - (%))
(=1 ((3)"- (%
Predpokladejte, ze pohyb atomu je omezen na pfimku. Urcéete rovnovaznou po-

lohu, aniz byste derivovali! Vyznam konstant o a € bude podrobnéji vysvétlen ve
vzorovém FeSeni. (TeSend str. 24)
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Uloha II1.3 ... prekapdvac
Lukas si k psani protokola z praktika varil _
kdvu a mirné si upravil kdvovar. Ke dnu néa-
dobky pridélal zahnutou trubicku, na kterou na-
motal topnou spiralku. Spirdlka byla ve vysce d
nade dnem nadobky (viz obrazek), hladina vody
ve vysce h. Parametry trubicky a spiralky jsou l
pravé takové, aby para vzniklad varem vody pii-
vadéné z rezervoaru v nadobce vytlacovala vodu h
nad sebou nahoru. Spoététe vykon, ktery mu- d
sime dodavat do spiralky, aby z usti trubicky ve
vysce | vytékala voda. Jakd je tcinnost takové-
hoto tepelného stroje? (Tfesend str. 26) Obr. 1. Piekapavad
a stoupajici bublina unasejici
Uloha II.4 ... nemyslis, zaplatis trochu vody
Za jakych podminek dojde k zablokovani a smykani predniho kola pri brzdéni,
aniz bychom preletéli pres fiditka? Jaky na to mé vliv brzdéni zadnim kolem?
(Tesent str. 27)
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Uloha II.P ... $moulové a Darth Vader
Po nadychani se helia se ¢lovéku méni hlas tak, ze mluvi jako Smoula. Stejné
to funguje, nadychéte-li se vodiku (kufaci, pozor!). Ale dé se dosdhnout i zmény
na hlas podobny Darthu Vaderovi; nejzndméjsim médiem je fluorid sirovy. Jak
funguje zména hlasu? Pokuste se ji kvantitativné odhadnout.
(TeSend str. 30)

Uloha III.1 ... rozcvicka

a) Dr. Nec
Terka byla o vikendu tahat dfevo. Objem dfeva se méfi dvéma zpusoby:
na kubiky (1m?® dfevo-hmoty bez vzduchovjch mezer mezi kladami) a na pl-
nometry (1m?® i s mezerami). Naleznéte pievodni vztah mezi témito dvéma
jednotkami (tj. kolik plnometrtt odpovidéd jednomu kubiku) v zavislosti na po-
loméru klad, ze kterych se sklada hranice. Klady povazujte za dokonale hladké
valce, které se skladaji na sebe.
b) bublifuk
Foukame do mydlového povrchu na poc¢atku kruhového tvaru tak, aby mél
tvar kulového vrchliku o poloméru r. Odhadnéte, jakou rychlosti do néj musime
foukat?
(Tesent str. 31)

Uloha III. 2 ... zasekane;j!

Jisté jste si vSimli, ze pfi podélném parkovani zpateckou se auto miize vejit
i do celkem malé mezery. Méjme auto délky L, Sitky d se vzdalenosti kol [. Kola
se mohou otod¢it maximélné o « stupniid (tzv. ,plny rejd“). Do jak velké mezery
budeme schopni zaparkovat pii pouziti zpatecky? A pfi parkovani poptfedu? Jaka
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Zaddni teoretickych tuloh

je idedlni parkovaci strategie? Auto musi byt samoziejmé dokonale zarovnané
v fadé (tj. rovnobé&zné s chodnikem ve vzdélenosti maximélné dp od chodniku)
a pti parkovacim manévru se auto smi pohybovat pouze jednim smérem, tzn. bud
dopiedu nebo dozadu. (Tesent str. 34)

Uloha II1.3 ... ¢icha¢ Ales

Ale$ méa na koleji na poli¢ce neprodysné uzavienou valcovou prithlednou né-
dobu s toluenem, z 90 % plnou. Ale§ si sviij toluen pochopitelnd bedlivé stfezi.
Kdyz se po vikendu vratil na kolej, vSiml si, ze se hladina toluenu v nadobé
o kousicek snizila a okamzité obvinil spolubydliciho $nEka z kradeze. AZ posléze
si uvédomil, ze o vikendu zacali topit a teplota v ubikaci tudiz stoupla o 20°C.
Rozteste tento detektivni pribéh a zjistéte, zda $nEk skutecné cichal toluen. Ji-
nak FeCeno: Jak velky pokles hladiny mohla zptsobit zména teploty? Mohl by
si takového poklesu Ales viibec vSimnout? K feSeni lze pouzit data uvedena na
http://en.wikipedia.org/wiki/Toluene_(data_page). (Tesent str. 37)

Uloha II1.4 ... rumové ovoce
Uvazujme misku, do které polo-
zime dvé spojend brcka, ktera maji
tvar pismene V a polomér r. Brcko
se smi dotykat pouze okraji misky.
Urcete nejprve podminku stability
a potom vypocitejte periodu kmiti
brcéka v soumérné poloze.
(TeSend str. 89)

) Obr. 2. Miska s bréky
Uloha III.P ... wassermanie

Voda mé spoustu zajimavych, vyjimeénych a anomdalnich vlastnosti ve srov-
nani s jinymi kapalinami. Podrobny vycet téchto anomalii lze nalézt na strance
http://www.btinternet.com/“martin.chaplin/anmlies.html. Zamyslete se,
jaky tyto anomadlie maji vyznam pro Zivot na zemi, ¢lovéka a také techniku.

(TeSend str. 41)

Uloha IV.1 ... rozcvicka

a) napnutd struna
Frekvence kmitl napjaté struny zavisi na jeji délce [, sile F', kterou je struna
napjata, a na délkové hustoté g;. Urcete z téchto tdaju vzorecek pro frekvenci
struny pomoci rozmérové analyzy.
b) doli
Mgéjme ¢inku, jejiz zévazi maji tvar diskd, které jsou blizko u sebe. Tycku
omotame jednou provazkem a Cinku spustime, jak rychle pada, pokud se ne-
smyka? Disky maji hmotnost m a polomér R, tycka je nehmotnd s polomé-
rem 7.
(TeSend str. 43)

©
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Uloha IV .2 ... hod ho do Slunce!

Karel se rozhodl zahodit sviij seSit matematické analyzy na Slunce. Poradite
mu, jakou minimalni rychlost seSitu musi udélit, aby sesit na Slunce dopadl? Pro
jednoduchost zanedbejte odporové sily, Zemi a Slunce povazujte za hmotné body,
sesit vypoustime ze vzdalenosti Rz = 6378 km od hmotného bodu symbolizujiciho
Zemi, vici kterému je sesit v klidu a Zemé obih4a Slunce po dokonalé kruznici. Kon-
stanty, které se vam budou hodit: sc = 6,67 - 107! Nm?kg 2, Ms = 2,0 - 100 kg,
Mz =6,0-10**kg, a = 1AU = 150 - 10° m. (Tesend str. 45)

Uloha IV .3 ... nase staré hodiny liji étyi hodiny
Navrhnéte tvar ptrelévacich hodin, aby ubyvala vyska hladiny linearné s casem.
Za uvazovani povrchovych efektt, vnitiniho tfeni apod. muzete dostat body navic.
(Tedend str. 47)

Uloha IV .4 ... sama doma

Terka J. miva vétsinou skvélé napady. Tieba minulé pondéli si od svého ob-
libeného dermatologa pfinesla 5 litri kapalného dusiku a ihned ho vylila na zem
ve své ubikaci. Ve stfedu pro zménu odcizila na ¢erpaci pumpé€ 5 litri benzinu,
ktery zdhy vylila do umyvadla a zapalila. Mohlo se Terce néktery den udélat ne-
dobfte v disledku jejich kratochvili? Aneb jak se v obou pfipadech zméni teplota,
tlak a koncentrace kysliku v ubikaci, pokud tato je dokonale neprodysné, tepelné
izolovana a rozméri 3 x 3 x 4m?3? (TeSend str. 48)

Uloha IV .P ... michiani barev

Chceme-li na monitoru pocitace zobrazit azurovou barvu, musime rozsvitit
Cerveny a modry segment. Azurovéa barva odrazi v nejjednodus$im ptipadé svétlo
dvou vlnovych délek (modré a cervené), déle pokud budeme mit modrou barvu,
tak tato bude odrazet modré svétlo a cervend obdobné. Kdyz smichdme modrou
a ¢ervenou temperu, vysledna smés bude mit fialovou barvu, protoze modra slozka
pohlti v8e az na modrou a obdobné také cervena. Proto ze smési téchto barev
budeme pozorovat pouze ty vlnové délky, které odrazeji obé slozky. Predstavte
si, Ze tempery jsou sloZeny z malych kapicek. Jak bude zéviset vysledny zrakovy
vjem na jejich velikosti? (Tedend str. 50)

Uloha V.1 ... rozcvi¢ka

a) sedimentace krve
Zkuste piiblizné spoéitat, jak rychle probihé sedimentace lidské krve (usa-
zeni zdravych ¢ervenych krvinek na dné naddoby). Dynamicka viskozita 7 krevni
plazmy pti 37 °C je ptiblizné 2 N-s-m 2. (Bézné se méfeni sedimentace provadi
tak, ze se krev neché odstat na jednu hodinu a poté se zméri vyska jiz usazenych
krvinek — byva obvykle okolo 10 mm.)
Ndpovéda: Mohl by se hodit Stokesiv vztah pro odporovou silu F' = 6rwnro,
ktery plati pro laminarni proudéni.
b) nevéite vlastnim o¢im
Ales jel v poledne tramvaji po nabfezi Kapitana Jarose v Praze smérem na
Malou Stranu. Sedél u okna a pfimo z jiho-jihozapadu na néj svitilo slunce.

10
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Protoze se dival pfed sebe, jedno oko mél ve stinu vlastniho nosu. Kdyz ale
uhnul o¢ima doprava, zjistil, ze levym okem vnima mirné jiné odstiny barev
nez pravym. Do jakého odstinu se mu vidéni v levém oku zabarvilo a proc¢?

(Tesent str. 52)

Uloha V.2 ... Mésic jako lodi¢ka
Z jakych mist na Zemi a kdy vypada Mésic jako lodicka? Tzn. jeho cipy jsou
rovnobézné s obzorem a osa symetrie je kolmé k mistnimu nebeskému poledniku.
Pokud si s FeSenim nevite rady, muzZete si nainstalovat vhodny software (napf. Ce-
lestia) a celou situaci si prohlédnout z riiznych mist na zemi.
(Tesent str. 54)

Uloha V.3 ... teZky retez

Retéz o hmotnosti m a délky [ visi svisle t&sné nad vahou. Najednou ho upus-
time z klidu a za¢ne na vdhu dopadat. Jakou hodnotu bude vdha ukazovat v za-
vislosti na tom, jaké délka x jiz na ni dopadla? Zanedbejte rozméry jednotlivych
ok Fetézu. (TeSend str. 56)

Uloha V .4 ... zelena revoluce

Jaderna energie je stale kontroverzni zdroj energie a mnohé staty maji v amyslu
upoustét od jejiho pouzivani. Zaméime se ale nyni na problém skladovani jader-
ného odpadu. Predstavme si, ze v roce 2000 bylo zalozeno zbrusu nové ulozisté
radioaktivniho odpadu a navezen prvni Cerstvy radioaktivni material, ale zahy bylo
odsouhlaseno, ze na tlozisté bude kazdy dalsi rok dovezeno o 5% méné Cerstvého
radioaktivniho odpadu nez rok pfedchozi.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze radioaktivni odpad mé polocas rozpadu
100 let (bé&zny radioaktivni odpad ma daleko delsi polocas rozpadu). Poradte oby-
vatelim prilehlych obci, kterého roku se mohou tésit na nejvyssi davku radiace,
a umoznéte jim tak tfeba naplanovat zalozeni rodiny. Pfi feSeni mizete s vyhodou
pouzit vas oblibeny tabulkovy procesor, tfeba Excel nebo Calc.

(Tesent str. 57)

Uloha V. P ... nabity svét

Jak vSichni vime, kladné a zaporné elektrické naboje jsou ve vesmiru v rovno-
vaze, jinak by elektrickd odpudiva sila prekonala gravitacni a télesa by nedrzela
pohromadé. Ale je ta rovnovaha dokonala? Co kdyz jsou vSechna télesa ve vesmiru
nepatrné kladné (nebo zaporné) nabita a odpudivé elektricka sila snizuje G¢inek
gravitace. Jak by se takova nerovnovaha projevila?

Navrhnéte zpiisob, jak tuto nerovnovahu zjistit, a odhadnéte, jakou nejmensi
nerovnovahu jsme touto metodou schopni urcit. Nerovnovahou myslime celkovy
naboj (rozdil kladného a zaporného) v néjakém velkém objemu.

(Tesent str. 59)
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Uloha VI.1 ... rozcvicka

a) zprohybané prkno
Prkno dané délky lezi vodorovné. Z jednoho a) v
konce po ném posleme kulicku. Za jakych podmi- G—
nek bude na druhém konci prkna nejdfive?

a) Prkno bude prohnuté nahoru.

b) Prkno bude prohnuté dolu.

¢) Prkno bude rovné.

d) Pfi libovolném prohnuti bude doba stejna.

Svoji volbu fadné oduvodnéte.

Obr. 3. K rozcvicce

b) zlomené prkno
Prohluben $ifky L pfemostime prohnutym prknem. To se sklada ze dvou
stejné dlouhych rovnych ¢asti, které jsou uprostied spojeny zlomem. Na jeden
konec polozime kulicku. Pro jakou hloubku prohnuti h bude kuli¢ka na druhém
konci nejdiive? Zlom je tak hladky, Ze na ném kulicka neztraci energii. Mohlo
by se vam hodit, Ze funkce f(z) = z + 1/ m4 minimum v bodé z = 1.
(Tesent str. 61)

Uloha VI.2 ... zly trojthelnik

Maéme dlouhou $térbinu a vedle ni bodovou dirku. Jak bude vypadat interfe-
rencni obrazec na rovinném stinitku, posvitime-li skrz né koherentnim svétlem?
Zanedbejte difrakci na samotné stérbiné a samotné dirce. (Tesent str. 63)

Uloha VI. 3 ... letadlo

Jak dlouhy ¢as ubéhne v letadle mezi ,zapadem“ a ,,vychodem“ slunce, leti-li
v roviné ekliptiky? A jak to bude vypadat s délkou dne a noci? Potfebné udaje
jako béznou letovou hladinu si zjistéte na internetu. Rozeberte oba pfipady, kdy
letadlo leti na zdpad i na vychod. (TeSend str. 64)

Uloha VI.4 ... kone¢né reSeni otazky globalniho oteplovani
Jak by se zménil vykon slune¢niho zareni dopadajiciho na Zemi v odsluni, kdyz
by byla jednordzové vychylena zemska draha (zménou jeji okamzité rychlosti ve
sméru jeji drahy) tak, aby byl pozemsky rok o tyden delsi? Odhadnéte teplotu
Zemé v prisluni a odsluni, pokud by Zemé méla témér nulovou tepelnou kapacitu.
Staci uvazovat, ze pivodni drdha Zemé byla kruhova a pfesla na eliptickou.
(TeSend str. 65)
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Uloha VI.P ... noSeni vody

V 1été bylo zakazano vynaset z bazénti vodu v bermudach. Kolik ale muze
¢lovék vynést vody ve vlasech? Predpoklddejme, Ze vlast je vétsi pocet (z bazénu
nevynési vodu déd Vsevéd). (Tesent str. 68)

Reseni teoretickych iiloh

Uloha |.1 ... rozcvicka

a) mezi vodami
pevnd homogenni koule o hustoté ¢ (viz obréazek).

Horni kapalina ma hustotu g;, dolni g2, pFi¢emz vite,
ze 01 < o < p2. Jaka cast objemu koule se nachazi 02

v horni a jaka v dolni kapaliné?

Na rozhrani dvou nemisitelnych kapalin se vznasi 01 /\
e

b

N—

sesterska planeta

V poslednich nékolika letech jiz byla objevena spousta planet velikosti Jupitera
lezicich mimo Slunec¢ni soustavu. Daleko zajimavéjsi by bylo ovsem objevovat
planety, které jsou podobné Zemi. Pfedpokladejte, ze chcete objevit planetu
podobnou Zemi (terestrickd planeta s podobnym polomérem jako Zemé), kterd
obihd svou hvézdu podobnou Slunci (stejnd spektralni tfida — podobna hmot-
nost, podobny polomeér) jednou za pozemsky rok. Piedpoklddejte, Ze tato sou-
stava je vzdalena od naseho Slunce zhruba 10 parseki. Urdete podminky, za
kterych by slo pozorovat planetu piimo z poklesu jasnosti hvézdy a odhad-
néte dobu, na kterou tato situace nastane. Jak se zkomplikuje hledani takové
hvézdy, kdyz soustava bude mit vic planet?

Mezi vodami

Koule je z ¢asti v kapaliné s indexem 1 a z ¢asti v kapaliné 2; ozna¢me prislusné
objemy Vi a Va. Tyto Casti se nazyvaji kulova usec.

Podle Archimédova zékona je ¢ast ponofend v dolni kapaliné nadnasena silou
F> = V202g9. Podobné na horni ¢ast koule piusobi vztlakova sila Fi = V191g9. Nyni
nam staci pfidat pusobeni tihové sily a mame rovnovahu sil F1 + F> = Fg, kam
dosadime piedchozi vysledky a zkratime g. Obdrzime Vi1 + V202 = (V1 + Va2)o.

V zadani jsme se ptali, jakd ¢ast objemu koule se nachazi v horni a jakd v dolni
kapaliné? Zajima nés tedy pomér Vi a Va. Ten ziskdme nékolika tipravami pted-
chozi rovnice.

i_—e2toe
Va o1—o
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Sesterskd planeta

Hned na zacatek si zavedeme rozumné predpoklady, ze kterych budeme déale
vychazet. Vzhledem k tomu, Ze planetu velikosti Zemé nejspiSe chceme objevit,
protoze by nas zajimalo, kde by mohly zit podobné formy zivota jako na Zemi,
tak od planety pozadujeme, aby obihala po draze s nizkou excentricitou — kon-
krétné pro jednoduchost budeme uvazovat, ze se pohybuje po kruznici (vysoké
excentricita by zpisobovala velké rozdily teplot v pritbéhu roku).

Je zfejmé, ze k poklesu jasnosti dojde v okamziku, kdy planeta prechazi pies
hvézdu. Tato metoda objevovani exoplanet se nazyva fotometrickd metoda. K za-
krytu mize dojit pouze u hvézdnych soustav, jejichz rovina, ve které obihaji pla-
nety, protina nasi Slunecéni soustavu. To je relativné vzacné a proto je tato metoda
prakticky nepouzitelnd pro objevovani planet. Pro to se prakticky pouziva casto
naptiklad Dopplerova metoda, kterd z posunu spektralnich ¢ar v prtibéhu casu
urcuje zménu radialni rychlosti a z toho pak i pfitomnost exoplanety.

Ale zpét k teoretickému vyuziti nasi metody. Na obrazku 4 muzete vidét sche-
maticky nacrt toho, jak by se ndm mohly jednotlivé polohy planet jevit (jedna
se vlastné o rtzné projekce kruznice s kouli ve stfedu) Moznost a) je pro nase
pozorovani vubec nejlepsi — planeta prechazi blizko stfedu hvézdy a prechod ji
tedy bude trvat nejdelsi ¢as. P¥i pfechodu u soustavy b), kdy planeta prechdzi
sice pres svou hvézdu, ale prochazi blize ke kraji a prechod ji bude trvat kratsi
¢as. V piipadech ¢) a d) bychom touto metodou planetu viibec nemohli objevit.
V pfipadé c), kdy je orbita alespoin naklonénd, pak lze pouzit napf. zminénou
Dopplerovu metodu. V pfipadé d) (kdy planeta obihd v roviné kolmé na spojnici
pozorovatel — hvézda) se d4 pouzit napi. astrometrickd metoda, kterd pfitomnost
planety urcuje na zakladé zmén polohy hvézdy na obloze.

Nyni jiz k samotnému vypoctu doby prechodu planety. Predpokladame, zZe jev
miZzeme vibec pozorovat (soustava mé zvolenou dobu ob&hu pravé takovou, ze
pokud je soustava v nevhodné pozici pro pozorovani (napf. z naseho pohledu za
Sluncem), tak je v nevhodné pozici kazdy rok). Uréime maximalni dobu pfechodu
(pfipad a) z obrazku 4. V zadani je pfimo Feceno, Ze planeta ob&hne hvézdu
jednou za rok a tedy tak casto také budeme moci pozorovat prechod. Oznac¢me
vzdalenost pozorované soustavy od nas jako d = 10 pc. Jak bylo v zadani uvedeno,
tak muzete pokladat rozméry v soustavé obdobné jako v Slunecni soustavé a pro
fadovy odhad vezmeme z matematicko-fyzikdlnich tabulek tidaje na dvé platné
cifry. Polomér hvézdy je Rs = 7,0 - 108 m, hmotnost hvézdy Ms = 2,0 - 100 kg.

Vzhledem k tomu, Ze roli dostiedivé sily Fy hraje sila gravitacni Fg, da se
vyjadrit jako )

Fy :Mp”?, F, = 2 Ms

rz

kde Mp je hmotnost planety a Ms hmotnost hvézdy a tyto spliuji podminku
Ms > Mp. Déle c=6,67- 10 ' N - m? - kg2 je gravita¢ni konstanta a r je vzda-

2
v Mp M, M,
Mp— = 5 5 = v= %—S.

r r r
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Pfi¢emz pro pohyb po kruznici plati v = %, kde T je doba obé&hu (1rok). Odtud
pak zase plyne

422 Ms 3 P
=x— = r"=-—T"Ms.
T2 r 4m2 S
Vzhledem k tomu, Ze vSechny proménné na pravé strané rovnice jsou stejné jako
pro Zemi, tak obiha planeta kolem cizi hvézdy také po draze o poloméru r =

=1AU=15-10"m.

b)

a)
e D
NI NN

<) d)

Obr. 4. Mozné pozice orbity planety vi¢i ndm jako pozorovateli (ve
zkresleném méfitku)

Zbyva si uz jenom vypocet vyrazné zjednodusit zdiraznénim splnénych pred-
pokladt a to, ze d > r > Rs. Proto mlzeme brat, ze drdha, kterou planeta
z naseho pohledu urazi pred svym sluncem, je 2Rs. Potom uz dobu pfechodu ¢
spocitame jednoduse z rychlosti obéhu planety v

. 2Rs . 2\/77Rs
v v 2 Ms

Ptechod planety pies hvézdu tedy bude trvat maximalné cca 13 hodin.

t =~ 13 hodin .
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Kdyby nas zajimal odhad o kolik procent klesne v této dobé hvézdeé jas L, pak
si to muZeme vypocitat z poméra prurezi hvézdy Ss a planety Sp vzorcem

2
L Ss Rg

Pokles jasnosti je tedy velmi maly a méfeni by bylo naro¢né i na rozliSovaci schop-

nost dalekohledu.

V pfipadé, Ze by v soustavé bylo vice planet (coz se zdd z dosavadnich po-
zorovani daleko pravdépodobnéjsi, nez ze by planeta byla v soustavé sama), pak
budeme pozorovat ro¢né prumeérné vice poklesti. To, jak Casto, by zalezelo na tom,
jestli vaéi planeté, kterou jsme pozorovali, obihd po draze blizsi své hvézdé (pak
obiha Castéji nez za rok), nebo po vzdalenéjsi. Teoreticky by mohla obihat i po
stejné draze, ale je vysoce nepravdépodobné, ze by takova soustava vznikla. Prave
diky tomu, Ze je nepravdépodobny vyskyt dvou a vice planet na stejné obézné
draze, pak mizeme rozpoznat planety pravé diky rtiznym dobam obéhu. Dalsim
rozliSovacim znakem mize byt prave rozdilny pokles jasnosti pfi pfechodu planety,
ktera ma jinou velikost. Mohlo by se i stat, ze bude prechazet vic planet zaroven,
ale to pravé mizeme teoreticky také rozpoznat pomoci toho, Ze pokles jasu bude

Uloha |.2 ... ki&a bez &erta

Jakub ma u babicky kacu, na jejiz horni plose je nakreslena spirala. Kacu roztocime
a divdme se na ni shora. Jaké obrazce pozorujeme a proc¢?

To, co uvidime na kaci, bude zaviset zejména na jeji th-
lové frekvenci otaceni wy. Existuji dvé oblasti, ve kterych se
0 obrazce budeme zajimat. Lidské oko totiz mé uréitou dobu
odezvy, po kterou mu trva zareagovat na zménu obrazu. Mimo-
chodem, zptsob, jakym lidské oko snima obraz a jakym jej na-
sledné vyhodnocuje, je pfinejmensim zajimavy. Napiiklad véci,
které mame v periferni oblasti vidéni, vidime cernobile a mozek
si barvy vymysli podle toho, co vidél v bezprostfedni minulosti.
Ostré barevné vidéni se omezuje na zlutou skvrnu. Vratme se
tedy k celkové odezvé oka. Ta ¢ini asi 1/25s. V technice bychom
ji popsali obnovovaci frekvenci fo; wo = 2% fo. D& se tedy o¢ekavat, Ze se obrazec,
ktery uvidime na kaci, bude lisit podle toho, jestli je kdCa rychlejsi nez oko nebo
naopak.

Obr. 5. Kaca
pred
roztocenim

a) wk < Wo
V takovéto situaci jesté dokazeme rozlisit to, Ze na kac¢i je namalovana
spirala. S postupnym zvysovanim frekvence se nam bude ¢im d&l tim vic ob-
tiznéji rozliSovat, zZe spirdla nejsou namalovana kolecka. Podle sméru navinuti
spiraly se nam bude zdat, ze kolecka se priblizuji ke stfedu nebo ke kraji. Toto
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je viceméné jenom psychologicky efekt, pokud bychom nahradili oko kame-
rou s odpovidajicim poc¢tem snimkt za sekundu, vidéli bychom stale rotujici
spiralu.
Wk > Wo

Zde je situace zajimavéjsi. Pfedstavme si (pro jednoduchost), ze se divame
na polopfimku vychézejici ze stfedu spiraly. Kazdému bodu ve vzdalenosti r
na této polopfimce mtizeme prifadit hodnotu od 0 do 1, kterd bude odpovidat
tomu, jak ¢erny jej uvidime (0 je Cernd, 1 bild). Oznacme tuto veli¢inu v(r).
Béhem okamziku, kdy oko snimé barvu tohoto bodu, jim projde oblouk,' na
kterém se stfidaji cerna a bila barva. Pomér mezi ¢asti tohoto oblouku, ktera
je ¢erné a celkovou jeho délkou odpovida barvé, kterou uvidime. Presnéji

o2

kde b(wk/wo) je délka oblouku, kterou zabird ¢ernd barva a r je vzdalenost
zkoumaného mista od stredu.

Zde naSe uvahy utneme, protoze poéitat b(wk) pro neznamou spirdlu je
ponékud obtizné (kromé parametrt spirdly také zavisi na pomeéru wy/wo),
a odkdzeme na pokusy, které jste si sami doma provedli. Nékteri fesitelé si
spiraly ze zadani nalepili napt. na disk brusky a zjistili, ze se takto na kace
objevi soustfedné kruhy, které vsak nikam dal jiz necestuji. Nékterym z vas sice
cestovaly, ale to je jen dalsi klam spojeny s tim, Ze osa kona precesni pohyb,
¢imz se v Case efektivné méni rozlozeni cerné a bilé na spirdle. Na zavér jesté
zminme, Ze pro vhodnou spirdlu (napf¥. r1 = kg, 72 = k(p + 0)) lze dosdhnout
i toho, ze vysledny obrazec mutze mit jednu barvu.

1)

Je delsi nez obvod kruZnice na niz lezi, zvlast pro velmi vysoké wy.
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Uloha 1.3 ... houpaci ki

Nehmotna tyc¢ délky h je ve stiedu pfipevnéna na nehmotny oblouk o vrcholovém
thlu 2¢ a poloméru R. Na konci tyce je zavazi m. Pohyb probiha pouze v roviné.
Urcete podminky stability a periodu kmitu takovéhoto houpaciho koné.

Nejprve si udélejme v celé situaci jasno. Na obrazku je nakreslena rovnovazna
poloha a vychylena poloha spolecné s pisobicimi silami. Gravitacni silu netfeba
ozfejmovat. Normalova sila podlozky Fx pusobi proti ni a tfeci sila F; zajistuje,
aby se kin kromé otaceni kolem bodu O a posouval ve sméru osy x, a tim padem
neprokluzoval.

a) Aby byla soustava stabilni, musi pfi vychyleni z rovnovahy vznikla sila ptsobit
proti této vychylce. Z obrazku a hlavné zakreslenych pusobicich sil vidime, ze
tato podminka bude splnéna, pokud R > h. Tehdy bude vznikly moment sily
F; ptisobit proti natoceni koné.

b) Protoze houpaci ki1l neprokluzuje a nez ho pustime, tak se nehybe, musi platit
a = he, kde a je zrychleni zavazi a € je tthlové zrychleni koné kolem zavazi.
Moment setrvacnosti koné kolem zavazi je nulovy, jelikoz veskera jeho hmota
je soustfedéna pravé v zavazi. Moment pusobicich sil vi¢i tomuto bodu tak
musi byt nulovy, jinak bychom dostali nekone¢né thlové zrychleni. Pro malé
kmity tak dostaneme

mg(R — h)a = Fn(R — h)sina = Fih(1 — cos a) = Fih,

R
thmga<ﬁ—1).

mhe = ma = —F, = —mga (— —1) ,

Daéle z Newtonova zakona

v éem? poznivame rovnici harmonického oscilatoru®, ze které vyéteme®

kde ¢ = h/R.

Vsimnéme si limitnich pfipadt. Pro ¢ — 1 je w — 0, coz odpovida prosté kouli.
Ta pii vychyleni také nekmité. Pro g > 1 je frekvence imaginarni, coz koresponduje
s tim, Ze soustava v takovém pripadé neni stabilni. Pro ¢ — 0 mame w — 00, coz
odpovida napiiklad micku skdkajicimu do nekonecéné malé vysky. Pro ¢ — —oo
je konecné w ~ \/g/|hl|, coz odpovidd matematickému kyvadlu, ve které houpaci
ktn prechézi.

2) Pro harmonicky oscilator plati (zrychleni) = —(konstanta) x (vychylka).
3) w = /(konstanta)
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Uloha I. 4 ... bublifuk

Mara si koupil bublifuk a jal se na balkoné vyfukovat bubliny, venku byl staly at-
mosféricky tlak po. Kdyz se mu jedna obzvlasté povedla (méla polomér r a hmot-
nost mydlové vody bylam ), zamyslel se a vypodital jeji celkovou tepelnou kapacitu.
Ucinte totéz.

Nejprve provedeme ptedbézné pozorovani, které ndm osveétli, co je to povrchové
napéti . Pokud bychom povrch kapaliny roztizli, z obou c¢asti by se vytvorily
kulicky. Proto si predstavujeme, ze v mysleném fezu drzi pohromadé kazdy tsek
délky Al mali skiitkové silou o velikosti

AF = oAl (1)

a sméru kolmém k roviné fezu. Vynasobenim (1) kouskem drahy As ve sméru
pusobeni sily dostavame zménu potencialni energie pfi zvétseni povrchu AA

cAlAs = cAA.

Bublinu rozfizneme stfedem, ¢imz vznikne obvod 2rr a odpovidajici sila 4nro
za vnitini i vnéjsi povrch bubliny, kde r znaci polomér bubliny. Tu musi vyrovnat
tlak uvnit¥ plynu p piisobici na prifezu wr2. Z rovnosti sil vyjde

o

)
T

coz lze snadno zobecnit tak, Zze p — p — po znamena pretlak.
Tepelna kapacita C' se definuje jako teplo @, které musime dodat, abychom
zvysili teplotu télesa o jednotku

Q = CAT,

zatimco atmosféricky tlak se neméni. Tepelnd kapacita fika, jak je tézké téleso
ohfivat, jak moc tepla se do ného vejde pii jednotkovém zahiati. Pro dodané teplo
plati

Q = cAT + AU + AUpov, (2)

kde prvni ¢len vyjadiuje, ze se mydlova voda ohfiva s kapacitou ¢, druhy c¢len
odpovida vnitini energii plynu AU = Cy AT, kde Cyv se nazyva kapacita plynu
pri konstantnim objemu a tieti ¢len vyjadfuje zménu potencialni energie ulozené
na povrsich AUpov = 20AA.

Sta¢i ndm tedy zjistit, jak se zméni plocha A A pfi zméné teploty AT. Pfitom
vyjdeme z vzorce pro objem koule V' = Ar/3, ktery je stejny jako vzorec pro objem
kuzele, a ze stavové rovnice idedlniho plynu

nRT =pV = (p0+4TU)V:pOV+ %A,
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kde n znaci latkové mnozstvi plynu a R plynovou konstantu. Z této rovnice zjistime
snadno prirtstky A
nRAT = poAV + gUAA. (3)

Zbyvéa najit vztah mezi prirtstkem plochy a objemu (podrobné viz kap. 0
letosniho seridlu). Ze vztahu pro délkovou a objemovou roztaznost plyne

gBr _ AV
r oV
a analogicky vztah mtzeme napsat pro plosné prirastky
2Ar _AA
r A

Ovsem z roznasobeni posledni rovnice mame
1
ETAA = AAr=AV,

kde posledni rovnost ma u koule nazorny geometricky vyznam, kterého se pou-
ziva pFi odvozeni vztahu pro objem koule: Pfirtstek objemu je pfiblizné ,kvadr*
o podstavé A a vysce Ar.

Dosazenim do stavové rovnice (3)

nBAT = (po+ 32 ) A4,
2 3r

a do rovnice zachovani energie (2) dostavame kapacitu bubliny

4 /
Cfc—FCV—FfO-&_C—FC\/—Fﬂ, (4)
r 240 2,

0+3r p0+§p

v niz rozhoduje kapilarni pietlak p’ = 4o /7.

Je jasné, ze bychom mohli ekvivalentné uvazovat praci plynu (p — po) AV, kde
AV znadi zménu objemu. Pak bychom misto posledniho ¢lenu v (2) dostali praci
konanou plynem

4o 40 nRAT
o-m)av =22 (Graa) = 22 2ET
T T o+ 8a
3r
coz dé posledni ¢len v (4). Pro monoatomarni plyn Cv = %nR Ize napfiklad

kapacitu zapsat

C’:c—i—;nR(l—&—(l—piOQ)),
2 po + 31’

takZe vidime, Ze ¢len z povrchového napéti ma stejnou velikost jako kapacita plynu
pouze pro malinké bublinky p’ — oo a Ze pro velké bubliny p’ — 0 se povrchové
napéti vitbec neuplatni, coz jsme cekali.
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Uloha | .P ... Edudant a Francimor

Dva svétaznali cestovatelé, jeden tlusty a jeden hubeny, se cestou v letadle dohaduji
o tom, kdo z nich by déle piezil v extrémnich podminkach daleko od civilizace.
Rozsoudite je, kdo vydrzi déle ve velkém horku (50°C), v mrazu (—5°C), na
hladiné klidného tropického more po potopeni lodi, v hurikanu nebo pii silném
snézeni? A jak by to mohlo dopadnout, kdyby je zastihlo mohutné zemétieseni
v centru velkomésta? Kromé jejich télesné stavby mezi nimi nejsou zadné rozdily,
oba jsou stejné obledeni a nic dalsiho s sebou nemaji (zadné jidlo, vodu, sirky ani
Jjiné vybaveni). Neuvazujte ani zadné vnéjsi vlivy, které nejsou zminény (dravou
zvéF, Zraloky, kanibalismus apod.) Snazte se byt napaditi a vsimejte si i malickosti.

V zadéani je naznaceno, ze jediné, v ¢em se nasi dva cestovatelé lisi, je télesna
hmotnost. Tloustik na sobé bude mit zjevné mnohem vétsi mnozstvi tuku, takze
se musime podivat, jaké fyzikalni vlastnosti ma tuk a jak to bude ovliviiovat
jednotlivé pripady.

Ve velkém horku (tedy feknéme 50 °C) bude mit vétsi problém tloustik. Pro¢?
Predpokladejme, zZe ¢lovék je z velké ¢asti slozen z vody, kterd ma vysokou tepel-
nou kapacitu (cca 4800 J-kgflel)7 tedy je pomérné tézké ji ohrat. Télesny tuk
je pomérné komplexni sloucenina, nicméné za jeho zdklad mtizeme vzit glycerol,
jehoz tepelnd kapacita je oproti vodé poloviéni (cca 2400 J~kg71K71) 4. Je tedy
ziejmé, ze zahtfat tuk je mnohem jednodussi, tudiz tloustik bude mit problém
prezit v teplém prostfedi. V zimé bude mit vétsi problém stfizlik. Sice je pravdé-
podobné v lepsi fyzické kondici a mohl by zvlddnout regulaci télesné teploty, ale
pramalo mu to pomuze. Tuk v tomto ptipadé funguje jako tepelna izolace

V hurikdnu bude nejvétsi roli hrat to, jakou mé dotyény hmotnost. S tlous-
tikem bude téz8i viibec pohnout (sta¢i si vzpomenout na Newtonovy pohybové
zdkony), zato nizkd hmotnost bude zna¢nou nevyhodou, nebot stfizlika hurikdn
snaze ,sfoukne“.

Ve snézné boufi je hlavnim faktorem preziti to, jak moc se namoc¢ime. Vlhké
obleceni totiz ztraci veskeré izolacni vlastnosti. Kdyz se podivame na G¢inny prifez
nasich dvou cestovatell, bude jasné, ze vic snéhovych vlocek, tedy vlhkosti na sebe
nachyta tloustik. Z toho pohledu mu hrozi rychlejsi umrznuti a tedy rychlejsi smrt.

Co se tyce ztroskotani lodi, musime se zamyslet nad hustotami, jelikoz je
znamo, ze méné hustd kapalina plave na hustéjsi. Hustota motské vody je cca
1,025 g-cm ™2, hustota tuku je cca 0,9g-cm™2. Z toho vyplyva, Ze tloustik si na
hladiné bude plavat jako bdjka, kdezto stfizlik bude muset vynakladat energii na
to, aby plaval, jelikoZ svalstvo m4 hustotu cca 1,1g-cm™3. ® Energie mu pravdé-
podobné brzy dojde, takze zemfte diiv.

V zemétfeseni je situace pomérné slozita. Musime se prvné zamyslet nad tim, co
je tfeba udélat v pripadé zemétieseni. Prirucky radi, Ze jsme-li v mistnosti, je tfeba
se schovat pod postel nebo stil a nevyskytovat se v blizkosti oken nebo tézkych

4) http://wuw.sjlipids.com/fattyacd.htm
5) http://www.netwellness.org/question.cfm/46403.htm
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véci, které na nas mizou spadnout. Tloustik muze v tomto pripadé mit problém
se pod postel ¢i stil vlézt. Nicméné obecné ma vétsi stabilitu, tedy je tézsi jej
vyvést z rovnovahy. Pokud by mél utikat po tfesouci se zemi, utece spis. V nasem
ptfipadé jsme v centru velkomésta, tedy nejmoudfejsi véc, co mizeme udélat je
zustat v budové a schovat se. Pokud nasi cestovatelé budou zavaleni, jsou jejich
Sance asi tak stejné. Lehkou vyhodou stfizlika je, Ze se vleze do mensich prostor
a ma pravdépodobné lepsi fyzickou kondici, tedy spiSe se ze zavaleni dostane.
Nicméné v pripadé zranéni jsou oba stejné ztraceni. Pro nazorné experimentalni
fedeni doporucujeme shlédnout videa Brainiac.®

Uloha Il.1 ... rozcvi¢ka

a) Jakubova snidané
Jakub ji k snidani cerealni kulicky o hustoté o, které si sype do misky ve tvaru
komolého kuzele (horni podstava md polomér R, spodni r a vyska je l), ve
kterém ma do vysky h nalité mléko. Koeficient zaplnéni prostoru koulemi je ».
Kolik nejvice kulicek muze do misky nasypat?

b) magneticky monopol
Mame velkou plechovou desku, kterou zmagnetujeme tak, Ze na jeji horni plose
bude severni magneticky pdl (a na dolni plose ten jizni). Vylisujeme z ni dvé
stejné polokoule. Na vnitini strané obou polokouli je ted jizni a na vnd&jsi
severni pdl. Polokoule k sobé pfiblizime tak, Ze vyrobime celou kouli. Ta ma
nyni venku pouze severni pdl, takze se chova jako magneticky monopdl. A nebo
ne? Co nam vytvoreni takovéto koule zabrani?

Jakubova snidané

Uvazujme, ze pokud kulicky dosdhnou okraje misky, tak se rozsypou a po-
kud okraje dosdhne mléko, tak se rozlije. Ozna¢me m hmotnost kulicek, kterou
hledame. Dale plati

kde V je celkovy objem misky, V}, je objem mléka a rp, = r+h(R—1)/l je polomér
hladiny mléka.
Obecné mohou nastat t¥i pripady:
a) Hustota kuli¢ek je mensi nez hustota mléka a kulicky plavou na mléku.
Objem misky je rozdélen na tii ¢asti. Dole je jen mléko, uprostied je mléko
s kulickami a navrchu jsou jen kulicky. Ozna¢me Vi, objem kde je jen mléko,

6) http://www.youtube.com/watch?v=ZS5zpQqbalw
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Vim objem kde je mléko s kulickami a Vi objem kde jsou jen kulicky. Dale
ozna¢me pn, hustotu mléka a g hustotu kulicek a nakonec m jejich hmotnost.
Pak plati linedrni soustava rovnic o ¢tyfech nezndmych

5
6
7
8

m = #VikmOm ,
m = 3 (Vim + Vi) 0k,
Vi = (1 — %)Vkm + Vm,

(
(
(
V =Vm + Vikm + Vi, (

)
)
)
)

kde V je objem celé misky a V}, je celkovy objem mléka. Rovnice (5) vychazi
z Archimédova zdkona, (6) vyjadfuje celkovou hmotnost kuliéek, (7) vyjadiuje
celkovy objem mléka a (8) je celkovy objem misky. VyFesenim této soustavy

ziskdame
_ #oma(V = Vi)
om — (1 =)ok
Podminka plavani kulic¢ek je ovéritelna nerovnosti m < V gy .
b) Kuli¢ky narazily na dno a prepadavaji kulicky.
Kulicky zabiraji cely objem misky, mléko je v prostoru mezi kulickami. Pak
plati

m = Voxsx.
Podminka pro naraz na dno je
2V
m> hOm ,
1—

kterd vychazi z Archimédova zdkona, kde V},/(1 — ) je objem, ve kterém se
nachézi mléko.
¢) Hustota kulicek je vétsi nez hustota mléka a mléko pretede.
Kulicky zabiraji objem velikosti V' — V},, a tedy

m = Qk(V—Vh).

Podminka pro pfeteceni mléka je V3, > (1 — 3)V, tedy mléka je vice, nez by se
veslo do mezer mezi kulicky.

Pro nalezeni spravného vysledku pro konkrétni hodnoty by tedy bylo potieba
provérit vSechny tfi moznosti a zkontrolovat, které jsou splnény podminky.

Magneticky monopol

Jedna z Maxwellovych rovnic nam ik, ze tok magnetické indukce libovolnou
uzavienou plochou je nulovy. Matematickou symbolikou lze zapsat

fB.dszo,
S
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kde B je pole magnetické indukce, S je uzaviend plocha a dS je vektor velikosti
elementu plochy s normalovym smérem.

To ovSem plati za predpokladu, Ze neexistuje magneticky monopdl. Kdyby exis-
toval, platila by obdoba Gaussova zdkona elektrostatiky i pro pole magnetické: Tok
magnetické indukce libovolnou uzavienou plochou je pfimo imérny magnetickému
naboji uvniti plochy. Zapsano

?{BdS:kM,
S

kde k je konstanta imérnosti a M je celkovy magneticky naboj uvnitf plochy.

Zadna z polokouli magnetick§ naboj nemé a proto uzavieme-li libovolnou
z nich do plochy, magneticky tok touto plochou bude nulovy. Z principu super-
pozice musi platit, ze magneticky tok plochou, kde jsou uzaviené obé polokoule
musi byt roven souc¢tu toku plochou ve chvili, kdy obsahuje pouze prvni a pouze
druhou polokouli. Sec¢tenim dvou nul ziskdme znovu nulu a vysledny tok je zase nu-
lovy. Vidime tedy, ze se magnetické G¢inky polokouli vyrusi a ziskdme magneticky
neutralni kouli.

Jinymi slovy: bez monopdlu monopdl nevytvoris.

Uloha II.2 ... Lennard-Jonestiv potencial

Mezi dvéma atomy inertniho plynu pusobi tzv. Lennard-Jonesiiv potencial

o 12 o\6
vr) =4 (%) - (%))
m=1((5)"- (%
Predpokladejte, ze pohyb atomii je omezen na piimku. Urcete rovnovaznou po-

lohu, aniz byste derivovali! Vyznam konstant o a € bude podrobnéji vysvétlen ve
vzorovém FeSeni.

Lennard-Jonesiv potencial je zjednodusenym matematickym modelem chovani
dvou ¢astic plynu. Chovani ¢astic zavisi na jejich vzdalenosti R a modeluje se pouze
v jedné dimenzi.

Pro lepsi predstavu muzeme vidét na obrazku, jak vypada zavislost potencialni
energie na vzdalenosti mezi témito ¢asticemi. K urceni rovnovazné polohy tedy
vlastné musime zjistit, kde je minimum této kfivky, kterou mizeme popsat rovnici

o\ 12 o\6
vy =4 ((%) - (%)) 9
(m =1 ()" - (% ©
Minimum bez derivovani mizeme zjistit pomoci upraveni na ¢tverec.
Pro vétsi prehlednost si nejprve zavedeme substituci

205,/
A= o
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Pravou stranu rovnice (9) pak muZeme pfepsat jako
U(R) = A> —2Ae = (A — \/e)* —¢. (10)

Pro doplnéni na ¢tverec jsme pricetli a odecetli € (éimz se hodnota nezméni) a jiz
vidime, ze kvadraticky ¢len bude (A — /¢) a konstantni —e. Z tohoto tvaru je jiz
patrné, Ze minimum mé potencidl v bodé A = /g, tj.

ro = oV/?2.
Hloubka tohoto minima je rovna

U(’r’o) = —€.
Vypocteme-li U(c) = 0. Nyni je jiz zndm vyznam konstant o a . o je vzdélenost,
které odpovida nulova energie a ¢ je hloubka potencidlové jamy.

K vyfeseni tlohy miuzeme pouzit i jiny obecnéjsi postup. Budeme zkoumat
rovnici U(R) = Uy a hledat Uy takové, aby tato rovnice méla pravé jeden kofen.
Tento je extrémem a jemu odpovidajici konstanta Up jeho hodnotou.

Ukazme si tento postup v praxi. Vyjdéme z rovnice (10).

A2 — 24— Uy =0.
Tato rovnice bude mit jeden kotfen, pravé tehdy pokud diskriminant D = 0, tj.

D =4A% +4A%Uy =0,

toto je splnéno pro Uy = —e. Déle pro jediny kofen této rovnice plati
2
A= % =/e.

Tento vysledek se shoduje s vysledkem uvedenym vyse.
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Uloha II.3 ... prekapdva&

Lukas si k psani protokoli z praktika varil —
kavu a mirné si upravil kavovar. Ke dnu na-
dobky pridélal zahnutou trubicku, na kterou na-
motal topnou spiralku. Spirdlka byla ve vysce d
nade dnem nédobky (viz obréazek), hladina vody
ve vysce h. Parametry trubicky a spiralky jsou I
pravé takové, aby para vznikla varem vody pri-
vadéné z rezervoaru v nadobce vytlacovala vodu h
nad sebou nahoru. Spoctéte vykon, ktery mu- d
sime dodavat do spiralky, aby z tsti trubicky ve
vysce | vytékala voda. Jaka je ucinnost takové-

T

hoto tepelného stroje? (4 body) Obr. 6. Pickapévad
Béhem vyroby kivy se bude v trubici v bliz- @ stoupajici bublina unasejici
kosti spirdlky odpafovat voda, a takto vznikla trochu vody

vodni para bude vytlacovat nad sebe vodu, kterd pak bude vytékat z kavovaru.
Nad spiralkou bude tedy smés vody a vodni pary.

V trubici musi nastat rovnost hydrostatickych tlakd. Oznacme ps hustotu smési
vody a vodni pary nad spirdlkou a jako o, hustotu vody. Plati

(h—d)ovg = (I — d)osg -

Oznaéme AV objem smési pary a vody, kterd vytece za ¢as At. Hmotnost
vyzdvizené smési necht je Am. Nyni zanedbdme hmotnost pary v kapilafe. Ozna-
¢ime-li AV, objem vody a AV}, objem pary; AV = AV, + AV, dostavame

h—d
AV, = AV (1 - %) (12).

Nyni se zamyslime, co se stane, kdyz ohfivime vodu spiralkou. Za kratky
Casovy usek At se odpaii voda o hmotnosti AV, 0, a z Gsti trubicky vytece AV,
vody. To ndm umoznuje vypocitat dodavané teplo, které je urcené skupenskym
teplem L

AQ = LAV, 0, .
Nyni dosadime za AV, a AV ze vztahi (11) a (12)
h—d\ l—-d

Nyni cely vyraz na pravé strané rozsitime gov (I — h)/At, protoze celkovy vystupni
vykon je Amy,g(l — h)/At. Vystupni vykon je roven energii, kterou ziskdme na
vyzvednuti vody o hmotnosti Am. z vysky h do vysky [ za ¢as At. Proto plati

AQ Loy h—d\ l—d
Pinziz 1-— Pou-
At ovg(l—h) I—d) h—d
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Algebraickymi tpravami dostavame

Pout — Qvg(h — d)P
Loy

in -

Uéinnost je definované jako vyuzitelna energie ku celkové energii. Plati tedy

_ ovg(h —d)
Loy

Jesté je potfeba vypocitat, cemu se rovna g,. Voda se vyparuje za kazdé teploty.
Var vSak nastane tehdy, pokud se tlak nasycenych vodnich par rovna tlaku okol-
niho vzduchu. Proto plati op = paMu,0/Myzduch, kde M, znaéi molarni hmotnost
latky x. Tento fakt vychazi ze stavové rovnice idedlniho plynu. Celkova tcéinnost
je smésné. Dosadime-li h —d = 10cm, L = 2,25 MJ-kg™!, dostdvame 7 = 0,05 %.

Uloha Il . 4 ... nemyslis, zaplatis

Za jakych podminek dojde k zablokovani a smykani predniho kola pfi brzdéni,
aniz bychom preletéli pies fiditka? Jaky na to ma vliv brzdéni zadnim kolem?

Soustavu cyklisty a kola budeme povaZovat za tuhé téleso (tzn. vzdale-
nosti jednotlivych bodu télesa jsou s ¢asem konstantni) charakterizované tfemi
body — styéné body pfedniho a zadniho kola s podlozkou (jejichz vzdéalenost je d)

predniho kola. Sledujte obrazek 7.

/

Obr. 7. Jizdni kolo s cyklistou a sily na néj ptisobici pfi brzdéni
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Cela soustava se pohybuje rovnomeérné primocare. Pokud zac¢neme brzdit se
zrychlenim a bude vztazna soustava spojena s cyklistou neinercialni a pfi popisu
pohybu budeme muset uvazovat setrvacné sily.

Aby cyklista nepfepadl, musi byt celkovy moment sil na néj pisobicich nulovy.
Za osu otacenti si zvolime bod styku predniho kola s vozovkou. MtiZzeme z rovnovahy
momenti urcit mezni zrychleni, pfi kterém jesté pres riditka cyklista nepteleti
(v tomto pfipadé bude normadlova slozka plsobici na zadni kolo nulovd — nez
preleti musi se nejprve odleh¢it zadni kolo). Na obrazku si miZzete prohlédnou
sily, které na celou soustavu piusobi, pak uz jsou jejich momenty ziejmé

2o = hFs —dN, =0 = ame, = 2 (13)
kde Fg je tihova sila urcend celkovou hmotnosti m kola a cyklisty, Fs = ma je
sila setrvacné zpusobend praveé zrychlenim a.

Nyni mohou nastat dva pripady zavislé na hodnoté soucinitele smykového t¥eni
s vozovkou. Bud budeme schopni dosdhnout ame, brzdénim pfedni brzdou bez
prokluzovani a nebo jiz pfi zrychleni a < amez dojde ke smyku. Abychom to mohli
posoudit, je tieba si napsat vztah urcujici velikost tfeci sily mezi pneumatikou
a vozovkou.

Nejdfive budeme muset urcit, jaky je norméalovy tlak na jednotliva kola. Pou-
zijeme prvni a druhou impulsovou vétu

wpFo = hFs —dN, =0 = N, =Pmg— gmm

T, h
Np, = —mg+ —ma. 14
7t (14)
Pro tfeci silu ptisobici na pfedni kolo plati
T, =ma<Nof = [f>Tome
Np
aby nedochazelo ke smykani, kde N, znaci hodnotu normélové slozky tihy celé
soustavy na prednim kole. Dosadime-li za Ny ze vztahu (14), muzeme vyjadiit
zrychleni a
a< gsf .
~—d—hf
Za predpokladu, Ze soucinitel smykového tieni je dostatecné velky, je vzdy mozné
dosdhnout vétsiho zrychleni neZ ame;. Potom nastane nerovnovaha momentu sil
a cyklista pfepadne pfes fiditka. Tento jev mize nastat pro

9% f 9Tp
= > mez — 5
d—hf “ h
Zp
) 1
f>5 (15)

Pokud soucinitel smykového tfeni bude mensi, nez uréuje podminka (15), do-
stane se predni kolo do smyku dfive, nez dosdhneme mezniho zrychleni ame,. Cyk-
lista jiz vice brzdit nemuze — pfedni kolo se neotaci. A pravé v ten okamzik bude
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zajimavé zacit brzdit zadni brzdou (zrychleni cyklisty je mensi nez mezni zrychleni
a tedy normalova slozka tihy N, v misté styku zadniho kola a vozovky neni rovna
nule).

Uvazujme maximalni dosazitelné zrychleni. Toho dosdhneme, pokud budeme
brzdit s pouzitim obou brzd. Pro zrychleni plati

ma =mgf .

Dosadime-li za maximalni zrychleni ame; z (13), dostdvdme podminku pro pfe-
padnuti

Tp
r>,

coz je shodou okolnosti stejny vysledek, jako pri brzdéni pouze pfedni brzdou.
Bude-li splnéna tato podminka, mize vzdy dojit k pfepadnuti.

Z tohoto vyplyva, ze brzdéni zadni brzdou nemé vliv na prepadnuti; ma vliv
jenom na brzdnou drahu.

A nakonec, pokud bude souéinitel smykového tieni nabyvat hodnot

amez_b
f< g _h’

dojde vzdy pouze ke smyku a cyklista pres fiditka nikdy nepfepadne.

Nyni je ovSem zajimavé zamyslet se nad rovnovahou cyklisty. Pokud dojde vzdy
ke smyku, cyklista mize zablokovat obé dvé kola a nic se nezméni (bude pouze
zpomalovat Gmérné velikosti tfeci sily). Rovnovaha na kole je ovSem zpiisobena
tim, Ze se kola otaci. Jsou to vlastné rotujici setrvacniky, které kdyz rotuji, tak
se ,snazi“ udrzet osu rotace ve stejném sméru viéi inercidlnimu systému (pokud
je vysledny moment vnéjsich sil nulovy, jinak pusobi momentem opa¢nym nez
moment vnéjsich sil — tim je zptsobena napfiklad precese), tedy ndm poméhaji
udrzet na kole rovnovahu. Pokud by se kola netocila, s velkou pravdépodobnosti
cyklista spadne na bok.

Z toho plyne jediné ponauceni — i kdyz myslis, tak zaplatis, ale aspon si mutizes
vybrat kolik!
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Uloha Il . P ... émoulové a Darth Vader

Po nadychani se helia se ¢lovéku méni hlas tak, ze mluvi jako Smoula. Stejné to
funguje, nadychdte-li se vodiku (kufdci, pozor!). Ale dd se dosdhnout i zmény
na hlas podobny Darthu Vaderovi, nejznaméjsim médiem je fluorid sirovy. Jak
funguje zména hlasu? Pokuste se ji kvantitativné odhadnout.

Nejprve si povime néco o tvorbé hlasu — kde a jak vznikd, a to ndm néasledné
pomiize pii tvaze, jak dochazi ke Smoulovskému efektu.

Zékladni vlastnosti lidského hlasu jsou dany fyziologii hlasového ustroji. Vy-
znam ma predevsim délka hlasivek (u Zen se udava pro sopran 14 az 19 mm, u muzt
pro bas 24 az 25 mm); ¢im jsou hlasivky kratsi, tim rychleji kmitaji a bézny mlu-
veny hlas je vyssi. Intenzita prace hlasivek je mimotadné velké. I kdyz u velmi hlu-
bokého hlasu je vyluzovana frekvence jen 50 Hz, zenské vysoké hlasy vSak dosahuji
az 480 Hz. Déle hlas vychéazejici z hlasivek nemé barvu lidského hlasu. Charakte-
ristické znéni, individualni pro jednotlivce, ziskava az prichodem nadhrtanovymi
prostorami — rezonatory, v nichz se méni nékteré ze svrchnich téni zakladniho
hlasu. Na konec¢ném efektu se podili i rezonance celé lebe¢ni dutiny a licnich kosti.
Zménou postaveni rti, jazyka, hrdla je mozno barvu hlasu modifikovat. Samotny
hlas pak vznika tak, ze proud vzduchu z plic rozechviva seviené hlasivky, ¢imz
vznikaji zvuky o rdznych kmitoctech.

Obecné se dé Fici, ze hlasivky vydavaji jednak jeden konkrétni t6n a mimo toho
jesté celé spektrum vysSich tént. A v tom je pravé ten trik. Zakladni frekvence
feci je totiz nezavislad na tom, zda testovana osoba dycha ve vzduchu nebo v heliu
— hlasivky totiz kmitaji v obou pripadech se stejnou frekvenci. Z hlasivek se ozyva
zakladni ton, ale jiz zminéné spektrum vyssich téni se chova ve vzduchu a v heliu
odlisné. V dutinadch vyplnénych vzduchem zesili urcité frekvence a v dutinach
s heliem zase jiné — vyssi frekvence. A pro¢ pravé vyssi? Rychlost Sifeni zvuku
v heliu je pfiblizné ti¥ikrat tak vétsi nez ve vzduchu. Tyto vyssi frekvence pak
méni nas pocit z toho, jaky hlas slySime, tedy méni barvu a artikulaci, ale neméni
zédkladni tén!

Chcete-li si doma zkusit, Ze to tak opravdu je, navrhuji nasledujici experiment:
Sezente si heliovy balonek a néjaky dechovy néastroj — napt. flétnu, trubku apod.,
ktery ndm poslouzi jako jakysi rezonator. Jednoduse na néj zahrajeme nékolik za-
kladnich intervalti, nacez si dychneme helia (experimentujte opatrng, prosim!). Co
se stane: Tény se posunou nékam Gplné jinam nez jsme zvykli, budou vyssi, pfi-
¢emz se vSak intervaly zachovaji! Pro prehledné vy¢isleni se daji vyuZzit poéitacové
programy nebo osciloskop, ale myslim si, Ze pro nazornost toto bohaté staci.

Co se zmény hlasu na Darth Vadera tyce, neméli jsme prilezitost experimento-
vat, nebot se fluorid sirovy ned4d sehnat v mensim baleni nez 10kg. Ale princip je
obdobny jako u helia, jen uvazujeme tak, ze spektrum vyssich tént dopliujici za-
kladni tén se neozve jako vyssi, ale nizsi. Rychlost Sifeni zvuku ve fluoridu sirovém
je totiz o néco mensi nez ve vzduchu.
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Uloha Il .1 ... rozcvicka

a) dr. Nec
Terka byla o vikendu tahat dfevo. Objem dfeva se méri dvéma zpiisoby:
na kubiky (1m® dievo-hmoty bez vzduchovych mezer mezi klidami) a na
plnometry (1 m’is mezerami). Naleznéte pievodni vztah mezi témito dvéma
jednotkami (tj. kolik plnometri odpovida jednomu kubiku) v zavislosti na
poloméru klad, ze kterych se sklada hranice. Klady povazujte za dokonale
hladké valce, které se skladaji na sebe.
b) bublifuk
Foukame do mydlového povrchu na pocatku kruhového tvaru tak, aby mél
tvar kulového vrchliku o poloméru r. Odhadnéte, jakou rychlosti do néj musime
foukat?

Dr. Nec

V zadéani jsme se trochu, trosicku spletli. Zkuseni dfevafi nam to snad odpusti,
a znali FeSitelé chybu objevili. Prodejci dfeva, tedy ti vSichni dr. Necové a dr.
Vostépové, pouzivaji troje rizné jednotky pro méfeni jeho mnozstvi. Tou prvou
je skute¢ny objem dievni hmoty, tj. krychle o hrané 1 m zcela vyplnéna drevem.
Takto mérené mnozstvi dfeva se udava v plnometrech a znaci se pismeny plm.

Castéji se vSak pouziva prostorovy metr, coz je opét krychle o hrané 1m vy-
plnéna poleny, a tedy se zapocitavaji i vzduchové mezery mezi nimi. Dfevo je
v8ak urovnané, a proto jsou tyto mezery dosti malé. Nize vypoctem zjistime jak
moc malé. Prostorovy metr se oznacuje symbolem prmr, kde posledni r znamena
rovnané.

Konec¢né se muzete setkat jesté s prostorovym metrem sypanym. Piedstavte
si hromadu pohazenych nasekanych $palki dfeva, v niz vymezite krychli o délce
hrany 1m. Takové mnozstvi dieva odpovidd jednomu sypanému prostorovému
metru, 1 prms. Toto pocitat nebudeme, ale vlivem velkych mezer mezi $paliky je
zde jen asi 40 % dfevni hmoty.

Uvazujme nyni kulatiny vzorné srovnané na zelezni¢nim vagénu nebo na na-
kladnim auté. Nakladovy prostor je vymezen jednak podlahou, a po stranach také
klanicemi. Predpokladejme, ze vzdalenost mezi nimi je
celo¢iselnym nasobkem poloméru klad R, tedy Ze dolni
vrstva je tam narovnana tak ,akorat“. Pfi pokladani
druhé vrstvy se pak difevo skutali do mezer mezi kla-
dami v prvé vrstvé. Treti vrstva bude vSak podobné
jako prvni zarovnana tak akorat. A tak dale.

Na vagoénu tedy mame nékolik typu mezer. Diky
tomu, ze klady jsou dokonalé valce, mizeme celou si-
tuaci zkoumat pouze ve dvou rozmérech. Zakreslili jsme
ji do obrazku 8. Vidime celkem t¥i typy mezer: (i) mezi trojici sousednich klad,
(ii) mezi dvojici klad a sténou, (iii) mezi trojici kldd a sténou. Vypocitdme plochy
vSech téchto geometrickych utvart, ackoli pro feseni tilohy to neni nezbytné nutné.

Obr. 8. Slozené klady
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Pro vypocet obsahu S:1 vyuzijeme rovnostranny trojthelnik o délce strany 2R.
Protoze soucet vnitfnich thla v trojihelniku je w, mizeme okamzité napsat

= (45-3),

kde v/3 je poziistatek po vysce tohoto trojuhelniku.
Druhé mezera ma obsah S, ktery zjistime diky obdélniku o rozmérech 2R a R.
Pak jiz velmi snadno ur¢ime

52=R2(2—%).

Konecné se dostavame k posledni moznosti. Velikost plochy Ss je souctem
nékolika ¢asti: prvné tam je celd Sz, i kdyz rozdélend na dvé poloviny, dale obdél-
nik o strandch € a R a konecné ten zbytek, jakysi ve trech stranach ,propadly*
¢tyfahelnik. Jeho plochu oznac¢me Ss. Tedy S3 = Sa + eR + Sa.

Nejprve zjistime velikost €. Je to vzdalenost mezi dvéma kladami ob vrstvu.
PouZijeme opét rovnostranny trojuhelnik se stranou 2R. Jeho vyska je v/3R. Od-
sud /2 = V3R — R, a tedy € = 2R(\/3 — 1).

Nyni vySetfime plochu S4. PouZijeme k tomu rovnoramenny trojuhelnik s dél-
kou ramen 2R a zdkladnou 2R + ¢. Jeho vysku ozna¢me w a podle Pythagorovy
véty pro ni plati w = y/4R? — (R + %5)2 = R. Tedy rovné strana tohoto ¢tyiihel-
niku se dokonce dotyka protéjsi kulaté. Je jeji tecnou. Ted uz snadnou vyjadiime

e T R? 2 iy
si=R(R+3) -5 =F(/-3).
Dohromady proto S3 = (3\/5 — *n) R2.

Nyni je treba si rozmyslet, kolik kterych mezer v jednom plosném metru je.
Tady ndm nezbude nez zvolit vhodny prumér klad. Predpokladejme, ze klady
nakladdme na viz fady Smmps, ktery ma loznou &itku” 3100 mm. Pramér klad
zvolme napr. 310 mm, tj. R = 155 mm, a skladejme je do sedmi vrstev po deseti,
respektive deviti kusech. Viz tedy celkové pojme 67 kulatin, pfi¢emz mezer mezi
nimi bude véru pozehnané: 5- (9 + 8) prvého typu, 2- 10 druhého (uvédomte si, ze
dvé mezery v rozich jsou polovinou jedné u stény) a 2 - 3 posledné jmenovanych.

Celkovy prijezdny profil ndkladu ohraniceného obdélnikem je soucinem sirky
dolni vrstvy a celkové vysky

P =2nR (2R[%m—‘ + E{%mJ) = 4nR® (Em-‘ + EmJ (V3 - 1)) = 5,955m°,
kde n je pocet klad v nejnizsi vrstvé a m pocet vrstev. VSimnéte si vyuziti dolni

a horni ¢asti podilu m/2 pro odliSeni rizného mnozstvi stromt v sudych a lichych
vrstvach.

7 Viz http://vozy.cdcargo. cz/katalog_vozu/plosinove-vozy/smmps-54.html.
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Nés vsak zajima pomér dfevni hmoty a celkem zabraného mista

([gm[n+ [3m] - 1) =r? . (4-10+3-9)r

v P T 410 (4+3(V3- 1))

=0,849.

Toto ¢islo je pomérné dobrym vysledkem. V praxi je prevodni konstanta podstatné
nizsi (obvykle 0,65 az 0,8), nebot stromy nejsou valce a nejde je ,nacpat“ pfimo
na sebe jako v této modelové situaci.

Bublifuk

Bublifuk je oblibena détska hracka, a proto muzeme predpokladat, ze kazdy
si vyzkousel vyfouknout néjakou tu mydlovou bublinu. Kromé urcité intenzity
foukéni to v8ak vyzaduje i nemaly cit. Pfili§ prudky vitr totiz bublinu roztrhne.
Zabyvejme se pro tentokrat minimalni silou foukani, aby se bublina zdarné na-
foukla.

Foukanim udélujeme molekulam vzduchu urcéitou hybnost. Ty pak narazeji na
mydlinovou blanu tato jejich hybnost se zuzitkovdva pro udrzovani vypouklého
tvaru mydlové blany, nebot, jak zndmo, kapalina se snazi zaujmout takovy tvar,
aby jeji povrch byl co nejmensi. To je zplisobeno existenci povrchového napéti,
které vyvolava silu, jez se snazi povrch blany vratit do rovinného tvaru. Pro jed-
noduchost budeme uvazovat, ze veskera hybnost pohybujiciho se vzduchu se vyu-
zije k tomuto ucelu. Takze sila vzduchu musi byt rovna povrchové sile, zptisobené
povrchovym napétim o,

Ap 40w R?

At
kde wR? je obsah vyfukovaciho krouzku a r polomér zakfiveni vypouklé blany.
Zména hybnosti vzduchu je z p = mv na 0 (dle pfedpokladu). Je-li hustota vzduchu
0, pak za dobu At na blanu doleti vzduch o hmotnosti m = wR?vAtp, takze na
levé strané rovnice (16) dostavame vyraz mR%v?p.

Dosazenim obdrzime

(16)

4o R?
nR*v?p = "
r

odkud elementarnimi upravami ziskame vysledek

40
v=4/—.
or
Neéktefi fesitelé pouzivali ve svych feSenich integralni pocet, ale v tomto pfipadé

nepiinasi prilis vétsi presnost. Kde to neni nutné, zkuste radéji tlohy fesit bez
pouziti vyssi matematiky.
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Uloha I11.2 ... zasekanej!

Jisté jste si vsimli, ze pfi podélném parkovani zpateckou se auto mize vejit i do
celkem malé mezery. Méjme auto délky L, Sitky d se vzdalenosti kol [. Kola se
mohou otocit maximélné o « stuprit (tzv. ,plny rejd“). Do jak velké mezery
budeme schopni zaparkovat pri pouziti zpatecky? A pii parkovani popredu? Jaka
je idealni parkovaci strategie? Auto musi byt samoziejmé dokonale zarovnané
v Fadé (tj. rovnobézné s chodnikem ve vzdélenosti maximélné dy od chodniku)
a pfi parkovacim manévru se auto smi pohybovat pouze jednim smérem, tzn. bud
dopredu nebo dozadu.

Pokud si precteme jakoukoli ucebnici autoskoly, jsme nabadani k parkovani
pozadu. Zkusime nyni vypocitat, zdali je lepsi parkovat popfedu nebo doopravdy
pozadu.

Budeme fesit nikoli problém zaparkovani, ale vyjeti z parkovaciho mista. Pokud
totiz néjak otocime kola, tak se pohybujeme po stejné kfivce, jedeme-li dopiedu
i jedeme-li dozadu. Toto bude platit pro ,malé“ rychlosti parkovani, pokud bychom
parkovali smykem, tak to neni invertibilni pohyb, ale takto naprosta vétsina fidic
neparkuje.

Rozeberme nejdiive po jaké kiivce se pohybuje auto, pokud oto¢ime koly. Stu-
dujeme-li pohyb jakéhokoliv tuhého télesa v roving, existuje tzv. pdl otaéeni® okolo
kterého dochézi pouze k rotaci. Zkusime najit tento bod.

Pdl otaceni musi lezet na ose zadnich kol, protoze zadni kola se nenataceji.
Déle musi leZet na osach® obou piednich kol. Pokud by byly napiiklad obé piedni
kola otocena stejné, neexistoval by prusecik os prednich a zadnich kol, dochazelo
by ke smykani a potom bychom museli ¢asto ménit obuti. Polomér a stied otaceni
muzeme tedy urcit pomoci jednoduché geometrie, viz obrazek 9.

A’/

Obr. 9. Parkovani pozadu

Uvazujme jesté pro jednoduchost shodné vzdalenosti os kol od koncii auta.

8) Viz také 2. kapitola serialu tohoto roéniku.
9) Zde za osu povazujeme kolmici na rovinu kola v jeho stfedu.
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Parkovani pozadu

Jak jsme uvedli vyse, budeme studovat vyjizdéni z parkovaciho mista. Idealni
strategie je zacit zadni co nejblize k autu za nami, otocit volantem co nejvice doleva
a doufat, Ze pravym prednim rohem mineme auto stojici pfed mamu. Pokud se
nam jiz toto podafi vyjedeme naptiklad rovné. Je samoziejmé lepsi dale zacit tocit
doprava abychom tolik nevybocili do vozovky.

Nyni se pokusme vypocitat parametry tohoto pohybu. Ozna¢me « thel o ktery
je mozno vychylit kola, L celkovou délku vozidla, d jeho sitku, [ rozvor a A velikost
parkovaciho mista. Urceme nejdiive vzdalenost ¢ osy otaceni od levého zadniho
kola. Z jednoduché geometrie vychazi

o=Ilcotga.

Daéle oznacme R vzdélenost pravého predniho rohu vozu od osy otaceni. Pro ni
plati

2

Uvéazime-li nyni pravothly trojahelnik o vrcholech: stfed otaceni, levé zadni kolo
pred pocatkem vyjizdéni a levy zadni roh vozidla pfed nami, z Pythagorovy véty

dostavame 5
R2292+(A—LT_Z> . (18)

R*=(o+d)’+ (LH)Q . (17)

Z rovnic (17) a (18) vyjadiime A

2
A= L?_l \/d2 + 2dl cotg o + (LTH> )

Dosadime-li hodnoty: L =4m, ! =25m, d=1,5m a a = 40°, dostdvame
A=541m,

coz je o 1,41 m vice nez délka vozidla.

Uvedme jeSté na zaveér, ze misto potfebné k zaparkovani je jesté o néco kratsi,
protoze jsme auto modelovali jako obdélnik, ale ve skutecnosti ma zakulacené rohy.
Proto dojde ke ,krizovému“ okamziku pro mensi vzdalenost mezi vozidly.

Parkovani popredu

Budeme-li opét zkoumat opacny postup, musime vyjet z mista pozadu. Nyni
v8ak nastava problém a tim je blizkost chodniku na ktery bychom neméli najet.
Nyni je krizovym mistem jednak chodnik, jednak vozidlo za nami. Proto nastavime
polomér otaceni tak veliky, aby jsme nenajeli na chodnik a tento polomér budeme
udrzovat po celou dobu vyjizdéni. Tento postup ndm ukéze pribliznou velikost
parkovaciho mista.

Najit idedlni trajektorii v tomto pfipadé€ je velmi tézké, protoze pokud bychom
prednim kolem sledovali okraj chodniku az do okamziku, kdy te¢na k pravému
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okraji vozu by neprotinala vozidlo za nami, dostali bychom spravné feseni, vsak

uréit, po jaké kiivce se v tomto piipadé pohybuje viiz by bylo obtizné!?,
Oznacime vzdalenost stfedu otaceni od levého zadniho kola . Kruznice, po

které se pohybuje pravé pfedni kolo musi byt te¢nad k chodniku. Proto z Pythago-

rovy veéty plati
(0+d+do)* = (e+d)* +17.
I —2ddy —dg 17 — 2ddo
2do T 2dy
Provedeme-li stejnou tivahu, ktera nas vedla k rovnicim (17) a (18), dostavame

2
R =(e+d)*+ (%> ’

R2=QQ+(A_L+Z>2.

0= (19)

2

Algebraickou tpravou dostavame vyraz pro A, dosadili jsme za o z (19)

2
A—M+\/d2+dd(l22ddo)+(“) :
0

2 2

Pro do = 30 cm vychazi ¢iselné

A =8,68m.
S
"\
\\
\\\
4 \\ N
\ AN
N\
A\ \ \
\ -—
N \
\\ \
~ \
S \
~ —— -
\\ //
chodnik
A

Obr. 10. Parkovani popfedu

Je vidét, ze parkovat pozadu je vyrazné lepsi, nez parkovat popiedu. Pro par-
kovani popredu potiebujeme skoro dvojnasobek délky vozu.

10) Obecné jde o W-kfivku, jejiz predpis se ziskdva obtizné.
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Uloha IIl.3 ... &icha& Ales

Ales ma na koleji na poli¢ce neprodysné uzavienou valcovou priuhlednou nadobu
s toluenem, z 90 % plnou. Ales si sviij toluen pochopitelné bedlivé stiezi. Kdyz
se po vikendu vratil na kolej, vsiml si, ze se hladina toluenu v nadobé o kou-
sicek snizila a okamzité obvinil spolubydliciho snEka z kradeze. AZ posléze si
uvédomil, Ze o vikendu zacali topit a teplota v ubikaci tudiz stoupla o 20°C.
Rozreste tento detektivni piibéh a zjistéte, zda snEk skutecné cichal toluen. Ji-
nak Feceno: Jak velky pokles hladiny mohla zptsobit zména teploty? Mohl by
si takového poklesu Ales viibec vsimnout? K FeSeni lze pouzit data uvedend na
http://en.wikipedia.org/wiki/Toluene_(data_page).

Predpokladejme, Ze hustota kapalného toluenu gx ani objem nadoby V. se
s teplotou 7" neméni. Oznacme déle my, V, a g, hmotnost, objem a hustotu par
toluenu v nadobé a m. hmotnost veskerého toluenu v nddobé. Hmotnost kapalného
toluenu v naddobé pak bude m. — mp a objem V. — V;,.

Je potfeba urcit, jak se s teplotou zméni pomér objemu plynné a kapalné faze
toluenu v nadobé. Pro libovolnou teplotu plati

Ve =V, _ (me — mp)op
Vo Mp Ok ’
Povazujice toluen za idealni plyn s molarni hmotnosti M, dostavame ze stavové
rovnice idedlniho plynu hmotnost par
MpV;
mP = b L )
RT
kde p je (parcidlni) tlak par toluenu v nddobé a R universélni plynova konstanta.
Podobné vyjadrime ze stavové rovnice hustotu par

_pM
~ RT’
Dosadime-li uvedena vyjadfeni do vztahu pro pomér objemd, ziskdme (po jed-

noduchych tpravach) vztah pro objem par v zavislosti na teploté

MpV,  mec

RTor o

Op

Vp:‘/c+

Pro zménu objemu par pfi zméné teploty z 71 na 7> dostaneme

_ Mp(T2)V (T2) o Mp(T1)V(T1)
RT50x RTi ok

Vo (T2) - (Tl)

7 C¢ehoZ koneéné dostavame vztah

W (T2) =V (Tl)
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Na odkazovanych strankéch byl (doslova) uveden vztah:

log,o Pagmm = 6,95464 — #{;i@ .
Ten je sam o sobé vcelku k ni¢emu, nebot kromé ponékud zvlastnim zptsobem
uvedené jednotky tlaku zaddné dalsi jednotky neuvadi. Nastésti je v uvedeném
¢lanku vypsano nékolik konkrétnich hodnot s uvedenymi jednotkami, takze meto-
dou pokus—omyl lze uhodnout, Ze teplota T' je zadana v Celsiové stupnici.

Vztah prepiSeme do rozumnéjsi podoby

3096,5

T
K- 53,668

p =exp | 20,9064 — Pa.

(Pouzili jsme prevodni vztah 1 Hgmm = 1 Torr = 133,322 Pa.)

Ze zadéani neni zjevné, jakd byla konkrétni teplota po Alesové piijezdu. Od-
hadnéme tedy mozny pokles shora.

Tepelnd roztaznost kapalného toluenu v hornim odhadu nevadi, nebot ptisobi
proti zméné objemu zpusobené odparem. Uvedend zavislost tlaku par na teploté je
konvexni a teplota na koleji zpravidla neptesahuje 50 °C, tj. 323,15 K, ani kdyz se
zacne topit. Dosadime-li tedy 71 = 303,15 K, T> = 323,15K, V,(T1) = 0,1V, R =
=8,3145J K *-mol ™, M = 92,14 g-mol ™ *, o = 0,867 g-mol~*, objem par vzroste
na ptiblizné na 0,10002V;, pokles je tudiz v fadu statisicin objemu nadoby, pouhym
pohledem nepozorovatelny.

Zavérem tedy budiz, Ze soustavné rozpou$téni mozku jiz zpusobilo AleSovi
stihomam, nebo $nEk skute¢né ¢ichal toluen bez AleSova svoleni.
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Uloha Il .4 ... rumové ovoce

Uvazujme misku, do které polo-

zime dvé spojena brcka, ktera maji 2r
tvar pismene V. Miska ma polo- |
, |
mér r a brcko se smi dotykat pouze |
1o
|

jejich okraji. Urcete nejprve pod-
minku stability a potom vypocitejte
periodu kmitid brcka v soumérné

poloze.

Obr. 11. Miska s brcky
V feSeni budeme o brcékach uva-

zovat tak, Ze kazdé z nich ma délku [ a hmotnost m. Spojena jsou tak, Ze sviraji
thel 2a. Miska ma prumér r. Viz obrazek 11.

Podminka stability
Pokud by bylo nad ni, mald vychylka by zpusobila pteklopeni. Z toho umime
vypocitat podminku pro délku brcka.

r 2r

— << —,
sin« sin o

Yy

pfedpokladédme, ze je v poloviné bréka) lezi nejvyse na ose rotace.
Dalsi podminku mutzeme klast na thel spojeni. Protoze bréka musi mit volny
prostor ke kmiténi, musi platit o > 7 /4.

Perioda malych kmitu

Nejprve se podivime na moment setrvacnosti bréek. Pokud ty¢ rotuje okolo

1 2
JTZEml 5

kde m je hmotnost tyce a [ je jeji délka. Ty¢, resp. bréko je ale sklonéna (o thel
problém vyfesime tivahou, na druhy pouzijeme Steinerovu vétu.

Predstavme si, Ze mame tyc¢, ktera rotuje okolo §ikmé osy prochéazejici tézistém.
Vime, ze moment setrvacnosti je soucet pies vSechny hmotné elementy tyce ze
soucinu jejich hmotnosti a kolmé vzdalenosti od osy. Tedy tyce jde jen o jeji
prumét do roviny kolmé na osu. Protoze jde o jednoduchy utvar, mizeme tak tyc
povazovat za kratsi, s vétsi délkovou hustotou a hlavné kolmou na osu. Pokud
zavedeme thel odklonu « tak, aby se shodoval s geometrii soustavy brcéek, bude

2 2
Jo = 1—12ml cos” .
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Uhel o mtzeme vyjadiit jako o = 7/2 — 3, kde 3 je mensi tihel mezi ty¢i a osou.
K tomu, abychom mohli vyuzit Steinerovy véty pro uréeni momentu setrvac-

r l
rP=-—— — —COS.
tga 2
Prvni ¢len odpovida posunu od osy dolti do vrcholu vécka, druhy od vrcholu vécka
nahoru do jeho poloviny.
Steinerova véta fika, ze moment setrvacnosti télesa viici ose rovnobézné s osou

kde m je hmotnost télesa a r vzdalenost os. Pro pfipad s brcky tedy vychazi
J=2(Jo +mry) = %ml2 cos® a + 2mry. .

Cislo 2 je ve vzorci proto, ze vécko se sklada ze dvou stejnych bréek.

Ted uz nic nebrani tomu, abychom zacali Tesit
pohybovou rovnici. Pouzijeme jeji zapis jako dife-
rencialni rovnici. Nebudeme ji fesit, jen ukdzeme
podobnost s rovnici harmonického oscilatoru

Je=M = Jp=M.

Uhel ¢ ptedstavuje vychylku z rovnovazné polohy
(viz obrézek 12).

Moment setrvacnosti jsme jiz vypocetli, mo-
ment sily také neni tézké urcit

Obr. 12. Kmitani kolem osy

M = —2mgrrsiny,

protoze sila budici pohyb je sila tihova (opét 2m kvili dvojndsobné hmotnosti
bréek), ktera piisobi v tézisti, jehoz vzdalenost od osy zndme. Jesté si uvédomime,
ze malé vychylky umoziuji pouzit aproximaci sin ¢ & ¢ (srovnej graf funkce sin z
a z), a tedy mtizeme pohybovou rovnici piepsat do tvaru

Jp+2mgrre =0,
2mgrr
J

F+wlz=0.

®+

»=0,

Napravo dostédvame rovnici harmonického oscilatoru (kyvadla) s thlovou frekvenci
w?. A% na oznageni konstant a proménnych jsou to rovnice naprosto identické
a proto muzeme Fict, ze i vécko z brcek je harmonickym oscilatorem a jeho tthlova
frekvence je

2mgrr

J
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Hledanou periodu kmitd vypoéteme jiz jednoduchym pievodem (7 = 27 /w) a do-
sazenim za rt a J z predchozich vypocta.

T:211\/1( r +lcosa(2lsma—3rcosa)).

g \tga 6rcosa — 3lsina

Uloha Il . P ... wassermanie

Voda ma spoustu zajimavych, vyjimecnych a anomalnich vlastnosti ve srov-
nani s jinymi kapalinami. Podrobny vycet téchto anomalii Ize nalézt na strance
http://www.btinternet.com/ “martin.chaplin/anmlies.html. Zamyslete se,
jaky tyto anomaélie maji vyznam pro zivot na zemi, ¢lovéka a také techniku.

Jak je fefeno v zadéani tlohy, voda ma nejednu anomaélni vlastnost. Abychom
méli praci jednodussi, byla ndm pfimo poskytnuta webova stranka, kterd vsechny
informace o anomaéliich shrnuje. Za velkou ¢ast anomaélnich vlastnosti jsou zodpo-
védné nechvalné znamé vodikové miustky. Zamysleme se tedy nad tim, jak by se
nase zivoty zménily, kdyby se voda nechovala anomalné. Byl by vibec zivot tak
jak jej zndme mozny?

To, co by nas mohlo prastit do o¢i jako prvni, je vysoka tepelna kapacita. Jak
ovliviiuje nas zivot? Nase télo je ze tfi ¢tvrtin tvofeno vodou a povrch planety
Zemé tvori voda ze dvou tfetin. Zkusme si predstavit, co by se stalo, kdyby voda
méla nizsi tepelnou kapacitu. Co by se délo s nasim télem? Na sluni¢ku by se
nam rychle zacala vafit krev a vyparila by se ndm z téla vét$ina tekutin. (Nastésti
mé voda i velkou vyparnou teploty, je tedy mozné, Ze takové smrti bychom byli
ugetfeni). Cekala by nas velmi rychld dehydratace.

Jednoduse feéeno, voda nasemu t&lu zajistuje termoregulaci. Diky ni jsme
schopni pfezit v obrovském rozpéti teplot (uvédomme si, ze v 16t& mame tfice-
tistupniova vedra a v zimé muZzeme mit i dvacet pod nulou a ani jeden z téchto
extrémil nds nepfipravi o zivot do deseti minut po vyjiti ven).

Stejné to je i s na$i planetou. Voda je nezbytnd pro regulaci teplot. Pro ilu-
straci stac¢i jednoduchy pfiklad. Ocitneme-li se na pousti, kde je mala vlhkost
vzduchu a voda se tam skoro nevyskytuje, budeme vystaveni velkym vykyvim
teplot. V noci se neobejdeme bez teplého spacaku a pordadného obleceni, a pies
den je zase teplo, ze muzeme chodit v Sortkiach a tricku. A tenhle teplotni vykyv
nastane prakticky ihned po zapadu, resp. vychodu Slunce. V tropech se naopak
nocni teplota od té denni moc nelisi, teplo je tam porad. Krom toho tuto vlastnost
vody vyuzivame velmi ¢asto pfi chlazeni nebo naopak pfi topeni.

Dalsi a velmi zndmou anomadlni vlastnosti je fakt, ze voda mé nejvyssi hus-
totu pfi 4°C a pfi mrznut{ expanduje. Jak se tato anomélie projevuje? Kdyby
neexistovala, tézko by se ve vodnich nadrzich udrzel néjaky zivot. Ochlazujeme-li
vodu pod zminéné 4 °C, jeji objem poroste a klesne hustota. Takovato voda se do-
stane na povrch vodni plochy, kde se jeji teplota nadale snizuje, az zmrzne. Dole
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pak zistane voda s nejvyssi hustotou, kterd poskytuje utocisté rybam a dalsim
obyvateltim vod.

S roztaznosti vody pfi chladnuti a faktu, ze voda je dobrym rozpoustédlem
souvisi také eroze. Natece-li voda do puklinky ve skale a zmrzne, puklinka se
signifikantné rozsifi a narusi strukturu skaly. Stejny efekt postihuje cesty po zimé,
proto jsou kazdoro¢né tak rozbité (fidiéi jisté vi své). Vratme se ale ke zminéné
skale. Eroze jako takova je nezbytnad pro formovani pudy. Kdyby zustaly skily
skalami, sotva by se néjakd puda vytvofila. S tim souvisi i to, Ze omila-li voda
skaly v na mineraly bohaté oblasti, snadno s sebou odnasi pravé ony mineraly,
které se v ni rozpoustéji. Koneckonci i to mé pozitivni u¢inky na nas organismus.
Kdyby voda nebyla dobrym rozpoustédlem, tézko by se ndm po téle transportovaly
Ziviny.

Dalsi anomalni vlastnosti vody je jeji nebyvale vysoké povrchové napéti. Podi-
vame-li se do tabulky, zjistime, Ze hned po rtuti ma voda druhé nejvyssi povrchové
napéti. To umoznuje nejednomu vodnimu zivoc¢ichovi pohyb po vodé. Tahle ano-
malie nemé vliv pouze na vodni Zivocichy, ale i na ¢lovéka. S vysokym povrchovym
napétim souvisi kapilarni jevy, které hraji dulezitou roli v lidském téle a u rostlin.
Nebyt kapilarnich jevi, rostliny by nebyly schopny transportovat vodu od kofeni
do lista.

Mezi anomalni vlastnosti vody radime také jeji nizkou teplotni roztaznost.
Kdyby tomu tak nebylo, cely systém topeni by nadm byl k ni¢emu. Jen co bychom
zvysili teplotu v trubkach, roztrhali bychom je. Tuhle anomalii ocenime zejména
pohybujeme-li se v technickych kruzich.

Tento vycet anomalii vody, které maji pfimy vliv na nas a svét okolo by se
samoziejmé dal rozsifit. Vypsany jsou jen ty, jejichz vliv je nejvyraznéjsi uz prvni
pohled.
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Uloha IV .1 ... rozcvicka

a) napnutd struna
Frekvence kmiti napjaté struny zavisi na jeji délce l, sile F', kterou je struna
napjata, a na délkové hustoté g;. Urcete z téchto udaji vzorecek pro frekvenci
struny pomoci rozmérové analyzy.
b) dolii
Méjme cinku, jejiz zavazi maji tvar diski, které jsou blizko u sebe. Tycku
omotame jednou provazkem a ¢inku spustime. Jak rychle pada, pokud se ne-
smyka? Disky maji hmotnost m a polomeér R, tycka je nehmotna s polomé-
rem .

Napnuta struna

Rozmérova analyza je velmi silny nastroj pro odhadnuti chovani néjakého sys-
tému, pokud vime, pouze na ¢em by zkoumana veli¢ina mohla zaviset.

Rozmérova analyza je také velmi dobrou kontrolou spravnosti vysledku.
Zname-li totiz jednotku, kterd ndm maé vyjit a dosadime-li do vzorce ty, které
v ném vystupuji, musi byt vysledkem ona ocekavand jednotka. Kdyz neni, uréité
jsme udélali chybu.

Nyni se ale jiz zaméfme na nas problém. Ze zadani vime, Ze frekvence by méla
zaviset na délce [, sile F' a hustoté g;. Proto miZzeme psat

f=1F’g). (20)

Budeme hledat koeficienty «, 5 a = tak, aby rozmér levé i pravé strany byl tyz.
Pokud bychom nagli vice moznosti, miize byt frekvence rovna libovolné linedrni
kombinaci vyrazt (20).

Najdéme nejprve rozklad veli¢in ze zadani do jednotek SI:

([]=m,
[F] = kgms™?,
[o] = kgm ™",
(f]=s"".

Aby se rovnaly rozméry veli¢in na levé a pravé strané vyrazu (20), musi se rovnat
mocniny u vSech ruznych veli¢in z SI. Proto dostavdme soustavu rovnic:

kg 0=5+7,
m O=a+pf-—7,
s: —1=-208.

Vytesenim soustavy dostdvame o = —1, 8 = 1/2 a v = —1/2. Proto miizeme

napsat vysledek
=2
o1
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Hodnotu konstanty Co nam vSak rozmérova analyza neumoziuje zjistit, zavisi
totiz na tom, kolikatd harmonicka frekvence je na struné naladéna.

Dolt

Zvolime zde jiny, vSsak pro mnohé tlohy velmi silny, 2
nastroj. Tim bude zadkon zachovani energie. /

Cela situace je vyobrazena na obrazku 13. Protoze
nedochézi béhem pohybu k disipaci energie!!, veskers
potencialni energie se zméni na energii kinetickou.

Ze zadani vime, ze hmotnost celé soustavy je 2m,

zména potencialni energie je proto

E, = —2mgh. (21)

Znaménko minus je zde proto, Ze se potencialni energie
zmensi. Nyni jesté vycisleme energii kinetickou. Ta ma
dve slozky: transla¢ni a rotacni. Uvazujme nyni, Ze se té-
7i8t& pohybuje rychlosti v smérem dolt. Uhlova rychlost
otadeni joja okolo tézisté je potom w = v/r. Protoze %
se jojo sklada ze dvou diski kazdého o hmotnosti m

a poloméru R, plati pro jeho moment setrvacnosti J = Obr. 13. (/jinka na
=2-1mR?, konstanta 1/2 souvisi s tvarem diskt a mii- provazku

7eme ji nalézt napi. v tabulkach nebo na internetu’?. Celkova kineticka energie je
rovna souctu translacni a rotacni energie.

2
Ex = By + E: = 22m0” + LJw® = (1 + %) mv?. (22)

Jak jsme jiz uvedli vySe, energie se neztraci, proto je celkovi zména energie nulova,
tj. Ex + Ep = 0. Z rovnic (21) a (22) vyjadiime rychlost pohybu

2hg

R?
1 -
+ 272

Srovname-li tuto rovnici s rovnici pro rovnomérné zrychleny pohyb v = v/2ha,
mutzeme urcit zrychleni pohybu

11) Dochézelo by k nému, pokud by bylo vldkno hmotné.
12) http://cs.wikipedia.org/wiki/Moment_setrvagnosti
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Uloha IV .2 ... hod ho do Slunce!

Karel se rozhodl zahodit sviij seSit matematické analyzy na Slunce. Poradite mu,
jakou minimalni rychlost sesitu musi udélit, aby sesit na Slunce dopadl? Pro jed-
noduchost zanedbejte odporové sily, Zemi a Slunce povazujte za hmotné body,
sesit vypoustime ze vzdalenosti Rz = 6378 km od hmotného bodu symbolizuji-
ctho Zemi, vuci kterému je sesit v klidu a Zemé obiha Slunce po dokonalé kruz-
nici. Konstanty, které se vam budou hodit: 3 = 6,67 - 10711 N-m?-kg=2?, Ms =
=2,0-10° kg, Mz =6,0-10*" kg, a = 1 AU = 150 - 10° m.

Sesitu je pot¥eba udélit takovou rychlost, aby jednak mohl opustit Zemi (ve
sméru pfimo na Slunce) a pak jesté takovou, aby pfiSel o moment hybnosti viici
Slunci, aby na néj mohl fachnout (kolmo na pfedchozi). Pokud by totiz zistala
néjaka nenulova rychlost kolmé na spojnici sesit-Slunce, pak by sesit nikdy nepro-
Sel hmotnym bodem, za ktery Slunce mame povazovat. Celkova rychlost pak bude
vektorovym souc¢tem téchto rychlosti.

Vypoc¢téme nejprve tlohu za predpokladu, ze v blizkosti povrchu Zemé je za-
nedbatelny gravitacni vliv Slunce jako prvni pfiblizeni. V prvni ¢asti ur¢ime tni-
kovou rychlost ze Zemé v1. (Ta se da pfipadné najit v tabulkdch.) Vypocitame
ji ze zékona zachovani energie. Kinetické energie sesitu je E = %mvz, kde m je
Zemé je o

xmivly,
Ey(r) = -
Je vidét, ze potencialni energie roste, pokud r roste a pro nekonec¢né velké r jde k 0.

Ep(00) — Ep(Rz) = Ex(v1),
%mMZ _ 1 2

= —muy,
Ry 2 !
22¢M7,

Rz
Aby tedy téleso mohlo opustit gravitacni vliv Zemé a uniknout do ,nekonec¢na®,
tak musi mit rychlost vy ~ 11,2km-s~*.

Druh4 rychlost je vlastné obézna rychlost vo Zemé kolem Slunce (coz se da
také najit v tabulkdch). Tu vypoéteme z rovnosti dostfedivé a gravitaéni sily

v =

mv? »xmMsg
Fg=—>== 2 :Fg,
a a

v =
a

Obé&#na rychlost je tedy ve &~ 29,8 km-s™*.

Celkovéa rychlost, kterou musime dodat sesitu tedy bude

2M. M,
v=1/vi+0v3= %(RZZ—FTS).
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Vysledek je v = 31,9km-s~*. Toto je oviem nejjednodussi piiblizeni.
Presnéjsi postup je uvazovat, ze rychlost v; je urcena prekonanim potencialové
hradby, kterd neni tak vysoka jako je pro unik do nekonec¢na. Pro potencial ¢astice

B xm Mz xmMs
P r a—r

Potiebujeme najit misto s nejvyssi hodnotou potencidlu. Zderivujeme potencialni
energii podle r a derivaci pak polozime rovnou 0, ¢imz

dE, _ mMyz mMs 2 _ 2
i - 2 (a—r)2_0 = Mz(a—r)" = Msr~.

Vychazi ndm kvadraticka rovnice (Ms — Mz)r? + 2Mzar — Mza® = 0, jejiz Feseni
je

2(Ms — Mz) a Mg — My ’

—2Mzd + \/AM2a? + 4Mz(Ms — Mz)a?  —My, + /MsMy d

r1,2 =

pricemz na tseCce mezi Zemi a Sluncem lezi feSeni s kladnym znaménkem. Pokud
dosadime tuto vzdalenost, kterou oznacime r1, do vztahu pro potencialni energii,
pak dostavame

Ep(r1) = —»m o p—— =—x

- Mza 471 (Ms — Mz) mMs+2vMst+Mz
a

Potencialni energie sesitu v misté vypusténi byla

o xmMy, xmMs
o= Rz a — Rz ’

Rychlost vi pak pfesnéji uré¢ime ze vztahu

Ciselné pak vychazi v1 ~ 10,9km-s!, coz je jenom zhruba o 0,3km-s~! odlisny
vysledek od toho, kde jsme zanedbali gravitac¢ni vliv Slunce v blizkosti Zemé. Cel-
kové rychlost, kterou by pak mél mit sesit na za¢atku pohybu je v ~ 31,7km-s .
Je vidét, ze korekce je v fadu procent a ptivodni odhad by byl docela dobry. I tento
vysledek je jenom odhad, protoze jsme zanedbali to, ze celd soustava rotuje, re-
lativistické efekty a i dalsi vlivy, které se ovSsem budou projevovat na vysledné
hodnoté jenom v nizké mife (jsou to tzv. vlivy vyssich fada).
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Uloha IV .3 ... naSe staré hodiny liji ctyfi hodiny

Navrhnéte tvar prelévacich hodin, aby ubyvala vyska hladiny linearné s ¢asem. Za
uvazovani povrchovych efektii, vnitfniho tfeni apod. muzete dostat body navic.

Hladina v hodinach mé ubyvat linedrné s casem, tedy podle vztahu h = vt.
Pricemz v je konstantni rychlost klesani hladiny. Pfesypaci hodiny maji vétsinou
rotacné symetricky tvar, takze hledejme kfivku, jejimz orotovanim okolo ypsi-
lonové osy dostaneme tvar, ktery zaridi linedrni ubyvani. Hodiny nemaji zadny
dalsi odtok, proto musi platit, Zze to, co protece prurezem S; ve vysce hi, musi
protéct také nejuzsSim prurezem Sp v hrdle hodin hg. Vyjadifime-li objem, ktery
obéma priifezy protece za jednotku casu a tyto objemy porovname, dostaneme
rovnici kontinuity (pokud jste tento vyraz jesté neslySeli, rovnice kontinuity jsou
rovnice, které ovladaji ,toky“ fyzikalnich veli¢in, chceme-li zajistit, aby se nikde
nic neztréacelo)

S v = So’Uo s

kde vy je rychlost vytoku v nejuz$im misté a v je konstantni rychlost poklesu
hladiny.

Zanedbame-li viskozitu vody a budeme-li predpokladat, ze v hodinach nebude
néjaké turbulentni proudéni, mizeme pro vyjadieni vytokové vysky h pouzit Ber-
noulliho rovnici

1 1
hog + 5@1)2 = §QUc2)~

Po vykraceni hustoty a dosazeni za vo z rovnice kontinuity dostaneme

1 /(82
h=— — —1).
2" (53 >
Jelikoz predpoklddédme rotacni tvar hodin, plochy S a So budou kruhy. Dosadime-li
za S = wr?, dostaneme rovnici kiivky étvrtého stupné

Pokud by byl otvor v horni nddobce dost maly a nadobka velkd, bude rychlost
poklesu hladiny v zanedbatelna vici vytokové rychlosti vp, a tak mizeme v Ber-
noulliho rovnici zanedbat ¢len %902. Stejnym postupem pak dostaneme rovnici
kiivky

m2rty?

h(r) = 2952

47



FYKOS, XXIV. ro¢nik
Uloha IV .4 ... sama doma

Terka J. miva vétsinou skvélé napady. Tireba minulé pondéli si od svého obli-
beného dermatologa pfinesla 5 litrii kapalného dusiku a ihned ho vylila na zem
ve své ubikaci. Ve stfedu pro zménu odcizila na cerpaci pumpé 5 litrii benzinu,
ktery zahy vylila do umyvadla a zapalila. Mohlo se Terce néktery den udélat ne-
dobre v dusledku jejich kratochvili? Aneb jak se v obou piipadech zméni teplota,
tlak a koncentrace kysliku v ubikaci, pokud tato je dokonale neprodysna, tepelné
izolované a rozmérii 3 x 3 x 4m?*?

Tato tloha byla z velké ¢asti cvicenim na jednoduché vztahy termodynamiky
a obecné chemie. Nebudeme Vas proto zatézovat podrobnostmi a spise se vynasna-
zime upozornit na nékterd zajimava mista.

Kapalny dusik

Vsechny potiebné tabulkové hodnoty najdeme i na webu®. Vsimnéme si kréatce
nékolika véci. Kapalny dusik ma bod varu Tn = —195,8 °C, je o pé&tinu lehéi nez
voda a jeho vyparné teplo @Qn je oproti vodé asi desetkrat mensi. Na zminéném
webu lze ovérit, ze tepelna kapacita vzduchu se ve vySetfovaném teplotnim in-
tervalu méni maximéalné v fadu jednotek procent a budeme ji tedy povazovat za
konstantni. Ale pozor, tepelna kapacita latek miiZe obecné velmi silné zdviset na
teploté, zvlasté pak v pevnych latkach! Vzduch je ze 78% dusik a proto u du-
siku predpokladame analogické termodynamické vlastnosti — a skutec¢né, mérna
tepelna kapacita plynného dusiku je v podstaté totozna se vzduchem. Na tomto
misté musime davat pozor, protoze budeme dale pouzivat mérnou tepelnou kapa-
citu za stalého objemu Cv, protoZze mistnost se nerozpind a plyn nekond praci.
V tabulkach se vsak Castéji uvadi tepelné kapacity za stalého tlaku C,. K pribliz-
nému piepoc¢tu mizeme uzit vztah odvozeny pro idealni plyn, a sice Cp, = Cv + R,
kde R je univerzalni plynova konstanta. Uvazujeme, Ze teplota kapalného dusiku
je tésné nad bodem varu.

Vyslednou teplotu 7' v mistnosti vypoéteme z ivahy, ze vyparné teplo prida-
ného dusiku plus teplo ulozené do ohfati pridaného dusiku se rovna teplu, které
odevzdal puvodni vzduch v mistnosti. Piseme tedy

mn(Q + Cv (T — Ix)) = MmairCv (To — T,

kde Ty je ptivodni teplota v mistnosti a mn, mair po fadé hmotnosti (pfipadné lat-
kova mnozstvi) pfidaného dusiku a vzduchu, které snadno spocteme ze zadanych
a tabulkovych hodnot.

Vyjde T =~ —20°C, coz neni tak strasné, jak jisté uznate. Latkové mnozstvi
puvodniho vzduchu dostaneme nejlépe ze zndmého poznatku, Ze za normélniho
tlaku mé jeden mol plynu objem 22,4 litri. Zjistime tak, ze vypafenim dusiku
vzroste latkové mnozstvi plynu v mistnosti faktorem 1,09. Absolutni teplota oviem
klesla faktorem 0,86, coz vede k celkovému poklesu tlaku faktorem 0,94. Parcidlni

13) Napf. http://www.engineeringtoolbox.com/.
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tlak kysliku klesne totozné s teplotou, tedy na 86%, a jeho relativni koncentrace
klesne na 92%. To ale odpovidd maximalné vystoupéni na Pradéd a neni tedy
zivotu nebezpecné. Pro tentokrat tedy Terka jesté prezila bez thony.

Benzin

Predpokladejme pro jednoduchost, ze benzin je ¢isty oktan. Rovnice hofeni je
pak

CsHis + %OQ — 8C0O3 +9H-0.

Odtud vidime, ze hofenim celkové latkové mnozstvi plynu v mistnosti vzroste
pouze o 8%, protoze se pouze 12,5 molekul kysliku vyméni za 17 molekul spalnych
produktu. Latkové mnozstvi kysliku v mistnosti je o néco mensi nez mnozstvi
potfebné pro vyhoteni celého objemu benzinu. Navic pfi dostatecné nizké kon-
centraci kysliku hofeni ustane. Benzin tedy ani nedohoii. Jiz nyni ale mtzeme
fict, ze si Terka pé&kné zavarila. Porovnanim mérné tepelné kapacity vzduchu
(Cv = 0,72kJ kg '-K™') s vyhfevnosti benzinu (H ~ 44MJkg™') rovnéz se-
zname, 7Ze si i pékné zatopi. Vzrust teploty AT je dan

AT (nn,Cn, + nco,Cco, + nu,0CH,0) = mpH ,

kde mp a H jsou po fadé hmotnost a mérné vyhfevnost benzinu a n, C' ptislusna
latkova mnozstvi a mérné tepelné kapacity. V teplotni skéle tisicovek stupia se jiz
tepelna kapacita plynu muze zménit az nékolikanasobné. Presto na zakladé téchto
jednoduchych a pfibliznych tivah dojdeme k zavéru, ze teplota muze presahnout
3000 °C! To je teplota srovnatelnd s teplotou svafeciho plamene. Rovnéz si lze
v§imnout, Ze dodané teplo pfipadajici na jeden mol plynu se jiz blizi disocia¢ni
energii nékterych chemickych vazeb. Mozna jsme opomnéli nékterou dilezitou
skutecnost, kterd znac¢né ovlivni vyslednou teplotu. Jisté vsak je, ze v mistnosti
nastanou zna¢né extrémni podminky neslucitelné se Zivotem. Navic pfi redlném
spalovani bude vznikat fada toxickych produktt. Terka to tentokrat dobie neod-
hadla a musela vzit nohy na ramena.
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Uloha IV . P ... michani barev

Chceme-li na monitoru pocitace zobrazit azurovou barvu, musime rozsvitit Cer-
veny a modry segment. Azurova barva odrazi v nejjednodussim pripadé svétlo
dvou vilnovych délek (modré a cervené), déle pokud budeme mit modrou barvu,
tak tato bude odrazet modré svétlo a cervena obdobné. Kdyz smichame modrou
a Cervenou temperu, vysledna smés bude mit fialovou barvu, protoZze modra slozka
pohlti vSe az na modrou a obdobné také ¢ervena. Proto ze smési téchto barev bu-
deme pozorovat pouze ty vinové délky, které odrazeji obé slozky. Piedstavte si, ze
tempery jsou sloZzeny z malych kapicek. Jak bude zaviset vysledny zrakovy vjem
na jejich velikosti?

Nejprve poopravme trochu zadani, protoze azurovou barvu dostaneme smise-
nim modrého a zeleného svétla, nikoli modrého a ¢erveného. Pro nazornost proto
predpokladejme, Ze mame kapicky cervené a zelené barvy. Pokud Vas jiz ted nu-
dime, vézte, ze uloha je urcitou variaci na studium aditivniho a subtraktivniho
michani barev, aneb RGB a CMYK barevnych modelu.

Pripomenme mechanismus barevného vidéni. V oku jsou tfi rtzna barviva
pohlcujici svétlo, kazdé citlivé na jinych vinovych délkach. Zjednodusena a nor-
malizovand zavislost citlivosti na vlnové délce pro kazdy pigment je vynesena na
obrazku 14. N&s barevny vjem zavisi na mife vybuzeni kazdého z pigmentu. Dvé
ruzné spektralné slozend svétla mohou vyvolat stejny barevny vjem, pokud zpu-
sobi shodné vybuzeni vSech pigmenti. Plocha v grafu pod nésobkem spektra svétla
se spektralni citlivosti uréuje miru vybuzeni toho kterého pigmentu.
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Obr. 14. Spektralni citlivost oka
Uvazujme na chvilku, ze nemame kapicky, nybrz malé kousky barevnych filtrt.
Nakonec uvidime, Ze kapicky a filtry jsou vlastné dost podobné véci. Barevny filtr
osvétlujeme bilym svétlem a filtr absorbuje svétlo vSech vinovych délek, kromé

urcité spektralni oblasti v okoli dané barvy. Tuto spektralni oblast propusti do
naseho oka. Na obrazku 15 vidime teckované nejjednodussi schematicky priklad
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spektra svétla propusténého cervenym (R) a zelenym (G) filtrem. Kdyz ddme ma-
lické filtry vedle sebe, do oka dopadéa Cervené i zelené svétlo, tedy jejich soucet,
jehoz spektralni slozeni je vyznaceno plnou carou. Svétlo se jevi zluté. Co kdyz
ale vezmeme filtry polovi¢ni tloustky a dame je za sebe, aby prochéazejici svétlo
pros$lo postupné obéma? Prvni z filtra ¢ast svétla pohlti a k druhému filtru pusti
jen zbytek. Druhy filtr ¢ast z tohoto zbytku pohlti a do oka jsou propustény jen
ty vlnové délky, které propustily oba z filtra. Spektralni slozeni vysledného svétla
bude v tomto pripadé dano nasobkem spektralnich propustnosti obou filtri, coz
je znazornéno Cerchovanou Carou. Jsou vidét dvé véci. Jednak se prubéh svétla
z filtra vedle sebe a za sebou lisi kvalitativné a jednak filtry za sebou evidentné
propousti méné svétla, prestoze celkovd tloustka vrstvy se nezménila. Oba pri-
pady vedou k odli$né mife a vzajemnému poméru vybuzeni jednotlivych pigmenti
ter propustnosti barevnych filtri muze byt kvalitativni zména tvaru vyslednych
spekter vyrazné vetsi.

Malé filtry vedle sebe jsou analogii pixeld displeje. Pfi rozsviceni pouze Cerve-
ného a zeleného policka a zhasnuti modrého vniméame Zlutou barvu. To snadno
ovéfime na monitoru pocitace nastavenim (R,G,B) = (200,200,0). Nastaveni
(R,G,B) = (50,50,0) dava ale zeleno-hnédou barvu, pfi¢emz barva pixeltu (ka-
picek) se nezménila, pouze poklesl jas. Toto zjisténi ndm ¥ik4, Ze vnimand barva
zavisi nejen na spektralnim slozeni, ale samoziejmé i na jasu.

Co mé ale analogie filtrtt spole¢ného s michanim temperovych barev? Inu, filtr
je pouze sklo nebo plast, ve kterém je rozptylené absorbujici barvivo. Pfedstavme
si nyni kapku tempery vzniklou smisenim Cervené a zelené. Pii odrazu svétla od
kapky tempery se odrazu neucastni pouze vlastni povrch kapky, nybrz svétlo pro-
nik4 do urcité hloubky. Odrazovou vrstvu nenulové tloustky je pak mozno simulo-
vat jako st¥idajici se tenoucké cervené a zelené filtry navrstvené nad sebou. A zde
jiz bude dochézet k popsanému efektu.
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Obr. 15. Skladani filtra
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Pti postupném zmensovani kapi¢ek bychom méli pozorovat plynuly prechod
mezi situaci ,filtry vedle sebe“ a situaci ,filtry nad sebou“, protoze se budou sou-
Casné uplatniovat oba mechanismy. Rozmér kapicek, pti kterém za¢neme pozorovat
zmény, by mél odpovidat hloubce priniku svétla do latky, kterd zavisi mimo jiné
na mire absorpce dané temperové barvy.

Uloha V.1 ... rozcvicka

a) sedimentace krve
Zkuste priblizné spoditat, jak rychle probihd sedimentace lidské krve (usa-
zeni zdravych ¢ervenych krvinek na dné nddoby). Dynamickd viskozita n krevni
plazmy pii 37°C je piiblizné 2 N-s-m™2. (Bézné se méreni sedimentace pro-
vadi tak, ze se krev necha odstat na jednu hodinu a poté se zméii vyska jiz
usazenych krvinek — byvé obvykle okolo 10 mm.)
Ndpovéda: Mohl by se hodit Stokestiv vztah pro odporovou silu F' = 6wnruv,
ktery plati pro laminarni proudéni.
b) nevéite viastnim oc¢im
Ales jel v poledne tramvaji po nabiezi Kapitana Jarose v Praze smérem na
Malou Stranu. Sedél u okna a primo z jiho-jihozapadu na néj svitilo slunce.
Protoze se dival pfed sebe, jedno oko mél ve stinu vlastniho nosu. Kdyz ale
uhnul odima doprava, zjistil, Ze levym okem vnim&a mirné jiné odstiny barev
nez pravym. Do jakého odstinu se mu vidéni v levém oku zabarvilo a pro¢?

Sedimentace krve

Predné se fesitelim omlouvame za chybné uvedenou hodnotu dynamické visko-
zity krve. Jeji spravna hodnota za dangch podminek je okolo 3 - 1073 N-s-m~2.

Abychom mohli pouzit uvedeny Stokesiv vzorec, modelujme krev kulovymi
krvinkami s polomérem rk. Krvinky se jiz po chvili pohybuji rovnomérné primo-
Gafe, tudiz soudet pusobicich sil (tihova, vztlakové a tfeci) musi byt nulovy. Z toho
zjistime onu ustalenou rychlost

2
y = 2TKA0Y
9 m

kde Ap je rozdil hustot krvinky a plazmy, 1 je dynamicka viskozita a g je tihové
zrychleni.

Za Cas At se usadi vSechny krvinky z oblasti vAt nade dnem, pii obsahu
dna S a mérném poctu krvinek v krvi D to odpovidd N = vAtSD krvinkdm.
Tyto pak vytvoii vrstvicku'® tloustky Ah = NVke/S, kde Vi je objem krvinky
a c¢ koeficient udavajici, kolik prostoru kolem sebe zabere usazené krvinka oproti
Cistému objemu.

14) Pfedpokladejme tloustku této vrstvy fadové mensi nez vAt.
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Objem krvinky téz odhadneme kouli poloméru rk, a tak rychlost pfibyvani
usazeniny vyjde
Ah 8 nri; AogeD
At 27 n ’

Pro numericky odhad pouzijeme hodnoty: n = 3- 1072 Pa:s, rx = 3-10"%m,
Ap=150kgm™3,¢g=98lms ', ¢c=17aD=5-10°mm3. Vysledna rychlost
vychézi 3,4mm-hod ™!, coz je i pies zjednoduseni a odhady, jichZ jsme se dopustili,
fadové ve shods s realitou (2-20 mm /h, v zavislosti na jedinci).

Nevérte vlastnim ocim

Pozorované zabarveni je variantou Purkyriova jevu, neboli ze v Seru vidime
odstiny mirné do modra. Citlivost oka totiz nezavisi jenom na vlnové délce, ale i
na intenzité dopadajiciho svétla.

Na obrazku 16 je srovnani citlivosti oka pfi dennim a no¢nim vidéni. Je patrno,
ze oko prizpusobené tmé mé maximum citlivosti posunuté vice do modré oblasti
(vliv tycinek).

A~ 1 T T T T
- Y No¢ni vidéni
g 08 \Denni vidéni ------- -
> N
=
o 0,6 —
N
g
z 0,4 —
g
(ZD 0,2 |- -
0 - | | A | |

350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
A [nm]
Obr. 16. Srovnani denniho a no¢niho vidéni

Meélo-li tedy jedno oko v dusledku oslnéni stazenou zornici, dopada do néj
celkové méné svétla, a tak se odstiny jim pozorované budou jevit vice modravé.
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Uloha V.2 ... mésic jako lodicka

Z jakych mist na Zemi a kdy vypada Mésic jako lodicka? (jeho cipy jsou rovnobézné
s obzorem, osa symetrie je kolmd k mistnimu nebeskému poledniku) Pokud si
s FeSenim nevite rady, muzZete si nainstalovat vhodny software (napi. Celestia)
a celou situaci si prohlédnout z riznych mist na zemi.

Kratky astronomicky slovnicek, aneb pojmy, bez kterych se pri Cteni FeSeni neobejdete

Ekliptika — prusecnice roviny uréené obéhem planet kolem Slunce s nebeskou
sférou

Nebesky rovnik — prusecnice roviny urcené zemskym rovnikem s nebeskou sférou

Zenit (nadhlavnik) — pruseéik pfimky uréené stfedem Zemé a mistem, kde se
nachazi pozorovatel s nebeskou sférou
Reseni

Nejprve se podivejme na nejjednodussi modelovou situaci. Predstavme si, ze
zemska osa je kolmé k roviné ekliptiky a Mésic i Zemé lezi pfesné v ni. V jaké pozici
by musel byt Mésic se Sluncem abychom mohli pozorovat Mésic jako lodicku? Je
potieba aby v okamziku pozorovani byl mésic pfimo nad Sluncem, tedy spojnice
Slunce-Mésic musi byt v okamziku pozorovani kolmé k horizontu pozorovatele
(uvédomme si, ze Mésic i Slunce stéle lezi na ekliptice, je to tedy opravdu jedind
moznost, jak tento jev pozorovat). To je v naSem prvnim pfiblizeni moZzné pouze
na rovniku. Na tomto misté by kazdy den Slunce prochazelo pfimo zenitem.

Pokud se nyni vice priblizime realné situaci a do nasich tvah pfidame sklon
zemské osy, situace se nam pomérné zkomplikuje. |

Nasim cilem je stanovit rozmezi zemépisnych sitek, ze kte- !

rych je mozné tento jev pozorovat. Odchylme se na chvilku od | Mésic
Meésice a promysleme si poradné v jakych pozicich lze béhem 7
roku pozorovat Slunce. Jisté jste si v§imli, Zze se béhem roku ~ Slunce
meéni maximalni vyska Slunce nad obzorem - v zimé je Slunce v

nize (proto je tu také zima) a v lété naopak mnohem vyse. Qpr.17. Ekliptika
To je zapfiCeno pravé sklonem zemské osy vzhledem k ro- je kolm4 k
viné ekliptiky. Okamzit4 poloha Zemé na jeji obézné draze horizontu
kolem Slunce spolu ze zemépisnou Sitkou urcuji jednoznacné pozorovatele

maximéalni vysku, do které Slunce muze béhem dne vystou-
pat (takto definované pravé poledne nastava vzdy kdyz Slunce prochdzi mistnim
polednikem).

Pro vyreseni nasi ulohy je tfeba najit néjakou souvislost mezi thlovou vyskou
Slunce nad obzorem a sklonem ekliptiky vtci horizontu. Vzhledem k jisté symetrii
tlohy (pohyb Slunce po obloze se na jizni polokouli jevi zrcadlové prevréicen, to
ale na zemé&pisnych §ifkach nic neméni) se budeme dale zabyvat severni polokouli.
Existuje jeden okamzik kdy dokazeme snadno urcit sklon ekliptiky vzhledem k ho-
rizontu. Rovina ekliptiky prochéazi stifedem Zemsé, Slunce lezi na ekliptice, rovina
horizontu prochazi mistem pozorovani. Je tedy jasné, ze pokud bude rovina eklip-
tiky prochéazet také mistem pozorovani, pak mame dvé roviny jejichz thel uz lze
urcit.
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Ekliptika

Nebesky rovnik

Mésic

\% J Z

Slunce
Obr. 18. Situace pro nasi zemépisnou
§ifku (16. 3.2010), Mésic nelezi na ekliptice a
proto lze i u nas pozorovat lodicku

Podivejme se na okamzik letniho slunovratu. V tento den bude na severni polo-
kouli Slunce v pravé poledne nejvyse. V nadhlavniku bude na 23°27’ severni siiky.
Pokud si v této pozici zastavime rotaci Zemé a za¢neme s ni pouze obihat kolem
Slunce zjistime, ze se Slunce hybe po ekliptice. To je ale skvéla zprava. Mame tedy
pés urceny obratniky Raka a Kozoroha, kde muze byt slunce v nadhlavniku. Mezi
témito misty muze tedy ekliptika s horizontem svirat pravy tthel. A béhem roku
urcité bude existovat Casovy okamzik, kdy bude Slunce na ekliptice, ktera bude
kolma k horizontu. Pokud budeme mit stésti a bude v tento okamzik pozorovatelny
Msésic, pak se bude jevit pravé jako lodic¢ka. Pokud si tedy shrneme pravé ziskané
vysledky zjistime, ze pokud Mésic lezi také v ekliptice, lodicku mizeme spat¥it
mezi obratniky Raka a Kozoroha. Béhem letniho a zimniho slunovratu je tento
efekt mozné pozorovat pfimo z rovniku, béhem jarni resp. podzimni rovnodennosti
pak z obratniku Raka resp. Kozoroha.

Pr1i dalsim pribliZzeni je nutné si uvédomit, ze Mésic nepohybuje presné v roviné
ekliptiky — jeho obézné draha je vii¢i ni sklonéna o thel zhruba 5,1°. Je mozné si
pricist resp. odecist od soufadnic pfipadnych pozorovacich mist jesté pét stupna
(v zavislosti na tom, zda je Mésic nad a nebo pod ekliptikou) a stéle je mozné Mésic
jako lodicku pozorovat. Pokud by téchto pét stupmni nemélo na pozorovani vétsi
efekt, pak by jisté bylo mozné tento efekt zanedbat. Nicméné, pokud se podivate
na obrazek 18, je vam uz zajisté jasné, Ze efekt bude mnohem vétsi.

Kromé polohy Mésice vuci ekliptice je také dilezita thlova vzdéalenost Mésice
od Slunce. Pokud je zrovna Meésic nejvice odchylen od ekliptiky a zaroven se
nachézi nejblize Slunce (Feknéme t¥eba také pét stupiti — le¢ je to jen tézko realné
&islo), pak se thel osvitu Mésice od Slunce méni o thel 45°! Toto ¢islo uz se
zanedbava tézko.

Je vSak dulezité zdiraznit, ze Mésic takto blizko u Slunce patrné nikdy neuvi-
dite. Takze pokud chcete vidét Mésic jako lodicku, radéji se vypravte nékam blize
k rovniku.
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Uloha V.3 ... t&ky fetéz

Retéz o hmotnosti m a délky | visi svisle tésné nad vdhou. Najednou ho upustime
z klidu a zacne na vahu dopadat. Jakou vahu bude vaha ukazovat v zavislosti na
tom, jaka délka x jiz na ni dopadla? Zanedbejte rozméry jednotlivych ok Fetézu.

Zobrazovana vaha bude presné odpovidat sile, kterou bude fetéz na vahu pu-
sobit. Vypocitejme proto nejdiive, jakou silou na ni pusobi.

Ta Cast Fetézu, kterd jiz na vaze lezi, bude samoziejmé pusobit pouze silou
tihovou. Ta se jednoduse vypocita jako

1 :gm%.

Dale budou na vahu ptisobit pravé dopadajici ¢lanky fetézu, které se o ni budou
brzdit. Vime, Ze sila je rovna zméné hybnosti za jednotku ¢asu. Muzeme psat

Ap

F="A

(23)
kde Ap je zména hybnosti za ¢as At. Hybnost je definovand jako sou¢in hmotnosti
a rychlosti. Protoze se oka fetézu zcela zastavi, bude zména hybnosti rovna

Ap=Am- v,

kde Am je hmotnost ¢asti fetizku, ktery dopadne na vihu za ¢as At a v je okamzita
rychlost fetizku. Ziejmé plati

Am = TTLT 5
kde Az je délka ¢asti Fetizku, kterd dopadla na vahu za ¢as At. Tuto délku pak
Ize vyjadrit jako

Ax =v-At.
Uvedené avahy dobfe plati pro malé ¢asové useky At, béhem kterych se rychlost
Fetizku zméni jen zanedbatelng. Nyni staéi jiz jen dosadit za Ap do (23) a ziskdme
vzorec pro druhou slozku sily

N

v-At
m——-=m7 muv
B=—1"= . 24
2 At l (24)

Pozndmka pro zkuSenéjsi feSitele — ivahy uvedené vyse lze samoziejmé zcela
analogicky provést za pouziti derivaci se stejnym vysledkem.

Retizek dopadajici na vahu bude mit stejnou rychlost jako téleso padajici vol-
nym padem, které jiz urazilo drahu délky x. Ze vzorct pro volny pad

1
v=gt a xzigt,
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dosazenim za t ziskdme jednoduchy vztah

v = +/2¢zx.

Dosazenim do (24) ziskdme koneény vztah pro F

o 2n;gm

Celkova sila pusobici na vahu tedy bude
x
F=F + Fy, = 3mgT.

Pro urceni zobrazované vahy staci podélit ptisobici silu gravita¢nim zrychlenim.
Ziskame vysledek .
My = 3m7.

Uloha V.4 ... zelens revoluce

Jaderna energie je stale kontroverzni zdroj energie a mnohé staty maji v umyslu
upoustét od jejiho pouzivani. Zaméfme se ale nyni na problém skladovani jader-
ného odpadu. Predstavme si, ze v roce 2000 bylo zaloZeno zbrusu nové ulozisté
radioaktivniho odpadu a navezen prvni Cerstvy radioaktivni material, ale zahy bylo
odsouhlaseno, ze na tlozisté bude kazdy dalsi rok dovezeno o 5% méné cerstvého
radioaktivniho odpadu nez rok piedchozi.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze radioaktivni odpad mé poloc¢as rozpadu
100 let (bézny radioaktivni odpad mé daleko delsi polocas rozpadu). Poradte oby-
vatelim prilehlych obci, kterého roku se mohou tésit na nejvyssi davku radiace,
a umoznéte jim tak tfeba naplanovat zalozeni rodiny. PFi FeSeni muizete s vyhodou
pouzit vas oblibeny tabulkovy procesor, tieba Excel nebo Calc.

Uvédomme si, ze intenzita zafeni je v kazdém okamziku umérnd mnozstvi
jesté nerozpadlého materidlu. Je tedy jedno, zda vysetiujeme Casovou zavislost
mnozstvi nerozpadlého radioaktivniho materidlu, nebo ¢asovou zavislost intenzity
zareni. Pfipomenime, Ze polocas rozpadu je doba, za kterou se rozpadne polovina
radit(}zllg(;civnich jader. Aktivita jedné navazky materidlu kleséd v case jako vyraz

1 15

Celkova troven zareni I, v r-tém roce je dana souctem prispévkid ze vsech

predchozich navazek, aneb

r ; 1\ (—9)/100
I,=5095. (= . 25
oo () )

15) V fegeni bereme ¢as jako bezrozmérny pocet let.

57



FYKOS, XXIV. roénik

Nyni toto realizujeme v Calcu (Excelu). Do prvniho fadku, hlavicky tabulky,
vypiseme poradi roku, tedy c¢isla » od 0 az tfeba do 100. Do druhé radky ne-
chame vypocitat funkci (%)r/ 100, neboli prispévek navazky z nultého roku k radi-
aci v r-tém roce. Dalsi fadek bude obsahovat prispévek navazky z prvniho roku
k radiaci v kazdém roce. Tento fddek vznikne prenasobenim ptedeslého fadku
konstantou 0,95 a posunutim o jedno pole doprava. Posunuti o jedno pole do-
prava dosdhneme tak, ze kazda bunka bude 0,95nasobkem bunky o jednu nalevo
a nahore od ni. Tento vzorec stac¢i zadat jen jednou a poté pretdhnout po celém
pozadovaném poli. Uroveii radiace v r-tém roce bude tak odpovidat souctu &isel
v r-tém sloupci tabulky. Nejvétsi ¢islo objevime ve sloupci odpovidajicim roku
2044 (zacindme navazet v roce 2000). Jdn Pulmann si spravné uvédomil, Ze fada

(25) lze snadno se¢ist jako geometricka fada, vytkneme-li ¢len (%) r/100 pred sumu.
Neékteri z Vas zase vychazeli z toho, ze mnozstvi ulozeného materidlu v r-tém roce

dostaneme rekurzivné m, = 0,5%m,_; + 0,95 mo.

Radiace

| | | | J
2000 2020 2040 2060 2080 2100

Rok
Obr. 19. Uroven radiace v pritbéhu let

Uloha jde fedit i pomoci integralniho poétu, pokud piejdeme od diskrétniho
navézeni odpadu ke spojitému. Vztah (25) se pak modifikuje na

¢ 1\ (t=7)/100
I(t):/ 0,95?(5) dr. (26)
0

Exponenciély se snadno zintegruji a vysledkem je zavislost tvaru

1 t/100
I(t) ~ (5) —0,95",

ktera je znazornéna na obrazku 19. Vidime, ze to je vlastné rozdil dvou exponen-
cialnich poklest. Pfi spojitém navazeni maximum radiace nastane zacatkem roku
2045, kvalitativni pribéh zavislosti bude ovsem stejny jako pri diskrétnim nava-
Zeni. Integral (26) je tvaru I(t) = fot f(T)g(t — 7)d7 a vyjadfuje skutecnost, ze
intenzitu v Case t ziskdme souctem prispévku, které ,vznikly*“ v predeslych casech
7 ve velikosti f(7) a na situaci v ¢ase t maji vliv dany faktorem g(¢ — 7), kte-
ryzto je zavisly na casovém prodleni od jejich vzniku. Uvedeny integral se nazyva
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konvoluce funkci f a g a ve fyzice se s nim budete pravdépodobné potkavat velmi
Casto.

Uloha V.P ... nabity sveét

Jak vsichni vime, kladné a zaporné elektrické naboje jsou ve vesmiru v rovnovaze,
jinak by elektricka odpudiva sila piekonala gravitacni a télesa by nedrzela po-
hromadé. Ale je ta rovnovaha dokonala? Co kdyz jsou vSechna télesa ve vesmiru
nepatrné kladné (nebo zdporné) nabita a odpudivd elektricka sila snizuje uéinek
gravitace. Jak by se takova nerovnovaha projevila?

Navrhnéte zpiisob, jak tuto nerovnovahu zjistit, a odhadnéte, jakou nejmensi
nerovnovahu jsme touto metodou schopni urc¢it. Nerovnovahou myslime celkovy
néboj (rozdil kladného a zaporného) v néjakém velkém objemu.

Stézejni otazkou ulohy je, zda jsme schopni detekovat pripadnou nerovnovahu
v neutralité vesmiru. Nez na tuto otdzku odpovime, je tfeba se zamyslet, jak
vlastné vime, ze vesmir je neutralni. Tahle otdzka neni uplné trividlni a je tézké
na ni odpovédét se stoprocentni jistotou. Faktem ziistava, Ze do vadalenosti 10°
svételnych let od nasi galaxie jsme obklopeni ionizovanym plynem.

To ovSem neni nic abnormalniho, vesmir byl kratce po svém zrodu naplnén
neprithlednym ionizovanym plynem, v dalsim vyvoji zprihlednél, nasledné byl
znovu ionizovan a zacCaly se tvorit nejstarsi zndmé vesmirné objekty. Tuto éru
jsme nazvali érou reionizace, trvala 600 miliénd let a skoncila v dobé€, kdy byl
vesmir star asi jednu miliardu let.

Budeme-li tedy vesmir pozorovat pouze
lokalné, je mozné, Ze narazime na néjakou
nerovnomérnost v kladnych a zapornych
casticich. Budeme-li se vSak na vesmir
koukat jako na celek, zadnou nerovno-
véhu bychom neméli pozorovat. Konec-
konctii veskera pozorovani naznacuji, ze
vesmir skutecné neutralni je, ostatné jak
je zminéno v zadani, odpudiva sila by ji-
nak nedovolila zformovéani hvézd, galaxii a
ostatnich vesmirnych objektt. Kdyby ale
lehka nerovnovaha existovala, kde bychom
ji pozorovali?

Mtzeme s tspéchem predpokladat, ze
v celém vesmiru plati zdkon zachovani naboje. Tedy naboj byl ve vesmiru porad
a nikam nezmizel ani by se nemohl najednou objevit. Zkusme se ted zamyslet, jak
nejlépe poznat, ze se nékde nachézi pfebytek kladného/zaporného naboje. Stejné
jako v nasich lidskych méritkach bychom pozorovali, Ze dva stejné nabité naboje
se odpuzuji a dva rozdilné€ nabité naboje se pritahuji. Velmi dobfe to lze ilustrovat
silo¢arami (obréazek 20).

Obr. 20. Siloc¢ary kolem stejnych
naboju
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Ve vesmiru bychom tedy museli detekovat néco podobné vypadajiciho, ale ve
velkych skaldch. Obdobné struktury by byly i jednim z projevi nerovnovahy na-
boje ve vesmiru. Teoreticky by mély byt dobte detekovatelné ve vesmirném mikro-
vlnném pozadi (anglicky Cosmic Microwave Background, ¢ili CMB), které vzniklo
cca 380000 let po Velkém Ttesku. Podivame-li se na CMB dnes (obrazek 21),
zjistime, Ze je veskrze homogenni a zadné proudy se zde nevyskytuji.

Obr. 21. Vizualizace dat z druzice WMAP

Jak velkd by musela byt nerovnovaha, tfeba ve Slunci, abychom ji vibec
zvladli detekovat? Za predpokladu, Ze je Slunce pouze z vodiku, obsahuje
NaMg(H)/Mstunce = 10°7 elektrontl.'® To odpovidd naboji pfiblizné 2 - 1038 C.
Pokud si dovolime mit o jeden elektron v miliardé vic, ndboj bude stale v radu
10%° C. Dejme si tedy elektrickou a gravitaéni silu do poméru a dostaneme

QSlunce
4
L (N
- Mslunce
Tedy elektricks sila bude v fadech 10'® vétsi nez sila gravitacni. S tspéchem
muzeme predpokladat, ze takové Slunce by nemohlo existovat, tedy lze Fict, ze
az do fadu okolo 1072° je Slunce skute¢né elektricky neutralni, tedy v rovnovaze.
Podobny vypocet pak miizeme aplikovat prakticky na jakykoliv objekt ve vesmiru.
Zminéna hodnota nam také naznacuje, jakou nejmensi rovnovihu muzeme princi-
pidlné odhadnout.

16) Hmotnost Slunce je 1,99 - 1030 kg, N5 = 6,022 - 1023 mol~! je Avogadrova konstanta
a Mg (H) = 1,01 g'mol~! je relativni atomova hmotnost vodiku.
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Uloha VI.1 ... rozcvicka

a) zprohybané prkno
Prkno dané délky lezi vodorovné. Z jednoho konce po ném posleme kulicku.
Za jakych podminek bude na druhém konci prkna nejdfive?
a) Prkno bude prohnuté nahoru.
b) Prkno bude prohnuté dolu.
¢) Prkno bude rovné.
d) Pti libovolném prohnuti bude doba stejna.
Svoji volbu Fadné odiivodnéte.
b) zlomené prkno
Prohluben siiky L pfemostime prohnutym prknem. To se sklada ze dvou
stejné dlouhych rovnych ¢asti, které jsou uprostied spojeny zlomem. Na jeden
konec polozime kulicku. Pro jakou hloubku prohnuti h bude kulicka na druhém
konci nejdiive? Zlom je tak hladky, ze na ném kuli¢ka neztraci energii. Mohlo
by se vam hodit, ze funkce f(x) = x + 1/ md minimum v bodé z = 1.

Zprohybané prkno

Jelikoz ma prkno konstantni délku, bude ¢as pie-
jeti zaviset pouze na prumérné rychlosti. Ze zakona
zachovani energie vime, ze ¢im je kulicka niz, tim
vétsi ma rychlost. Jeji potencialni energie v gravitac-
nim poli se pfeméni na kinetickou energii. Tedy pro
vodorovné prkno je rychlost konstantni, pro prkno
prohnuté nahoru je rychlost mensi a pro prkno pro-
hnuté dolu Je rychlost vetsi. Obr. 22. Sﬂy pﬁSObiCi

Pokud bychom se divali jen na ptsobeni sil, vi-
dime, Ze je-li prkno rovné, zadna vysledna sila nepu-
sobi a pohyb je rovnomérny. Je-li prkno prohnuté nahoru, kulicka nejdrive zpoma-
luje a pak zrychluje. Priimérna rychlost je tedy mensi. Naopak pii prohnuti dold
kulicka nejdrive jede z kopce a tedy zrychluje a pak zase zpomaluje. Pramérna
rychlost je vétsi.

Spréavné odpovéd je tedy b), protoze kulicka pojede nejrychleji.

na kulicku

Zlomené prkno

Kulicku budeme modelovat jako hmotny bod. Spocitejme, za jak dlouho se
dostane do poloviny. Rozlozime tihovou silu do kolmého a te¢ného sméru k prknu.
Kolma slozka je vyrusena reakci prkna. Tecna slozka urychluje kouli smérem do-
predu (z kopce). Tato sila je po celou prvni polovinu cesty konstantni. Jednd
se tedy o rovnomérné zrychleny pohyb. Z podobnosti trojuhelnikt (obrézek 22)
mizeme urychlujici silu vyjadrit jako
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Tedy zrychleni, se kterym se bude pohybovat, bude
F gh

a:azm.

Do vzorce pro rovnomeérné zrychleny pohyb s = %at2 , kde s je draha, kterou téleso
urazi z klidu za Cas ¢ p¥i zrychleni a, dosadme

2
s = <£> +h? a a= gh

’ V& m

Odtud jiz jednoduse vyjadiime ¢as, za ktery kulicka sjede do poloviny.

2
(£> + h2 — %Ltz

’ (5)" + 47
2
2<(L> +h2> = ght?
2
L 2h . [L 2h
2gh g 2gh g

Cas, za ktery ujede druhou polovinu, bude stejny (rozmyslete si).
Nyni hledame hodnotu h, pro kterou bude vyraz

L? 2h
wh Ty 27

nejmensi. Druhd odmocnina je funkce rostouci na kladnych ¢islech, a proto bude
vyraz (27) nejmensi, kdyz bude argument odmocniny

L2%

297 + g (28)

také nejmensi. Pokud vyraz (28) upravime na
L < L 2h>
e - I
9\ T L
staci jiz jen pouzit ndpovédu ze zadani a Fict, Ze tento vyraz nabyva minima pro
2h L
— =1 boli h==.
T neboli 3

Piejeti bude kuliéce trvat nejkratsi dobu pro h = L/2.
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Uloha VI.2 ... zly trojuhelnik

Mame dlouhou stérbinu a vedle ni bodovou dirku. Jak bude vypadat interferenc¢ni
obrazec na rovinném stinitku, posvitime-li skrz né koherentnim svétlem? Zane-
dbejte difrakci na samotné Stérbiné a samotné dirce.

Za bodovou dirkou se bude svétlo chovat, jako by dirka byla bodovym zdrojem
koherentniho zareni. Vysledek prichodu svétla stérbinou si mizeme predstavit
jako bodové zdroje nahusténé vedle sebe. Jejich superpozici dostaneme ,valcovy“
zdroj, vlnoplochy budou soustifedné plasté valct se spolecnou osou, kterou tvori
stérbina.

Podminkou pro interferenéni maxima je, aby drahovy rozdil, tj. rozdil vzda-
lenosti od $térbiny a vzdalenosti od bodové dirky, byl celym nasobkem vlnové
délky M. Osu z ztotoZnime se S$térbinou a dirku umistime na osu y do vzdale-
nosti d, tedy bude mit soufadnice (0,d). Vzdalenost roviny stinitka od roviny
tvorené Stérbinou a dirkou oznacime [, pfiCemz uvazujeme, Ze tyto roviny jsou
rovnobézné. Podminku pro interferenéni maximum pak zapiSeme jako

VR+R - (y—d?+12+22)=k\, keZ.

7 vyse uvedené rovnice si vyjadiime y a dostaneme kfivky k-tého interferenc-
niho maxima popsané rovnicemi

d(a? + d® — k°N?) £ AN (2 — k2X%) + K2X2(22 + d2 — k2A2)2
2(d? — k2A2) :

Y1,2 =

z takovéhoto predpisu si nijak pfesnou predstavu o tvaru kiivky neudélame.
Mizeme je nechat vykreslit pocitacem. Pfedpis i ziskany graf budou pro rozumné
parametry napadné pripominat paraboly. Nabizi se myslenka, ze pfi vhodné apro-
ximaci dostaneme pravé paraboly. Tou bude tak zvana paraxialni aproximace — bu-
deme predpokladat, ze vzdalenost $térbiny a bodu od stinitka je mnohem vétsi
nez vSechny ostatni rozméry, I > d.

Odmocniny rozepiseme jako Tayloruv polynom, v daném pfiblizeni ndm bude
stacit prvniho stupné. Plati tedy v/1+ z ~ 1+ z/2 pro x malé.

Dostavame podminku pro interferenéni maximum v podobé

2 Y 2
14 ¥ y—d) e’

7 o =k\, keZ,

z ¢ehoz plyne rovnice pro kfivku interferenéniho maxima v paraxialni aproximaci

22 4+ d? — kMl
2d '

Vidime, ze jsme skutecné dostali paraboly, coz se vzhledem k tomu, Ze mame
primku a bod, které nam tyto kiivky urcuji, dalo cekat.
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Uloha VI.3 ... letadlo

Jak dlouhy c¢as ubéhne v letadle mezi ,zapadem® a ,vychodem“ slunce, leti-li
v roviné ekliptiky? A jak to bude vypadat s délkou dne a noci? Potfebné tudaje
jako béznou letovou hladinu si zjistéte na internetu. Rozeberte oba pripady, kdy
letadlo leti na zapad i na vychod.

Vzhledem k tomu, jaky je pomér vysky h, ve které letadla 1étaji, a poloméru
Zemé R a jaka je doba, po kterou slunce vychazi nebo zapada, miazeme si dovolit
aproximaci, podle které budou slunec¢ni paprsky na Zemi dopadat rovnobézné.

Nejprve spocitame rychlost v, kterou se letadlo pohybuje viici soustaveé spojené
se Sluncem a Zemi. Jednak ma svoji rychlost v, a kromé toho je navic unaseno
rychlosti v, danou rotaci Zemé. Tato rychlost ale nelezi v te¢né trajektorie letu,
a navic jeji velikost je zavisla na zemépisné sitce. Jeji primét do roviny ekliptiky
ma stéle stejnou velikost, a to w(R + h)cosy, kde ¢ je odklon zemské osy od
normaly roviny ekliptiky. Pokud letadlo leti ve sméru otaceni Zemé, tj. od zadpadu
na vychod, tyto rychlosti se s¢itaji. Pfi pohybu od vychodu na zapad od rychlosti
otaceni Zemé odecitame rychlost letadla v.

Vlastni vypocet provedeme pouze pro pohyb od vychodu na zapad, druhy
ptipad je témér identicky. Oznacme T délku jednoho dne. Pak plati

2n

T(R—&—h)cosga—m.

v=v—uv =w(R+h)cosp—uv =
Doba Ty celého ,dne“ (tj. od vychodu slunce po druhy vychod) na palubé letadla
je pak
T — 2n(R+h) 2r(R+ h)T
o v " 2n(R+h)cosp —u T’

Pokud néas zajima cas, ktery uplyne od ,zapadu“ slunce k jeho ,vychodu,
musime vypodist, jakou drahu proleti letadlo ve stinu Zemé. OznaCme « thel,
ktery svira spojnice stiedi Zemé a Slunce se spojnici stfedu Zemé a bodu, kde se
letadlo vynoruje ze stinu Zemé. Pro tento tihel plati

o = arcsin

R+h’

Odtud jiz snadno uréime drahu d, kterou letadlo ve stinu urazi,/ a pomoci
které dopocteme hledany cas

d 2a(R+ h) ~ 2(R+ h)arcsin Ri;h

T === = .
v 2ZX(R+h)cosp—v  2(R+h)cosp —u

Pokud by nés zajimalo trvani dne (mezi vychodem a zdpadem), pak ho staci
dopodéist jako rozdil To —T". Pro pohyb od zapadu na vychod (tj. ve sméru otaceni
Zemé) se vysledek odliSuje pouze sou¢tem ve jmenovateli misto rozdilu.

Dopravni letadla (jako napf. Boeing 747) se pohybuji ve vysce okolo 11km
rychlosti 918km-h~!. Po dosazeni vychézi pro pohyb proti sméru otaceni Zemé

64



Reseni teoretickyjch wloh

To = 65,1h a T" = 31,3h a pro pohyb ve sméru otaceni Zemé Tp = 16,4h a T’ =
=79h.

V feSeni jsme neuvazovali to, ze rotace Zemé znacné vychyluje trajektorii le-
tadla z roviny ekliptiky. Letadlo by tento pohyb muselo kompenzovat svym po-
hybem, a tedy by se uplatnila jen ¢ast z jeho rychlosti viaci vzduchu. Tento efekt
by ve skutecnosti hral velkou roli. Dale jsme zanedbali proudéni vzduchu, které
vyrazné ovliviiuje pohyb letadel.

Uloha VI.4 ... kone¢né Fedeni otazky globalniho oteplovani

Jak by se zménil vykon slunecniho zareni dopadajiciho na Zemi v odsluni, kdyby
byla jednorézové vychylena zemskd dréha (zménou jeji okamzité rychlosti ve sméru
jeji drahy) tak, aby byl pozemsky rok o tyden delsi? Odhadnéte teplotu Zemé
v prisluni a odsluni, pokud by Zemé méla témér nulovou tepelnou kapacitu. Staci
uvazovat, ze ptivodni draha Zemé byla kruhova a piesla na eliptickou.

Vzpomeneme si na Kepleriv tfeti zakon, ktery dava do vztahu obézné doby
planet T obihajici centralni slunce s jejich hlavnimi poloosami a. Stejné bude platit
i v naSem pripadé pro zménu trajektorie Zemé

T _T¢

=3 = —3 = a; = —=ao,
Qg ay

kde indexy 0 budeme znacit pocatecni situaci, kdy Zemé obihéa Slunce po kruznici

s polomérem ap = 1AU = 1,50- 10 m s obé&znou dobou Ty = 365,2dne, a in-

dexy 1 budou znadené veli¢iny odpovidajici situaci po zméné zemské drahy (doba

obéhu T1 = 372,2dne).

Vzhledem k tomu, Ze pfechod na eliptickou!” drdhu se uskuteénil rychle a ve
sméru pohybu Zemé, coz znamend, ze prisluni (perihelium) nové drédhy bude ve
vzdélenosti a, = ao od Slunce a odsluni (afelium) bude ve vzdalenosti a, =
= 21 —ap = (2 ST2]TE — 1) ao ~ 1,025 AU. Uz z tohoto vysledku je vidét, ze
dramatické zmeny teplot v prubéhu roku nebudou nastavat, protoze excentricita
této drahy je pouze e1 = (aa —ap)/(aa+ap) = 1 — YTZ/TE = 0,0126, coz
je mensi excentricita, nez ma Zemé ve skute¢nosti. Pokud bychom ale uvazovali
eliptickou drahu, zaleZelo by na tom, kdy v pribéhu roku dojde ke zméné drahy.
Excentricita by se pak mohla i zmensit, stfedni vzdalenost Zemé-Slunce by vzrostla
v kazdém pripadé tak, aby se velkd poloosa zvétsila z ap na a;.

Hustota toku slune¢ni energie ve vzdélenosti 1 AU od Slunce se nazyva slu-
necni konstanta a jeji hodnota je So = 1370 W/m?. Ve skutecnosti se nejedna
o konstantu, protoze v pritbéhu roku kolisd o cca 1,7%'®, ale v ramci FeSeni

17) P#ipadné vice eliptickou, pokud bychom se rovnou rozhodli uvazovat i to, ze ptivodni
draha Zemé je ve skutecnosti elipticka s excentricitou e = 0,0167.

18) Nemluvé o tom, Ze se i jeji stfedni hodnota periodicky méni v pritbéhu 11letého
slunec¢niho cyklu.
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ulohy ji budeme povazovat za konstantni. Hustota toku slunecni energie je ne-
pfimo imérna druhé mocniné vzdalenosti a ve vzdéalenosti r od Slunce ji muzeme
vypocitat podle vztahu )
&:%&.
V prisluni nasi nové drahy je S, = So z definice a v odsluni
af) 1 2
Sa = 750 = —250 = 0,955() = 1300 W-m .

@ (2 Y T?]TE — 1)

Pro odhad teploty budeme pfedpokladat, ze Zemé je dokonale Cerné téleso
a Ze v kazdy okamzik je vyrovnand bilance zafivého vykonu dopadajiciho na Zemi
a vykonem, kterd je Zemi vyzafovana jako Cernym télesem. Jednd se o logicky
predpoklad, protoze jinak by Zemé& nebyla v tepelné rovnovaze a bud by se neu-
stale ohrivala, nebo ochlazovala. Ve skutecnosti ma Zemé tepelnou kapacitu, takze
neni v tak dokonalé tepelné rovnovaze — ani blizko takové, ze by se dopadajici za-
feni z jedné strany na Zem okamzité vyzafovalo vSemi sméry, ale berme to jako
prvni pfiblizeni. Svételny vykon dopadajici na Zemi, kterd je dokonala koule o po-
loméru Rz, ve vzdalenosti r, je imérny prifezu Zemé a hustoté toku sluneéni
energie, P, = wR%S, . Vykon, ktery Zemé vyzaii na svém celém povrchu, je dle
Stefanova-Boltzmannova zdkona

P = 411R%M = 41TR%O'T4 R

kde M je intenzita vyzafovani z povrchu télesa, o = 5,67 - 1078 W-m~2.K~* Stefa-
nova-Boltzmannova konstanta a 7 je teplota ¢erného télesa. Vzhledem k tomu, ze
se maji oba vykony rovnat, dostavame vzorec pro teplotu Zemé v nasem priblizeni

s 4fSr _ Jao /S0
" V40 Vor o’

Teplota v perihelu pak vyjde 7, =~ 6°C a v afelu 7, &~ 2°C. Teplota v perihelu
by teoreticky podle nasich predpokladti méla odpovidat stfedni teploté na Zemi
v priibéhu roku, ktera se udava jako 14 °C. Coz na prvni pohled tplné nesedi,
ale vzhledem k poctu zanedbani, kterych jsme se dopustili, je to pomérné dobra
shoda. Dalsi vlivy, které by se pro spravné urceni teploty mély zapocitat, jsou
naptiklad to, Ze ve skutecnosti spektrum Zemé pii vyzafovani nebude idealné
odpovidat vyzarfovani cerného télesu, ale mélo by uréitou specifickou vyzafovaci
charakteristiku, navic i tato celkova charakteristika by byla jenom priblizenim,
protoze Zemé neni jenom z jedné chemické latky, ale jinak bude vyzarovat pevnina
a jinak ocedny. Toto by vedlo spi$ ke sniZeni ocekdvané teploty Zemé. Vliv na
teplotu Zemé ma také to, ze ma horké jadro — castecné obsahujici tepelnou energii
od doby vzniku Zemé pochazejici z gravitacni potencidlni energie a dale v jadru
dochézi k rozpadu radioaktivnich prvka, coz také zvysuje teplotu Zemé. Dalsi véci
je pritomnost atmosféry, kterd diky sklenikovym plyntm zvysuje teplotu zemského
povrchu.
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Néco navic

Pokud bychom tedy chtéli vyfesit globalni oteplovani jako ve Futuramé, kde
roboti ovlivnili drdhu Zemé tak, ze rok byl o tyden (roboti parby) delsi, tak by nés
kromé vykyvi teploty v pribéhu roku zejména zajimala pramérna roc¢ni teplota.
Respektive i s nasim relativné primitivnim modelem bychom mohli urcit, o kolik
zhruba stupni by se teplota zménila vic¢i puvodni teploté. Za tim tcelem muzeme
vyuzit druhy Kepleriv zakon — zdkon ploch — fikajici, ze za jednotku ¢asu pruvodic¢
planety opise stejnou plochu.'® Pro plognou rychlost w pak plati

aibr _ rv,
T, 27

kde b1 je vedlejsi poloosa elipsy a v, je rychlost planety ve vzdalenosti r od
Slunce. Pokud bychom chtéli, miZeme vypocitat i hodnotu w s pomoci vztahu

e = y/ai — bi /a1, kterd pak bude w = /GG, = ao\/2 (Ty/To)*® — 1, ale toto
¢islo nebudeme dal potfebovat. Vystacime si s tivahou, ze kdyz w je konstantni,
muzeme vyjadiit obéznou rychlost jako funkci vzddlenosti v, = 2w/r. Vzhledem
k tomu, Ze trajektorie Zemé je elipsa, muZeme si vybrat soufadnou soustavu, kde
Slunce bude v jejim pocatku a perihelium bude na ose x v kladném sméru. Nasi
elipsu popiseme v polarnich soufadnicich jako

ryo = a1 — (a1 — ag) cos p,

kde ¢ je thel méfeny pravé od perihelu v kladném smyslu (proti sméru hodinovych
rucicek). Jde o aproximaci pro malé excentricity €. Obecné mtizeme kuZzelosecky
v polarnich souradnicich zapsat ve tvaru

ao

r(e) = 1—ccosp’

kde ag je velikost hlavni poloosy a ¢ je excentricita. Pro € = 0 jde o kruznici, pro
0 < € < 1 jde o elipsu, pro € = 1 jde o parabolu a pro € > 1 to je jedna vétev
hyperboly.

Pokud jste se jesté s polarnimi soufadnicemi nesetkali, tak misto soutfadnice z
a y mame soufadnice r = /x2 + y? uréujici vzdalenost od poéatku a ¢, coz je
pravé zminény uhel, pro ktery plati ¢ = tgy/x.

Posledni tivaha se tyka toho, Ze teplotu bychom chtéli ,vystfedovat® tak, ze
bychom si rozdélili drahu Zemé v pribéhu roku na malé kousicky, kdy ma skoro
stejnou teplotu uréenou nasim modelem, a teplotu vynasobili asem, za ktery Zemé
piislusny kousic¢ek drahy urazila. Vsechny tyto vynasobené kousky bychom pak
secetli a vydélili dobou obéhu. Vlastné bychom spocitali vazeny priameér teploty.
Cas, ktery Zemi potrva, nez urazi néjakou drahu, je nepfimo tmérny jeji rychlosti.
Rychlost je zase v naSem ptipadé nepfimo imérna vzdalenosti od Slunce, takze Cas
je tmérny vzdalenosti. TakZze muzeme jako vahovou funkci pouzit vzdélenost a ne

19) Je to jen jina formulace zédkona zachovani momentu hybnosti.
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ptfimo cas. Také bude lepsi, kdyz kousicky, ve kterych povazujeme rychlost Zemé
za konstantni, ptijdou k nekone¢né kratkym dobam — tzn. prejdeme k integrovani.
Pramérna teplota bude )
Jo " TeTr, do
27 :
f o Te de

Tyto integraly si miZzeme nechat numericky spoéitat?® a vyjde nam, Ze nemtizeme
dekat zménu primérné rocni teploty ani o celé 2 °C, takze pokud by bylo potieba
Zemi ochladit v situaci, kdy by bylo vS§em nechutné vedro, ani o tyden delsi rok
by nestacil.

7=

Uloha VI.P ... noseni vody

V lété bylo zakazano vynaset z bazént vodu v bermudach. Kolik ale miize clovek
vynést vody ve vlasech? Pfedpoklddejme, Ze vlasii je vétsi pocet (z bazénu nevynasi
vodu déd Vsevéd).

Vlasy, podobné jako ony zakizané bermudy, jsou sloZeny z mnoha jednotli-
vych vlaken, kterd na sebe vazi vodu. Zpiusoby, kterymi k tomu dochazi, jsou
¢tyfi. Diskutujme tedy, jak moc jsou efektivni a jak se podileji na celkovém mnoz-
stvi navdzané vody. Predtim ale pfipomenme néjaké zakladni vlastnosti pokryvky
hlavy. Priimér vlasu je asi 100 pm, jeho hustota objemova asi 1,3 kg-m >, hustota
pokryti hlavy asi 200cm™2 a plocha vlasy pokryté ¢asti hlavy asi 500cm?. To
dava dohromady asi 100000 vlast na hlavé. Pti sestfihu na 1 cm je hmotnost vlast
asi 10g.

a) Vsaknuti vody do vldkna
Vl1adkno vlasu je tvoreno ze tii ¢asti. Svrchni Supinaté kutikula chrani vnitini
vrstvu (kortex), ve které u tlustsich vlast (resp. voust) je skryta dien (medula).

Voda se zachycuje pfedevsim ve vlaknitém kortexu, kutikula naopak vodu od-

puzuje, protoze pokud je vlas prili§ navlhly, vlakna nabobtnaji a trhaji se.

Kolik vlas absorbuje, najdeme na internetu, vétsina zdroju se shoduje na tom,

Ze je to mezi 20 az 30 procenty hmotnosti vlasu, podle jeho druhu. Vzpome-

neme-li si na text ze zacatku, zjistime, Ze pokryvka hlavy nasaje asi 3 ml vody

na centimetr délky.
b) Zéchyt vody mezi vldkny
Tento odstavec se tyka predevs§im dlouhych vlast, protoze k tomu, aby
se mohla voda zachytit mezi vlakna, museji byt vlasy zplihlé. Predstavme si,
ze vlasy reprezentované rovnymi valci jsou naskladané tésné vedle sebe jako
klady dieva. Nyni si jisté vzpominate na tilohu Dr. Nec ze tieti série, kdy bylo
potfeba vypocitat koeficient pro prepocet mezi prostorovym metrem dieva

a plnometrem. Nyni potfebujeme zjistit, jaké mnozstvi vzduchu je mezi na-

$imi klddami. Kdyby vlasy byly jen vyrovnané vedle sebe v hexagonalni myizi

20) Naptiklad pomoci stroje na http://www.wolframalpha.com/.
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jako ve zminéné uloze dfevo, byl by pfevodni vztah mezi objemem vlasi (V1)
a vzduchu (Vi) nésledujici

1—
Vie = Vi V~

Pro v = 0,92 budeme objem vlasti nésobit &islem é. Vlasy do mezer mezi
sebou zachyti tolik vody, co je devitina jejich objemu. Pfepocteno na centimetr
délky (s tim, Ze minimalni délka, pro kterou to plati, je asi 5 cm) to ¢ini 0,9 ml.
Pokud uvézime to, ze vlasy oddéluje vrstva vody tenka 10 % jejich praméru,
musime toto ¢islo zdvojnasobit.
c) Zéchyt na povrchu

Na povrchu vlast se néjaka voda zachyti vzdy. Povrch se vSak muze dost
lisit. Pro lidi s dlouhymi vlasy je pfiblizné roven plose, kterou zabere jejich
mokry skalp. To je pfiblizné soucet zarostlé plochy hlavy (500 cm?) a pFeéni-
vajici zbytek. Ten na $ifku zabere asi tolik, co hlava (15cm) a na délku stejné
jako nejdelsi vlas. Tato ¢ast by se méla nasobit dvéma, protoze i mezi kizi zad
a vlasy se urcité néco zachyti. Osoba se tficeticentimetrovymi vlasy tedy ma
aktivni plochu hlavy asi 1400 cm?. Jaka je tloustka vrstvy vody? Mald. Vlasy
jsou mastné a vodu spise odpuzuji, takze se na nich brzo zac¢nou tvorit kapicky
nebo primo celé proudy, které stekou dfiv, nez vyjdeme z bazénu — ztistane na
nich nejvyse nékolik mikrometri vody, které (pokud by byly vlasy oddélené)
rychle vyschnou. Na celé hlavé je tak nejvyse mililitr vody.

d) Zachyt v prostoru mezi kofinky

Pravdépodobné nejvétsi zasluhu na vynaseni vody z bazénu maji prostory
mezi kofinky vlasi. Kdybychom se snazili jakkoliv ,uplacat® vlasy tak, aby
mezi nimi byly co nejmensi mezery, vzdy néjakd mald (ale ne nezanedbatelna)
zustane pravé u korinku. Protoze hlavu namac¢ime rovnomérné, nema tato voda
téméf kudy utéci, jen malymi mezerami (viz vySe) mezi vldkny, po jejich po-
vrchu nebo bokem zistane zachycend pomeérné dlouhou dobu. Tyto mezirky
jsou soustfedény u povrchu hlavy a dosahuji nékolika milimetra délky (mu-
zeme si je predstavit jako zuzujici se a stacejici se kuzely — protoze dal uz
postupné prechéazi v mezivldkenny prostor. Takze takto se na hlavé zachyti
okolo 50-100 ml vody. Lidé s kratkymi vlasy se budou blizit nizsi hodnoté.

Nejvétsi vliv na to, kolik vody vyneseme, mé ovsem rychlost, kterou vybéhneme
z bazénu ven. Ve vodé€ jsou totiz vlasy rozptylené vSude mozné a pii vynoreni
s sebou stahnou velké mnozstvi vody, kterad ale rychle odtece, protoze se na nich
nema jak zachytit. Vlasy tak nejsou nasklddané té€sné na sebe, ale mtze se stat,

21) Pro pripomenuti: Koeficient v byl spoc¢ten pro jedno konkrétni usporadani — obdélni-
kovy prufez. Byl vsak uveden obecny vztah, do kterého jsme dosadili. Mokra kstice méa
totiz v prvnim pfiblizeni tvar tenkého kvadru o rozmérech délka vlasu X polovina obvodu
hlavy X cca 4 mm, coz dopocteme z tidaji v tvodu Feseni. Odhad dobfe plati i pro kratké
vlasy (které nestoji), protoZe si tento kvadr miizeme predstavit jako kosy, coz na objem
nema vliv. Je dulezité, ze je tenky, protoze se prilis neprojevi, ze ve skutecnosti kopiruje
povrch hlavy.
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ze mate na hlavé vic vody nez vlasi. Tim se zméni koeficient ze druhého bodu
i nékolikanasobné, stejné tak i mnozstvi vody ve vlasech.

Se¢teme-li v8echny vlivy, které jsme diskutovali, odhadujeme, Ze vyneseme
pfiblizné 5 ml vody na centimetr délky vlast a pramérné asi 75 ml vody vzdy. Autor
tohoto Teseni by tedy na vlasech z bazénu vynesl naraz asi 60 ml vody, zatimco
nékdo s hiivou pod lopatky by pfipravil plovarnu asi o 300 ml vody. Je to realné?
Udélali jsme mensi experiment a dolni hodnota se potvrdila, protoze jsme namérili
asi 50 = 10 ml. Jak je to ve skutecnosti s delsimi vlasy, nevime. Nicméné hodnota
bude spi$ vyssi nez odhadnuté, a proto je srovnani s bermudovymi plavkami na
misté.

Literatura

Pokud si chcete pocist ve zdrojich, z nichz jsme ¢erpali, jsou to predevsim tyto
tituly:

[1] Clarence R. Robbins: Chemical and physical behavior of human hair (na-
jdete na Google Books),

[2] C. Barba et al.: Water absorption/desorption of human hair and nails,
Thermochimica Acta 2010.
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Zadani experimentalnich dloh

Uloha I1.E ... vrh kouli

Vsichni dobfe vime, Ze ve vakuu doleti vSechny predméty vrzené stejnou rych-
losti a pod stejnym thlem stejné daleko. Co se ale stane, kdyz je takto hazeme za
normalniho tlaku? Zmeértte, jak zavisi dolet télesa konkrétniho tvaru na jeho hmot-
nosti. Jak tato zavislost vypada teoreticky? MiiZete ji spocitat, nebo nasimulovat
na pocitaéi napt. v Excelu. (Tesend str. 72)

Uloha I1.E ... Jin a Young
Pravdépodobné jsme jiz vsichni slySeli o dvoustérbinovém Youngové experi-
mentu. Zkousel si ale nékdo podomacku ,vyrobit* interferen¢éni prouzky na sti-
nitku osvétleném dvéma Stérbinami? K optickému Youngové pokusu existuje i me-
chanicka analogie, kdy sledujeme skladani dvou vInéni na vodé, nebo akusticka
analogie, kdy se sklddaji dvé zvukové vlny. Ve vSech tfech pfipadech je mozné
zkoumat interferenéni obrazec vznikajici v urcité roviné. Pokuste se realizovat je-
den nebo i vice z uvedenych t¥i pokusu, a ziskat tak interferen¢ni obrazec. Poté
urcete vlnovou délku, pfipadné rychlost Sifeni vinéni. Uvitdme fotodokumentaci.
(Tesent str. 75)

Uloha II1.E ... papir

Zmérte, jak zavisi prasvitnost papiru na thlu, pod kterym je sklopeny. Mame
soustavu oko papir zarovka v jedné pfimce. Méfime zavislost intenzity proslého
svétla na thlu stoceni papiru vzhledem k ose aparatury. (TeSend str. 79)

Uloha IV .E ... vejce sebevrah

Z jaké nejvyssi vysky muzete shodit obycejné slepici vajicko na tvrdou podlahu,
aniz by se nakiaplo? Co kdyZ vajicko natésno obalime néjakym mékkym obalovym
materidlem (tj. papir, bublinkova folie apod.) s tloustkou nejvyse 5 mm? Z koli-
krat vyssi vysky ho pak muzeme pustit, aniz by se néjak viditelné poskodilo?
VyzkousSejte nékolik riznych obalt. (TeSend str. 83)

Uloha V .E ... strunatci
Vytvoite si zafizeni, na kterém bude moci byt upevnéna struna (¢ gumicka)
s proménlivou délkou tak, ze bude napinana stale stejnou silou. Prozkoumejte,
jak se méni hlavni frekvence vyddvané strunou (¢i gumickou) v zévislosti na délce
struny. Na zpracovani zvuku muzete pouzit napfiklad program Audacity.
(TeSend str. 85)

Uloha VI.E ... zeméplocha
Vymyslete co nejvice zptsobi, jak ovérit pfedpoklad o kulatosti Zemé. Pokud
zjistite, Ze je Zemé opravdu kulaté, dokazali byste urcit i jeji polomér?
(Tesent str. 90)
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Reseni experimentalnich uloh

Uloha | . E ... vrh kouli

Vsichni dobie vime, ze ve vakuu doleti vSechny predméty vrzené stejnou rychlosti
a pod stejnym thlem stejné daleko. Co se ale stane, kdyz je takto hazeme za
normalniho tlaku? Zmérte, jak zavisi dolet télesa konkrétniho tvaru na jeho hmot-
nosti. Jak tato zavislost vypada teoreticky? Miizete ji spocitat, nebo nasimulovat
na pocitaci napi. v Excelu.

Teorie

Abychom ur¢ili brzdné zrychleni pro télesa pohybujici se ve vzduchu, vyjdeme
z Newtonova vztahu pro odporovou silu zavislou na kvadratu rychlosti, z ¢ehoz
pro brzdné zrychleni dostaneme vztah

CoSv?

2m

Qodp =

I

kde C je koeficient odporu uréeny tvarem télesa, v je rychlost télesa, S je plocha
jeho prifezu, m je hmotnost télesa a g je hustota prostfedi, v nasem piipadé
vzduchu. Uloha mé analytické feSeni, pokud se jednd pouze o vrh ve svislém
sméru. Jakmile mé ale pfedmét néjakou rychlost podél horizontalni (z-ové) osy,
analytické feSeni neexistuje a je tfeba si vypomoci pocitacem.

Simulace

K simulaci bylo pouzito fiktivni téleso o koeficientu odporu C' = 0,5, tedy
koule nebo kornout. Po¢ate¢ni hodnoty rychlosti télesa byly zvoleny tak, aby byly
v doletu viditelné co nejveétsi rozdily.

Po ¢asovych intervalech o velikosti At = 0,001 s se po¢italy rychlost, soufadnice
a zrychleni télesa. Tento interval zajistil pfesnost urceni x-ové urazené vzdalenosti
s odchylkou 1 az 4 mm, coz je vzhledem k rozpéti urazenych vzdalenosti dostacujici.
Predpokladejme, ze kladny smér pro slozky rychlosti je ve sméru osy = a proti
sméru osy y. Rychlosti jako i zrychleni se v ¢ase t vypocetly po slozkich z udaji
o rychlostech, poloze a zrychleni pro ¢as t — At podle nasledujicich vztahil (index
1 znaéi hodnotu pro ¢as ¢, index 0 znaé¢i hodnotu pro ¢as t — At)

Vzl = Vz0 — AwoAt, vy1 = vyo + (g — ayo) At

CoSv?
_ 2 2 — 1
V1 = 4/V5 + V1, a1 = )

Uzl o v / . % ,
ag1 = a— - ,praumeét odporového zrychleni do sméru z-ové osy* ,
v
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Uyl o A . X 4 «

ay1 = a— - ,prumét odporového zrychleni do sméru z-ové osy*,
v

x = 20 + Vo0 Al — Faz0At, Y = Yo — vyoAt — 5(g — axo)At.

Ve chvili, kdy y-ovd soufadnice méni znaménko, byla odectena hodnota z-ové
soutradnice, tedy dolet. Rozdil z-ové soufadnice v dobach +At byl zaznamenan
jako odchylka. Nasledné byla zménéna hmotnost simulovaného télesa, aby se znovu
odecetl dolet.

Na prvni pohled by z(m) méla byt asymptoticka funkce, coz je ocekdvatelné,
nebot pro vysoké hmotnosti bude vliv odporu vzduchu zanedbatelny a vSechny
tézsi predméty zacnou padat, stejné jako ve vakuu, témér na stejné misto. Poca-
tecni hodnoty pro simulaci byly zvoleny nasledovné:

119E:2,5m~5717 vy:0m~sfl, y=093m, z=0m,

C=05, S=0,004m?, ovsduchu = 1,2759kgm™>.

Dolet pro rizné hmotnosti télesa

hmotnost dolet odchylka

[kg] [m] [m]

0,001 0,698 0,001
0,002 0,855 0,001
0,003 0,923 0,002
0,004 0,960 0,003
0,005 0,983 0,003
0,006 1,000 0,003
0,007 1,012 0,003
0,008 1,021 0,003
0,010 1,033 0,003
0,012 1,042 0,003
0,015 1,051 0,003
0,020 1,060 0,004
0,050 1,077 0,004
0,300 1,087 0,004
0,800 1,086 0,004
1,500 1,087 0,004
5,000 1,087 0,004

Namérena data byla fitovana funkci

fla) =2 +ec

b

s vyslednymi parametry a = (—6,9+4,5) - 10~* (chyba 65 %), b = (9,1£0,9) - 10~ *
(chyba 10%) a ¢ = (1,1 +£0,01) (chyba 1%).
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Bohuzel fitovana funkce na simulované hodnoty nesedi az tak dobfe (jeden
parametr byl vypoéten s velkou chybou 65 %), ale je to nejlepsi vysledek mezi
funkcemi, které byly ozkouSeny (logaritmus, exponencidla, ... ).

1,2 I I I I I I I
171 I~ __;& ________________________________________ L __

1 { -
0,9 £ . . . .

z [m] N dolet pro ruzné hmotnosti (ze simulace) —o—
0,8 |- fitovana zavislost ------ |
0,7 ¢ —
0,6 i
0,5 ! ! ! ! ! ! !
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
m [ke]
Obr. 23. Graf zévislosti z(m) pro badmintonovy micek
Meéreni

K méfeni byly jako télesa stejného tvaru a riznych hmotnosti pouzity bad-
mintonové micky s riznymi zavazimi upevnénymi ve Spicce. Tyto byly zvoleny,
protoze jev je nejlépe rozpoznatelny na lehkych télesech (vezmeme-li v Gvahu,
jakych rychlosti je moZno v domécich podminkach dosdhnout). Jako stroj, ktery
zarudi stejnou vyletovou rychlost bylo pouzito tézké kyvadlo o hmotnosti 1,77 kg
(aby bylo mozno u néj zanedbat odpor vzduchu) s upevnénou trubici, ze které
vylétavaly badmintonové micky. V nejnizsim bodé kyvadlo narazilo do vymékcené
zabrany (k tomuto tcelu poslouzil maly pol§tar, aby se zabranilo odrazu kyvadla
a vyletu micku jinym smérem). Migek, ktery mohl v trubici volné klouzat, pokra-
¢oval dal ptavodni rychlosti. Jako zavazi do spicky micku byly postupné pouzity
hlinéna kulicka, olovéna kostka a dvé olovéné kostky. Jako konstrukce pro kyva-
dlo byly pouzity Stafle. Bylo ovSem tézké dosdhnout vyletu micku vzdy jednim
smérem, nebot polstal jako tlumidlo nestacil. Vhodnéjsi by byla tieba plastelina.

Kyvadlo prekonavalo vyskovy rozdil 60 cm, coz v dolni Gvrati odpovida rych-
losti v, = 3,4m-s™*. V§letova rychlost byla ale pravdépodobné o néco mensi (kviili
t¥eni pfi vyletu z trubice).
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Méfteni doletu badmintonovych micki

hmotnost [kg] 0,005 [ 0,005 | 0,005 [ 0,005 | 0,010 [ 0,026 | 0,050

dolet 1 [m 1,01 | 1,12 | 1,01 | 1,03 | 1,30 | 1,04 | 1,03
dolet 2 [m 0,80 | 0,97 | 1,10 | 1,01 | 1,02 | 1,17 | 1,09
dolet 3 [m 0,99 | 1,05 | 1,12 | 1,14 | 1,41 | 1,23 | 1,25

dolet 5 [m 0,94 | 0,90 | 0,82 | 0,77 | 1,03 | 1,26 | 1,10
dolet 6 [m 0,96 | 0,97 | 0,87 | 0,99 | 1,17 | 1,26 | 1,14
primér [m) 0,95 | 1,00 | 0,97 | 0,98 | 1,19 | 1,16 | 1,15
smérodatné odchylka [m]| 0,07 | 0,07 | 0,12 | 0,11 | 0,14 | 0,10 | 0,10

(m]
]
dolet 4 [m] 0,98 | 1,00 | 0,88 | 0,95 | 1,18 | 1,00 | 1,31
[m]
[m]

7 méfeni je vidét, ze téz81 micky létaji dal. Kvuli velikosti chyby zptusobené
nepfesnosti vyletové rychlosti (nebylo v mych sildch eliminovat tfeni micku, nez
vyleti z trubice, ani pohyby konstrukce kyvadla pii ndrazu) neni ovSem mozné
z nameéfenych hodnot ovérit, jak koresponduji simulovana data s naméfenymi.

Uloha Il .E ... Jin a Young

Pravdépodobné jsme jiz vSichni slyseli o dvoustérbinovém Youngové experimentu.
Zkousel si ale nékdo z Vas podomacku ,,vyrobit“ interferen¢ni prouzky na stinitku
osvétleném dvéma Stérbinami? K optickému Youngové pokusu existuji i mecha-
nicka analogie, kdy sledujeme skladani dvou vInéni na vodeé, nebo akusticka analo-
gie, kdy se skladaji dveé zvukové viny. Ve vsech tfech pripadech je mozné zkoumat
interferenc¢ni obrazec vznikajici v urcité roviné. Pokuste se realizovat jeden nebo
i vice z uvedenych tfech pokusu a ziskat tak interferencni obrazec. Poté urcete
vlnovou délku, pripadné rychlost sifeni vinéni. Uvitame fotodokumentaci.

V roce 1801 Thomas Young experimentalné ukéazal, ze svétlo je vlna. De-
monstroval, Ze svétlo vykazuje interferenci stejné jako vodni vlny, zvukové viny
a vSechny ostatni typy vln. Na obrazku je jedno z moznych uspoirddani Youngova
experimentu.

Teorie

Monochromaticky, koherentni zdroj zafeni jsme umistili za pfepazku se dvéma
Stérbinami o zanedbatelné sifce. Podle Huyghensova principu se kazdy bod, tedy
i térbiny, které v dusledku zanedbatelné sirky muzeme povazovat za body, stavaji
zdroji zafeni. Za prepazkou zafeni z dvou nové vzniklych zdroji interferuje a na
stinitku ve vzdalenosti | vznika interferen¢ni obraz maxim a minim.
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LN NMAZ N

I |
d

Obr. 24. Schéma experimentu

Zaméifme se na mechanické analogie a to konkrétné na interferenci vln na vodni
hladiné a interferenci zvuku. V klasickém pokusu se pii odvozovani vzdalenosti
maxim, resp. minim, muze v pfipadé kdy ! > d pouzit pro thel ¢ sevieny rovinou
clony a bodem na stinitku aproximace sin ¢ = tg¢ = . Tento predpoklad, vsak
v usporadani, které je popsano nize nelze pouzit a proto vyjdeme ze vztahu

d\? d\? 2k-1
2 Y e ey
\/l +(mk+2) \/l Jr(mly€ 2> = 2 A,

kde m je vzdalenost minima od osy aparatury a k je ,poradové c¢islo minima“

smérem od stiedu.

Pro vlnovou délku, jejiz hodnotu chceme zmérit, dostavame vztah

2 d\? d\?
_ 2 ol T D} _ ¢
/\Qk:—l\/l +(mk+2) \/l Jr(ml€ 2> .

Méreni

a) Interference na vodni hladiné: V Petriho misce jsme pomoci dvou oscilatort
vybudili vlnéni (dvé $térbiny na nichz difraktuje rovinna vlna muzeme nahradit
dvéma zdroji kruhovych vin). Dvé vzniklé viny navzijem interferovaly. Inter-
feren¢ni obrazce byly zachyceny fotoaparatem, viz obrazek 25. Pramér ¢ocky,
kterou meotar promital misku na platno, tedy priameér zobrazeného svétlého
kruhu je 11,2 cm, coz nam poslouzilo jako méritko.

76



Reseni experimentdlnich tuloh

Obr. 25. Interference na vodni hladiné

Na obrazku byla vzdalenost [ = 6 cm a d = 1,5 cm. Odectené polohy minim
jsou: m_g = 3,6cm, m_1 = 1,5cm.

Dosazenim téchto hodnot do vyse uvedeného vztahu dostaneme
A1 =(0,75+£0,03) cm.
VlInova délka odectend z obrazku je
Ao = (0,75 £ 0,05) cm,
coz v rdmci chyby odpovida
b) ,Interference obrazka:“ Dvé priihledné félie se soustfednymi kruznicemi o po-

lomérech zvétsujicimi se po 1 mm (ozna¢me A = 1mm) jsme piekryli tak, ze
stfedy od sebe byly vzdalené d = 7mm. Vidime, Ze i toto je analogie Youngova
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experimentu, jen ve statickém provedeni. V tomto pfipadé, na rozdil od ana-

Obr. 26. Interference obrazku

logie s vodou budeme sledovat polohy maxim. Zaménime-li vyznam m v diive
uvedeném vztahu z minima na maximum, zméni se vztah pro \ takto

1 d\?2 d\?
wu(mﬁz) _wu(mk_g)

7 obrazku 26 odecteme hodnoty maxim: m_2 = 3,6 cm, m_; = 1,5cm.
Rovinu, kde jsme odecitali maxima, jsme umistili do vzdélenosti ! = 6,8 cm
a d = 0,7 cm, jak jsme jiz uvedli. Ode¢tené polohy minim jsou: m_; = 0,5 cm,
m—_2 =1cm, m_3 =2,6cm, m_4 = 3,7cm.
Hodnoty A pro jednotlivad m jsme shrnuli do tabulky.

Dopocet vysledkti experimentu
k -1 -2 -3 —4
my [cm)] 0,5 1,0 2,6 3,7
i [cm] 0,0513 | 0,0753 | 0,0832 | 0,0862
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Diskuse vysledkii

V experimentu zkoumajicim interferenci vin na vodni hladiné jsme dospéli ke
stejnému vysledku jak pfimym méreni vinové délky, tak vypoctem na zakladé
teoretického vztahu a namérenych parametri. Vzniklé odchylka je jak statisticka
(ptvodem zejména v méfeni délek), tak i systematickd. P¥i¢ina systematické chyby
je pravdépodobné hlavné ve zvoleném zpusobu udavani méritka.

V druhém pokusu zkoumajicim ,interferenci obrazkt“ mizeme vidét pomérné
velkou systematickou chybu, opét zpiisobenou méritkem, tedy prepocitavanim na-
méfenych délek, ¢imz chyba rychle narista. V prvnim maximu vsak i presto sedi
vypoctend hodnota s tou naméfenou velmi pékné.

Uloha Il .E ... papir

Zmérte, jak zavisi prusvitnost papiru na uhlu, pod kterym je sklopeny. Mame
soustavu oko papir zarovka v jedné primce. Méfime zavislost intenzity proslého
svétla na thlu stoceni papiru vzhledem k ose aparatury.

V této experimentalni tloze zkoumame velice komplexni pfipad; k mérenému
signalu prispiva hned nékolik jevii. Proto bychom v teoretické ¢asti méli provést
vycet téchto jevi, pokusit se je srovnat podle vyznamu, uvést pripadné zjednodu-
Sujici predpoklady a na zavér navrhnout vhodnou modelovou funkci.

Teorie

a) Kancelaisky papir je bily a velké mnozstvi svétla se od jeho povrchu odrazi. Bu-
deme-li pfedpokladat, Ze intenzita odrazeného svétla nezavisi na thlu dopadu,
pak muzeme tento jev zahrnout do veli¢iny Iy, tedy intenzity svétla na vstupu
do materialu papiru ¢ili efektivni intenzity svétla vychazejiciho ze zdroje.

b) Nejvétsi ¢dst svétla se pohlcuje v materidlu papiru. Material budeme v prvnim
pfiblizeni povazovat za homogenni (v kazdém misté objemu jsou stejné vlast-
nosti) a izotropni (v kazdém sméru budou platit ddle uvedené vztahy). Pak
muzeme vyuzit Lambertuv-Beertav zdkon pro intenzitu svétla po prichodu ab-
sorbujicim materidlem tloustky d

—ed
Imax - IOe 5

kde s je absorpéni koeficient a Iy je intenzita svétla vychézejiciho ze zdroje
(na vstupu).

¢) Vyznamné Gast svétla se rozptyli do jinych smérd, nez byl ptivodni smér chodu
paprski ze zdroje. Rozptyl nastava jak v objemu, tak na povrchu papiru,
nicméné popis téchto pripadt by byl velmi slozity s ohledem na slozitéjsi struk-
turu kancelafského papiru. Pokud posvitime na kancelaisky bily papir zezadu
napf. ¢ervenym laserovym ukazovatkem, uvidime zepfedu v misté dopadu la-
serového paprsku jasnou stopu. Tato stopa bude velmi dobfe patrna, i kdyz
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se na plochu papiru podivame z velmi Sikmého thlu. Tzn. na povrchu kan-

celarského papiru se svétlo po priichodu rozptyluje prakticky do vsech sméri

daného poloprostoru. V prvnim pfiblizeni mtizeme pro velmi Sikmé tuhly jeho
intenzitu povazovat za konstantu Iys. Do této konstanty pak v principu ma-
zeme zahrnout pfipadné svételné pozadi (background).

Zminili jsme nejvyznamnéjsi jevy a prispévky k mérenému signalu. Zbyva dote-
8it geometrii Glohy, jak se zméni intenzita svétla I(a) pii naklonéni kancelaiského
papiru o thel a. Ocekavame, Ze pro kolmy dopad (o = 0) naméfime pravé ma-
ximalni moznou intenzitu 1(0) = Imax, pro niz plati Lambertiv-Beertv zékon
vyse. Tento zédkon pouzijeme diky predpokladiim homogenity a izotropie i v pfi-
padé naklonu papiru o thel «a, kdy pfimy paprsek ze zdroje prochazi efektivné
silngjsi vrstvou materidlu papiru. Pro efektivni tloustku pak z geometrie plati
d(a)) = d/ cos a. Tloustku papiru d i poc¢atecéni (vstupni) intenzitu svétla Iy jsme
zavedli vyse, proto mizeme zapsat Lambertav-Beertv zakon pro nami zkoumanou
zéavislost

I(a) = Ipe =),

Nyni mizeme zformulovat modelovou funkci, kterou se pokusime prolozit ex-
perimentalni body zmétené zavislosti I ().

— 3t COSs ¢ — 2t 1/ cos COSs &
I(@) = Toe ™/ 4 Iy = Io (=) + Ing = ToKY % 4 Iy .

K méfenému signalu tedy prispiva zeslabené svételna intenzita ze zdroje kvili
absorpci v materidlu a déle intenzita svétla rozptyleného povrchem papiru, které
vstupuje do detektoru z vétsi plochy papiru, je-li tento papir naklonén zejména
pod vétsimi uhly, pfip. z pozadi. Budeme ménit tthel naklonu papiru «, zméfime
pfisludnou intenzitu zeslabeného svétla I(a) a koeficienty I, K a Iyg ziskdme pro-
loZzenim experimentalnich bodi modelovou funkci. Pokud bychom neméli jistotu
v odecitani thlu «, pak bychom mohli jesté pfidat pocatek odecitani thlu, tzn.
kosinus by mél argument o — avp.

Experiment

Pomiticky: kancelaisky papir ,,office paper 80 g - m~2“; souprava ISES p¥ipojens
k PC, modul optickd zavora (obsahuje fotodetektor a zdroj — IR dioda); dvakrét
laboratorni stojan a svorka (jeden drzi optickou zévoru, druhy rovny prouzek
kancelafského papiru a ukazatel k odeéitani tthlu ndklonu), kartén pro vyznadeni
thlu naklonu, izolepa, propiska. Rovnost vzorku papiru mizeme zajistit ohnutim
podél delsiho okraje a naslednou kontrolou rovinnosti.

Podminky: vzdalenost vysilace a fotodetektoru optické zavory: 27 mm, tep-
lota: 24 °C; méfeni v zatemnéné mistnosti (pozadi zanedbatelné).

Postup méreni: Nastavime velky thel (jak ndm dovoli délka optické zavory),
kdy mame nejmensi signal, a vyznacime polohu ukazatele thlu natoceni na kar-
tonu. Vzorek kancelaiského papiru je vzdy umistén uprostied mezi vysilacem a de-
tektorem optické zavory. Dale zmensujeme tthel o a po ustéleni signalu zazname-
name polohu ukazatele na kartén — opakujeme do kolmé polohy vzorku papiru
vuéi ose optické zavory. Idedlné zméfime aspon 10 bodu zavislosti I(«).
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Zpracovani a vysledky méreni: Zde jsme si tedy nepripravili pfedem zaddnou th-
lovou stupnici, ale zaznamenali jsme vSechny méfené polohy (sklony) papiru. Tento
thel sklonu a@ mizeme vyhodnotit z nasich rysek na karténu napf. pomoci trian-
gulace — pouziti véty kosinové. Pfislusnou intenzitu svétla méfenou detektorem
odecitame z grafu v ovladacim programu soupravy ISES, samoziejmé s odhadem
mozné chyby méreni. Vysledky jsou uvedeny v tabulce, intenzita svétla je uvedena
v relativnich jednotkach.

Tab. Namérena data

al’] | afrad] | I(a) | Chyba I(«)
66,3 1,157 0,07 0,01
64,8 1,132 0,08 0,01
62,8 | 1,007 | 0,09 0,01
60,5 1,056 0,10 0,01
57,9 1,011 0,11 0,01
545 | 0952 | 0,14 0,01
50,7 0,886 0,16 0,01
46,6 0,813 0,18 0,01
42,3 | 0,738 | 0,22 0,01
35,9 0,627 0,26 0,01
30,9 0,538 0,30 0,01
258 | 0,450 | 0,33 0,01
20,0 0,349 0,36 0,01
14,6 0,254 0,39 0,01
9,1 0,160 | 0,41 0,01
0,0 0,000 0,42 -

Pro grafické zpracovani v programu gnuplot pouZijeme zejména tyto pifikazy
(za uhel dosazujeme hodnoty z druhého sloupce v radidnech):
I(x)=I0*K**(1/cos(x))+Ibg
fit I(x) ’data.txt’ using 2:3 via I0,K,Ibg
plot I(x), ’data.txt’ using 2:3:4 with yerrorbars
Vystup prikazu fit:
I0 = 3.82714 +/- 0.3289 (8.595%)
K = 0.0906561 +/- 0.008188 (9.032%)
Ibg = 0.0684463 +/- 0.004129 (6.033%)
7Z grafu je patrné, ze vSechny experimentalni body jsou v souladu s teoretic-
kou zavislosti, tedy zvolili jsme vhodnou modelovou funkci a u¢inéné predpoklady
byly opravnéné. Pripadné vétsi odchylky lze snadno zdivodnit lokalni neplatnosti
predpokladii, zejména homogenity a izotropie, pfip. vétsim rozptylem na povrchu
papiru do urcitého sméru. Z vystupu prikazu fit dale vidime, Ze intenzita svétla
na vstupu je asi (3,8 = 0,4) a intenzita svétla od pozadi (resp. rozptylu pfi velkych
uhlech sklonu) je (0,068 £ 0,004), oboji v relativnich jednotkach. Z bezrozmérného
koeficientu K bychom se znalosti tloustky papiru mohli urcit absorpéni koefici-
ent sc.
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Zavér
Prométili jsme zavislost intenzity proslého svétla kancelafskym papirem v za-
vislosti na tthlu néklonu papiru a navrhli jsme modelovou funkci, ktera je v dobrém
souladu s experimentalnimi daty. Méreni je vSak zatiZzeno vétsimi chybami vysled-
nych parametrd a pfip. vétsimi odchylkami od teoretickych hodnot pravdépodobné

z divodu lokalniho poruseni zjednodusujicich predpokladii.
0,45 T T T T T

0,4
0,35
0,3
0,25
0,2

0,15

Intenzita svétla za papirem

0,1

0’05 | | | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Sklon papiru « [rad]

Obr. 27. Graf zavislosti I(a) s naméfenymi hodnotami

Poznamky k doslym resenim

Neékteli fesitelé prisli se zajimavymi napady, jak méfeni realizovat (pouziti
laseru — dobfte definovany svételny svazek, pouziti fotovoltaického ¢lanku jako
detektoru s predpokladem jeho linearity). Bohuzel se v8ak objevily hrubé chyby
v odvozeni spravného tvaru modelové funkce (pravy vyrazi pomoci zdkladnich
vztahll pro mocniny): mnozi uvazovali ndsobeni/déleni faktorem cos «, avSak jak
jsme odvodili, tento faktor se vyskytuje v exponentu mocninné funkce! Dal$im
kamenem tdrazu bylo spravné pouzivani veli¢in I(«), Io a Imax, resp. tvahy o nich.
Bohuzel nikdo si nevzpomnél na prispévek pozadi, resp. neuvédomil si prispévek
rozptyleného svétla pro vice S§ikmé thly sklonu papiru. Proto mnohym nemohl
program gnuplot optimalné prolozit vase experimentalné zjisténé body.
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Uloha IV .E ... vejce sebevrah

Z jaké nejvyssi vysky mizete shodit obycejné slepi¢i vajicko na tvrdou podlahu,
aniz by se naktaplo? Co kdyz vajicko natésno obalime néjakym mékkym oba-
lovym materidlem (tj. papir, bublinkova folie apod.) s tloustkou nejvyse 5 mm?
Z kolikrat vyssi vysky ho pak miizeme pustit, aniz by se néjak viditelné poskodilo?
Vyzkousejte nékolik riiznych obali.

Meérili jsme pad vajicka na tvrdou podlozku pro rtzné obalové materialy. Va-
jicko dopadalo bud na $picku, patku, nebo na bok.

Teorie

Popsat teoreticky deformaci vejce je velmi slozité, zvlasté kvili variabilité va-
jec. Pokud bychom se viibec dopocitali k néjakému kvantitativnimu vysledku, pak
by se kvili vSem moZnym aproximacim stejné neshodoval s praxi.

Intuitivné bychom fekli, Ze bude rozdil pfi padu vajec obalenych danym ma-
teridlem a padem vajec dopadajicich na podlozku ze stejného materialu. Popsat
tuto situaci teoreticky je opét velmi naro¢ny tukol. Proto radéji ziistaneme nohama
na zemi a zachovame pragmaticky pohled na nas problém.

Tedy jsme méfili rozbitnou vysku h, coz je vzdéalenost nejblizsiho bodu vejce
k podlozce (mezni vyska, ze které se vejce pti padu jiz rozbije) a tloustku obalového
materidlu d. To, Ze vejce obalené néjakym materidlem miize spadnout z vétsi
vysky nez vajicko samotné, vas jisté neprekvapi. Asi vas neprekvapi ani to, ze
vitézem mezi obaly je bublinkova félie. Pokud bychom ovSem porovnéavali tloustku
obalovaciho materialu s namérenou vyskou, pak se do vedeni dostane tfivrstvy
balének.

Postup méreni

Meérici soustava se sklddala z vodorovné podlozky a na ni kolmého mériciho
pravitka s nejmensim dilkem 1 mm.

Pro kazdé vajicko se zacalo na odhadnuté vysce takové, ze se pfi padu z ni
vajicko jesté nerozbilo. Vyska se postupné zvysovala az na rozbitnou vysku h.

Vysledky

V ramci chyby je prokazatelné, ze vajicko dopadajici na patku resp. spicku vy-
drzi pad z vétsi vysky. To Ize vysvétlit prostym rozborem sil na vajicko pusobicich
v okamziku dotyku s podlozkou. Podobného efektu se dfive pouzivalo pfi stavbé
budov, vzpomente na klenuté stropy historickych chramu a katedral.

Dale jsme zkouseli zjistit, zdali je rozdil v padu vejce obaleného v daném ma-
teridlu a vejcem, které holé dopada na podlozku z onoho materialu. Jisté odchylky
zde byly (konkrétné vejce obalené se jevilo byti pevnéjsi), ale v rdmci velké chyby
méreni, je tento zavér neprokazatelny.

83



FYKOS, XXIV. roénik

Tabulka namérenych dat

dobal [mm] hpatka [Cm] hépiéka [Cm] hbok [Cm]
12+0,3 1,4+03 | 0,7+04
Potravinarska folie 34 2,9+0,2 2,7+£0,3 1,94+0,3
3 vrstvy balének 1-2 44402 | 43+02 |38+04
Noviny 34 32403 | 29402 | 25403
34
3-5

o

Holé vajicko

3,6+0,2 3,2+0,3 3,0+0,3
5,1+0,3 4,6 £0,3 3,9+0,3

Toaletni papir
Bublinkova folie

Diskuse

Jiz nékolikrat zminovana velka chyba je zptisobené prevazné malou pripustnou
vyskou. Méfeni by také bylo mozné fesit porovnavanim castt padu jednotlivych
vajec (pfi¢emz bychom jako po¢atecni vysku brali bod na vejci, ktery se nachazi
nejblize podlozce). Le¢ to mozna vypada nadéjné, tak pfi padu z takto malé vysky
bychom vlivem nepfesnosti vyhodnocovani namérenych ¢asu nenamérili viibec nic.

Dalsi nepfesnost nam prindsi samotna nepravidelnost vajicek. Jak jiz zmino-
vana tvarovd, pak také rizna tloustka stény vajec a nepochybné i jejich vnitini
nehomogenita. Dalsi nepfesnosti vnasi urceni vysky h, kterd je rovnéz ovlivnéna
tvarem jednotlivych vajec.

Chyby u naméfenych hodnot jsou mozné piekvapivé veliké, presnost urceni
vysky padu jsme odhadli na 0,2 cm. Chyba se nam nepodatila zmensit ani obrov-
skym mnozstvim naméfenych hodnot a tedy i rozbitych vajec.

Zavér
Nameétfené hodnoty si mizete prohlédnout v tabulce vyse. Méfenim jsme ovérili

predpokladanou korelaci mezi tloustkou obalové vrstvy a rozbitnou vyskou. Rozdil
mezi obalenim vejce a materidlem podlozky se ovérit nepodarilo.

Poznamky k doslym reSenim

Riznorodost hodnot, které jste namérili, nas pomérné piekvapila. Tento roz-
ptyl mize byt zptisoben nestejnou kvalitou vajec. Naptiklad fesitelé majici vajicka
od domacich slepic naméfili prikazné vétsi rozbitnou vysku.

Doufame, ze se vam po méfeni experimentalni tlohy nezvysila hladina choleste-
rolu, at pfi nasledné konzumaci rozbitych vajec, nebo p¥i zpracovani namérenych
hodnot.
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Uloha V. E ... strunatci

Vytvoite si zafizeni, na kterém bude moci byt upevnéna struna (¢i gumicka) s pro-
ménlivou délkou tak, ze bude napinana stale stejnou silou. Prozkoumejte, jak se
méni hlavni frekvence vyddvané strunou (¢i gumickou) v zdvislosti na délce struny.
Na zpracovani zvuku muzete pouzit napiiklad program Audacity.

Teorie

Pri¢né vlny se 8ifi v napjaté struné pfiblizné rychlosti

[o
v=,/—,
4

kde o je napéti ve struné a o je hustota materidlu struny. Vzhledem k tomu, Ze
napjatd gumicka je podobna struné, muzeme aplikovat tento vzorecek i na nas
experiment.

Jsou dvé moznosti, jak podle zadani zatizit gumicku. Bud tak, Ze mame za-
tizenou stale stejnou délku pruziny, ale ménime délku, na které pruzina vibruje
(napf. pomoci kladky), nebo zatézujeme pouze délku, na které pruzina vibruje,
a jenom nezbytné kratky tsek pro zavéseni pres kladku. V obou pfipadech ovsem,
pfi pouziti stejné hmotnosti zavazi, mélo byt napéti v gumicce stejné, protoze to
zavisi pouze na hmotnosti a na prurezu gumicky, ktery povazujeme za konstantni.
Oznac¢me délku mezi upevnénim gumicky a vrchem kladky, ptres kterou je zavésené
zavazi, jako [.

Frekvence fi, které se brnknutim na gumicku vybudi, budou odpovidat vino-
vym délkdm Ay a rychlosti Sifeni vln v materidlu vztahem

fk:rk’

kde fir oznacuje k-tou harmonickou frekvenci. Vinové délky vypocteme z predpo-
kladu, Ze na okrajich, kde je gumicka upevnéna, bude nulova vychylka v kazdém

Case a bude tam tedy uzel. Z toho vyplyva, ze se do kmitajici délky pruziny ! musi
vejit celociselny pocet pulvin.

Z toho pak pro frekvence vyplyva celkovy vztah

o1 ok k
o= 2= 28 =0l
k= oxe Vo2 T2

kde v/2 je konstanta, kterou budeme fitovat ve zpracovani méfeni.
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Postup méreni

Pti méfeni byla vyuzita kladka, jak jiz bylo zminéno v teorii. Pro co nejlepsi
urceni délky gumicky byla pouzita co nejmensi kladka s polomérem 1,0 cm. Pro
vSechna méfeni byla pouzita jedna obycejné kancelarska gumicka. Zavazi, kterym
byla zatizena, mélo hmotnost m = 200g. Nejprve byla gumicka na jedné strané
upevnéna a na druhé strané bylo pfes kladku zavéseno volné zavazi. Pak byla
kladka zafixovana, aby se v pribéhu kmitd gumicky prilis nepohybovala. Méfeni
délky probihala pomoci obycejného pravitka s dilky po 1 mm, ale vzhledem k tomu,
ze misto upevnéni gumicky a misto vrchu kladky neni zcela presné urcujici ¢asti
pruziny, na které pruziny kmité, bereme chybu méfeni jako 0,5 cm.

Zvuk gumicky byl méfen pomoci mikrofonu pfipojeného na pocitac¢ a zvuk
byl zaznamenavan pomoci programu Audacity, kde posléze probihala spektralni
analyza zvuku. Vzdy bylo naméfeno vice brnknuti, z nichz pak 3 byla analyzovéna.
Zaznamenany byly prvni nejvyraznéjsi frekvence vyssi nez cca 100 Hz, protoze
mikrofony v oblasti nizkych frekvenci nejsou pfili§ presné a hlavné protoze okolo
50 Hz se objevoval zvuk, ktery jednak nezavisel na délce [, navic se vzdy objevoval
i v oblastech zdznamu zvuku, kde nebylo na gumicku brnkano a nejpadnéjsim
argumentem je, Ze pravé tato frekvence je v elektrické siti a proto se mam muze
objevit relativné pravdépodobné jako Sum.

_40 T 7T I TT T 7T I TT T 7T I TT T 7T I TT T 7T I TT T 7T I TT T 7T
—50 i
—60 i

Intenzita [dB] —70 - .

\V‘

—80

—90

—~100 oo b o o b o v b o v by o v b oy s by oy
32 64 128 256 512 1024

[ [Hz]
Obr. 28. Ukazka spektralni analyzy zvuku pro nastaveni [ = 24 cm
pii délce gumicky 41 cm

Na obrazku 28 muzZete vidét ukazku spektralni analyzy zvuku v Audacity.
Zvolili jsme velikost okna 8192 vzorkiu, protoze pfi nizsich hodnotach jsme nedo-
sahovali dostateéného frekvenéniho rozliSeni (nakonec bylo zhruba 2 Hz). Logarit-
mickou stupnici jsme pouzili z divodid jednodussiho odecitani hodnot.

Pti kazdém nastaveni délky byly vybrany tfi brnknuti a z odectenych hodnot
frekvenci, které si odpovidaly, byl vypocten aritmeticky priameér.
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Vysledky

Namérena data pro gumicku, kde bylo zavéseno zavazi ve vzdalenosti 41 cm od
upevnéni, jsou v grafu 29 a data pro zavazi upevnéné za kladkou jsou v grafu 30.
V obou grafech jsou nafitované frekvence pres parametr rychlosti, ktery povazu-
jeme za neznamy. Vétsinou bylo méfeno prvnich 5 frekvenci, které byly priblizné
celociselnym nésobkem prvni frekvence (resp. 1, 2, 3, 4 a bndsobkem), z ¢ehoz
muzeme usuzovat, zZe se opravdu jedna o prvnich pét harmonickych frekvenci vy-
dévanych gumickou. VSechny nafitované zavislosti odpovidaji (podle vypoctu me-
todou nejmensich ¢tverc v Gnuplotu) s odchylkou mensi nez 2% nepiimo umérné
zavislosti frekvence na délce .

Tabulka nafitovanych hodnot rychlosti Sifeni zvukovych vin v gumicce

harmonicka [ vy, [ms™ ] [v;, [ms™']
1. 50,9 49,3
2. 50,8 49 4
3. 50,8 49,4
4. 50,8 49,0
5. 50,9 49,2

V tabulce muzete vidét hodnoty nafitovanych rychlosti. Jako vy je oznacen
tento parametr u méreni s konstantni délkou napnuté gumicky, kdezto v, je pro
nekonstantni délku gumicky. Je vidét, ze u fith v rdmci jednoho grafu vychazi
prakticky stejnd hodnota a pokud srovnadme obé dvé metody, tak se hodnoty lisi
jenom zhruba o 3%, coz potvrzuje teorii, ze by mély byt frekvenc¢ni zévislosti stejné
u obou metod.
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Obr. 29. Graf zavislosti frekvenci vydavanych gumickou konstantni délky
v zavislosti na vzdalenosti !
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Obr. 30. Graf zavislosti frekvenci vydavanych gumickou s upravovanou délkou
(z&vazi upevnéno tésné za kladkou)
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Diskuze

Meéteni mohlo jednak ovlivnit nepresné urceni délky gumicky, ve které vznikal
zvuk, protoze kvili pouziti kladky nebylo pfesné definované misto upevnéni.

Dalsi mozna chyba mohla vzniknout uz kvili zptisobu zadznamu zvuku, pro-
toze mikrofon je smérovy a zaznamenaval tak vice zvuk z urcité oblasti gumicky.
Dalsi vliv mikrofonu je takovy, ze je potfeba, aby v misté detekce zvuku byla
kmitna nebo alespon aby se nenachazel v oblasti uzlu, protoze v uzlu neni mik-
rofon schopny mérit (tak¥ikajic — nic neslysi). Podobny vliv by mohlo mit i to,
na kterém misté byla gumicka rozkmitana, protoze by se mohlo stat, ze nékteré
frekvence by byly utlumené, ale protoze byla rozkmitavand prsty, tak prakticky
vzdy se vybudily vSechny frekvence.

Je také mozné, zZe sila nebyla pfesné urcend zavazim, vzhledem k tomu, Ze
gumicka byla po zatiZzeni zafixovana upevnénim kladky, ale na druhou stranu by
nejspise chyba byla vétsi, pokud by kladka byla volnd a mohla by sama kmitat.
Pak bychom nejspise generovali i jiné zvukové frekvence a ty, které jsme chtéli
pozorovat, by byly posunuté/rozmazané.

Vzhledem k tomu, ze gumicka byla relativné dost zatizena, méfeni mohlo byt
ovlivnéno i trvalou zménou jejich fyzikalnich vlastnosti v priabé&hu méfeni.

Zavér

Ovérili jsme, ze frekvence vydavané gumickou jsou nepfimo imérné délce gu-
micky mezi upevnénim a kladkou. Také jsme pozorovali prvnich 5 harmonickych
frekvenci a z nafitovanych hodnot jsme pfiblizné urcili rychlost sifeni pri¢nych vin
v gumicce.
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Uloha VI.E ... zeméplocha

Vymyslete co nejvice zpusobi, jak oveérit predpoklad o kulatosti Zemé. Pokud
zjistite, ze je Zemé opravdu kulata, dokazali byste urcit i jeji polomér?

Odraz Slunce na hladiné jezera

Dtkaz toho, Ze Zemé neni kulatd, ndm poskytne pouhd fotografie zapadu
Slunce.?? Dokonce z ni dokéazeme uréit i horni odhad zemského poloméru. (Po-
kud ukézeme, Ze Zemé neni placka, budeme predpokladat, ze nema zadny jiny
tvar — krychle, vélec atp. — nebylo by tézké pro kazdé, které vas napadne, najit
argument, pro¢ by takovy tvar Zemé mit nemohla. Pokud vas zadny nenapadne,
pak se klidné ozvéte a muZeme si o tom poslat par maild.)

Podivejte se na obrazek 31. Zde je zobrazen zapad Slunce nad hladinou je-
zera. Slunce zde vidime dvakrat — jednou skutec¢né Slunce a podruhé jeho odraz
v hladiné. Neni jednoduché pofidit takovou fotografii — pokud se podivéte na vét-

§inu takovych obrazkt, odraz se ,rozpije“ pres celou hladinu vlivem nerovnosti na
hladiné.

Obr. 31

Zde byla hladina jezera dostatecné klidna, takze pozorujeme odraz Slunce
zmenseny. P odecteni patficnych hodnot z obrazku 31 lze pomoci klasické geo-
metrické optiky odhadnout polomér Zemé. Hladina jezera se vlastné chova jako
kulové zrcadlo o poloméru Zemé (kdyby Zemé byla placka, pozorovali bychom
odraz nezmensSeny); viz obrazek 32, ktery zaroven definuje veli¢iny potiebné pro
vypocet:

a) R — polomér Zemg,

b) h — vysku fotoaparatu nad hladinou vody,
c) D — vzdalenost fotoaparatu od horizontu,
d) ¢ — thel pfislusny vzdélenosti D,

e) d — vzdalenost mista odrazu a fotoaparétu,
f) ® — dhel prislusny vzdalenosti d,

22) Tuto metodu navrhl a aplikoval Robert J. Vanderbei z Princetonské University.
Vsechny informace a fotografie jsou zde s jeho svolenim.
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g) « — uhel svirajici spojnice horizontu a pozorovatele se smérem paprskt Slunce,

h) B — thel svirajici spojnici horizontu a pozorovatele a spojnici mista odrazu a
pozorovatele,

i) v — thel odrazu paprsku.

zemsky povrch

Obr. 32

Méme tedy devét neznamych velicin, které potfebujeme zméfit. Veli¢inu A od-
hadneme hodnotou 2,135 m. Z fotografie ur¢ime hodnoty uhli « a 3, pfi¢emz veli-
kost sluneéniho kotoude je pfiblizné 0,5°. Pfi v&tsim rozliSeni ur¢ime z obrazku 31,
Ze prumér Slunce je 76 dila, vrsek Slunce je 18 dili nad horizontem a spodni ¢ast
odrazu Slunce je 7 dilt pod horizontem. Pak tedy,

18 o 7 °
= .05 =_.05°.
« 76 ) ) /B 76 7

Mame tedy uz pouze Sest nezndmych. Zaroven ovsem také Sest linearné nezavislych
rovnic snadno odvoditelnych z obrazku 32,

Pty=9¢+5,

a=2y+0,

Rcos® +dsin(®+~v)=R+h,
Rsin® —dcos(® +7) =0,

Rcosp+ Dsinp =R+ h,
Rsinp — Dcosp =0.
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Méme tedy systém Sesti nelinedrnich rovnic o Sesti nezndmych. Numerické?3
feseni v programu Mathematica nese hodnotu

R =5500km.

Pro 8 < o, mame ¢ > 0 a tedy R < co0. Pro 8 = « je ¢ = 0 a R sméfuje
k nekonecnu, tj. Zemé by se podobala placce.

Nejveétsi nepresnost méreni spocivd v umisténi horizontu. Ohyb svétla v at-
mosféfe (refrakce) nemd na méfeni vliv, méni pouze zddnlivou polohu Slunce na
obloze, ktera je pro méfeni nepodstatna — snimame Slunce a jeho odraz na hladinég,
ale na tom pfesné v jaké poloze méfeni nijak neovlivni.

Pokud bychom méli fotografii ve vétsim rozliSenim, byli bychom schopni urcit
hodnotu poloméru piesnéji. Nicméné pouhou fotografii jsme dokézali, Ze polomér
Zemé je koneCny a pfiblizné jsme dokézali uréit jeho hodnotu, coz je podle mne
v uvazeni ,naro¢nosti“ méreni docela pusobivé.

23) Pro malé uhly je mozné najit i aproximativni feseni, je vSak tfeba nezanedbat jesté
druhé mocniny rozvoje goniometrickych funkci. Numerické feSeni je sice méné elegantni,
avSak méné pracné a vyslednou hodnotu dostaneme s uspokojivou presnosti.
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Seridl o komplexnich cislech

Serial o komplexnich Cislech

FYKOSI serial v tomto ro¢niku byl doplnén i videopfednaskami, které jsou k na-
lezeni na internetu na serveru YouTube (http://www.youtube.com/fykosak).

Kapitola 0: Uvod

Komplexni ¢isla neskutecné zjednodusi problémy, které maji vnitini stupen
volnosti (napfiklad fazi). Jejich vycet zahrnuje rovinné problémy v mechanice
a elektromagnetismu, polarizaci v optice, stacionarni stavy elektrickych obvodi,
sprazené oscilatory ve fyzice pevnych latek, krystalografii. Kdekoliv se vyskytuje
vinéni a kmitani, tam si zavedenim komplexnich ¢isel usetiime praci, takze jiny
pristup se dnes prakticky nepouziva: Z obecného popisu vlnéni vychazi i popis
kvantové mechaniky, které se vénoval seridl 20. ro¢niku. Bez komplexnich ¢isel
nelze fesit nékteré zvlastni problémy, tfeba Onsagerovo Feseni Isingova modelu ve
statistické fyzice.

Pokud vam prisel tento vycet prili§ abstraktni, zde jsou tii konkrétni priklady
z FYKOSu: tloha smrtici koloto¢ (23.IV.3), seridl o optice (23.IV), elektricky
obvod (16.1.S).

Dosud jsme pod cislem rozuméli dvojici znaménka a velikosti. Nové pojem
znaménka rozsifime na fazi, takze ¢slem nové rozumime dvojici faze, velikost.?*

Komplexni ¢isla maji nékteré vlastnosti vektorti v roviné (s¢itani). Lisi se ale
tim, Ze nadsobenim dvou komplexnich ¢isel dostaneme zase komplexni ¢islo, zatimco
vektory v roviné umime nasobit skalarné nebo vektorové, ale vektor v roviné ne-
vyjde nikdy. Dale uvidime, ze komplexni ¢isla jsou pfijemnéjsi v tom, ze libovolny
polynom P, (z) stupné n muzeme rozlozit na sou¢in linedrnich polynomu. (Zatim
to pro P> = 2°+4 umime jen se zdpornym znaménkem, kdy P (z) = (z42)(z—2).)
Obecnéji lze Fici, ze kde metoda zalezela na znaménku, bude se s komplexnimi ¢isly
postupovat jednotné.

Cardanovy vzorce a Bombelliho rovnice

V roce 1545 vysel spis Ars Magna, kde Geralamo Cardano zkoumal kubickou
rovnici P3(x) = 0 a odhalil®® jeji feSent:

Pi(z) = 2* — 3pz — 2,

24) Podobné se da postupovat i u matic: Kazdou nedegenerovanou matici C muzeme
rozlozit na souc¢in OP positivné definitni matice P a ortogonalni matice O, pokud prosté
polozime P = VCCT a O aby to vyslo. Pak nas existence komplexnich &sel nepfekvapi,
protoze ta se chovaji stejné jako matice 2 X 2 tvaru al + C, kde a je realné ¢islo a C
antisymetrickd matice.

25) Zkuste si to sami: Dosadte za © = (¢t + at™1), roznasobte a zvolte a tak, aby vam
vysla bikvadraticka rovnice.
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n={atVE P+ e VPP (29)

O nékolik let pozdéji uvazoval Bombelli tuto rovnici pro p = 5, ¢ = 2. Lze
ovéFit dosazenim, Ze rovnici Ps(z) = 0 fesi = 4. Ve formélnim zépise FeSeni (29)
vystupuji odmocniny ze zapornych cisel, jako to zname z kvadratické rovnice se
zapornym diskriminantem, ale feSeni x = 4 je jisté redlné! Tento problém lze vyie-
§it pravé zavedenim komplexnich ¢isel. Cardano se k podobnym uvaham vyjadril,
ze jsou ,tak jemné, jako zbytecné“; asi proto, ze mu schéazela jasna geometricka
predstava. Pfed ni vSak nékolik pfipravnych poznamek.

Predstava blizkosti

Ted si osvojime dtlezity koncept blizkosti, zde si vystacime s jednoduchou
definici. Slova skoro vsechny body posloupnosti pro nas budou znamenat vSechny
body az mozné na néjaky konecny pocet bodi. Koule o poloméru r a stfedu
S pro nas bude znamenat vSechny body, které maji od stfedu vzdalenost mensi
nez r. Potom fekneme, Ze se posloupnost blizi bodu S (limité), pokud libovolnd
koule s timto stfedem obsahuje skoro vSechny body posloupnosti. Tuto skutecnost
zapisujeme d, — d pro n — oo (obr. 33).

R
horni zavora zaru€uje omezenost

° mimo kouli leZi jen kone¢né mnoho bodi

posloupnost se blizi ke své limité d,, — d

Obr. 33. Rostouci omezend posloupnost ma limitu

Reélna cisla R se odlisuji od zlomkid Q tim, Ze omezené a rostouci posloupnost
ma automaticky limitu (véta o omezené a rostouci posloupnosti). U této posloup-
nosti pak nemusime ukazovat, ze v libovolné kouli lezi skoro vSechny body; staci
pokud v ni lezi aspon jeden. U zlomku limita rostouci
a omezené posloupnosti existovat nemusi; staci za . h?
posloupnost prohlasit desetinné rozvoje iracionalniho
¢isla d do prvnich n cifer. Tato posloupnost je ros-
touci (pfidavame vzdy dalsi desetinné misto) a ome-
zend pravé Cislem d ¢ Q, které je zaroven jeji limitou T
(tak se daji realnd ¢isla definovat) v redlnych ¢islech.
Posloupnost ale nemtze mit druhou, riznou limitu,
protoze pak bychom sestrojili kolem obou limit koule,
které se neprotinaji. Skoro vSechny body by musely

lezet zaroven v jedné i ve druhé kouli. Protoze ale z . h,
koule maji pradzdny prunik, neni to mozné. Obr. 34. Roztazeni
plechu
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Znaceni s malym o

Proc¢ zavadét znaceni s malym o? Ve fyzice nas vétsinou zajima, jak se chovaji
jisté veli¢iny v malém okoli daného bodu (mluvili jsme téz o kouli se stiedem
v daném bodé). Ku piikladu nds miize zajimat, jak se méni obsah &tverce, pokud
o malo zménime velikost jeho strany.

Ukazme si nejdfive na piikladu zmény délky, obsahu a objemu, jak pouzivat
malé o. Mé&jme tsecku, Ctverec resp. krychli se stranou délky x, kterou zvétsime
o h a budeme uvazovat, ze h je malé vici z (obr. 34). Pro jejich objemy plati

L=x+h,
S=(x+h)?’=2a2"+2zh+h’>=2"+2zh+o0(h),
V= (zx+h)=2"+32>h +30%°c + h® = 2® + 32°h + o (h) . (30)

Cleny, ve kterych objem télesa zavisel na vyssi mocniné h nez druhé, jsme
zahrnuli do symbolu o (h). Do jakého fadu budeme zanedbavat zkoumané velic¢iny
zévisi na samoziejmé na tloze, kterou fesime; napt. zjistujeme-li potencialni energii
matematického kyvadla, zajima nas prinejmensim druhy rad; dalsi nas zajimaji
pri opravach na velké vychylky.

Nyni jiz pfikroéme k f4dné definici symbolu malé 0. Rekneme-li, Ze pro néjakou
veli¢inu plati f (h) = o (h"™), znameni to

fh)y=o0(R") = fh(’lj) -0 pro h—0. (31)

Aplikujeme tuto definici na vztahy uvedené vyse pro objemy rozli¢nych téles.

Pro tisecku jsme uvazovali 0 = o (h). Pro &tverec h? = o (h), ale dle definice (31) je

h?/h = h — 0 z pfedpokladu. Stejnou tivahu miizeme provést pro krychli. Zkuste
si zopakovat podobné uvahy pro kruh a kouli.

Bernoulliho limita

Kolem roku 1683 si Jacob Bernoulli polozil otdzku, zda ma pro pevné z € (0,1)
posloupnost

T \N 1\ z? 1 2\ 2 N
BN_(1+N) _Hx*(lfﬁ)i*(lfﬁ)(“N)?*"'*W

limitu (rovnost ovéfte roznisobenim). Posloupnost je pro = z uvazovaného inter-
valu soucet N kladnych ¢lent. Proto je ale urcité rostouci, protoze kdyz zvétsujeme
N, zvétsuji se i vSechny ¢leny typu (1 — k/N) a navic vzdy jeden kladny ¢len pii-
bude. Je také omezena, konkrétné cislem

2 .’E3

z x
e 7l+x+§+§+... (32)

1
1—z°

<l4z+22+28+... =
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Posledni rovnost se nazyva soucet geometrické rady, a lze ji ovérit vynasobenim
obou stran 1 —z (pro = > 1 tato Gvaha neplati!). Podle véty o omezené a rostouci
posloupnosti ma By limitu.?® Protoze By je rostouci, neni t&zké si rozmyslet, ze
se blizi €®. Bernoulliho limitou definujeme exponencidlu®’

x 1 N
=14+ — N .
e ( + N +o0 ( N)) s — 00
Jisté lze funkci roznasobit

N
e’e’ = (1+ :v]—\&}y +o<%)> =TV,

¢imz jsme ovéfili, Ze exponencialu lze definovat i pro x zaporna, polozime-li y =
= —z.

Kombinace malého o a exponencialy

Ukézeme jesté dulezity aproximativni vztah, ktery je zobecnénim vztaht pro
objemy téles (31). Plati

l+z)"=1+nz+o(z), z—0.

Pro n pfirozené to je piimy dtisledek bino-
mické véty, viz (30), pro n zdporné si pomutzeme i=+v-1
rozvojem vyrazu do geometrické rady

(141_$>n:(1—x+o(x))":1—nx+0(x). _1/ %-\ 1

Zajimavé je, ze tento vztah plati pro obecné,
tedy i komplexni n. Chcete-li si jej ovéfit, po-
uzijte identitu z = exp (Inz) aexp(y) = 1+y+ 2¢
o(y) proy — 0.

Vyse uvedeného aproximativniho vztahu
muzeme napiiklad vyuzit pfi vypocltu peri- Obr. 35. Umocniovani
ody kmitani adiabatického oscilatoru, kde plati a odmociiovani —1
p~F ~x~V apV” = konst.

Uvéazime-li malou vychylku a pouzijeme-li vySe uvedeny aproximativni vzo-
rec, dostaneme pohybovou rovnici, kterd tvarem odpovida rovnici harmonického
oscilatoru. Proto muzeme jiz jednoduse vypocitat periodu.

—i

26) Zkuste si piepisem N = N’k ve vztahu pro By zdtvodnit, Ze totéz plati i pro > 1.

27) Exponencialu 1ze zavést na libovolném linedrnim prostoru s predstavou velikosti; ob-
vykle se pouziva vyraz (32). Nabizi se aplikace na matice nebo na operator derivace, ktery
odpovida posunuti (stac¢i dosadit a vzorec se formalné shoduje s Taylorovym).
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Kapitola 1: Geometricka predstava

Pro motivaci uvazujme ¢isla —1 a +1: Zkoumejme jejich druhé mocniny. Druha
mocnina pfenese obé tato ¢isla do obrazu, ktery je +1 (obr. 35). Ze zdkladnich
geometrickych shodnych zobrazeni zndme nasledujici: stfedovd soumérnost, zrca-
dleni (osova soumérnost) a otoceni. Pokud trvdme na tom, Ze umoctiovani ¢isel,
jejichz absolutni hodnota se rovna jedné (tzv. komplexnich jednotek), korespon-
duje s néjakym shodnym geometrick§m zobrazenim,?® musi to byt otoceni, které
jediné podminkam na obrazy £1 vyhovuje. Konkrétné u —1 o pfimy thel a u +1
o zadny thel.

r \ |
S —— b \ J

. \ \
— /
NG o

Obr. 36. Rizné vyjédient e S el VA2
¢isla z = cosp +ising = 2
=e¥Y=a+bi Obr. 37. Tfeti odmocnina z —1

Zbyva k tomu definovat inverzni
operaci: Protoze thel se vzdy zdvoj-
nasobil, odpovidd odmocnovani puleni
thlu. Definujeme i jako takové cislo,
pro néz i = —1. Nesmime se divit, Ze
jsme definovali néco, co nespadd pod
realna cisla; vzdyt vime, Ze zadné redlné
¢islo neméa druhou mocninu zipornou! N N N

Nasim argumentem o néasobeni nebo

déleni thlu bychom mohli postupovat g, cose < e’ _ ¢ o lige
pro libovolnou mocninu a zavadét dalsi 2 = 2m 2 = 2
imaginarni jednotky. Ty uz ale lze vyja- Obr. 38. Jednotkova kruznice
drit pomoci nami zvoleného i. Napriklad s goniometrickymi funkcemi
ovéfte /—8 = 1+ iv/3. Pro nové defino- a nerovnost mezi obsahy

vana komplexni ¢isla, kterd jsou tvaru
a + bi plati stejné algebraicka pravidla jako pro realna cisla a pfedstavujeme si je
jako body v komplexni roviné (obr. 36).

Kazdé komplexni ¢islo 1ze dostat jako obraz jednotky pfi geometrickém zobra-
zeni otocCeni a roztazeni roviny. Tento poznatek pouzijeme ve druhém dile.

28) Libovolné shodné zobrazeni lze slozit z otoeni a zrcadleni.
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Goniometrické funkce

Funkce sin, cos a tg zavedeme jako orientované vzdalenosti podle nacrtku jed-
notkové kruznice (obr. 38). Z nerovnosti obsaht trojuhelnikt plyne

écosgo-sintpg égog %tgcp.

Upravou a piechodem ¢ — 0 zjistime, Ze vyraz sin /¢ je sevien jednickami a sdm
se tedy blizi jedni¢ce. Z toho vyplyva pfiblizna rovnost

sing = ¢+ o(p).

Nyni pfijde na fadu souctovy vzorec pro polovi¢éni thel. Jeho aplikaci obdrzime

rovnost
2sin? ( £
cosp—1 ( 2 ) 1

2 2 T 9
® 4 %) 2
2

V piedchozich limitach pro sin a cos klidné piSme v malém o mocninu o fad vyssi,
protoze vyjadfovana funkce je licha, resp. suda.

Ndsobeni komplexnich Cisel

Kazdé komplexni ¢islo z = a + bi lze prepsat do goniometrického tvaru

, a . a -
a+b1§\/a2+b2(\/a2+b2+1\/a2+b2>zr(cosga—i—lsmcp),

kde jsme zavedli velikost éisla r = +/a? +b2 = |z| a orientovany uhel ¢ =
= arctg(b/a) = argz, které maji ndzornou geometrickou interpretaci v podobé
polarnich soufadnic misto ptivodnich kartézskych (obr. 36).

Vynéasobime ted dvé komplexni jednotky arg(z1) = ¢1 a arg(z2) = ¢2 (pro
obecné ¢isla by pfibyl jen soudin velikosti)

2122 = COS (1 COS P2 — Sin @1 sin w2 + i(cos (1 sin 2 4+ sin 1 cos <p2) =

= cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2),
kde jsme pouzili znamé souctové vzorce, které jsou primocarym dutsledkem zave-
deni z nac¢rtku jednotkové kruznice. Nas postup je konzistentni s ptivodni geome-
trickou predstavou v tom smyslu, Ze pro libovolné &islo n dostdvame z nasobeni

dvou komplexnich ¢isel Moivrovu vétu

(cos +isinp)™ = cosnp + isinne .
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Euleriv vzorec

Moivrovu vétu, poznatky o goniometrickych funkcich a definici exponenciély
zkombinujeme do Eulerova vzorce

N
cosp +isinp = (cos (%) + isin (%))

¢ WY
= i— —_ = e'¥
—<1+1N+0(N>) e”, N —o0.

Pri¢teni nebo odec¢teni komplexné sdruzeného vyrazu vyjevi komplexni vyjadreni
kosinu a sinu . . . .

ev+e ¥ . e —e ¥

cosp = ——— sing = —————

2 ’ 2i

Uloha I.S ... komplexni rychlokvaska

a) Uvédomte si, ze n-té odmocniny z komplexni jednotky lezi na n-tthelniku,
a dofeste Bombelliho rovnici z® — 152 — 4 = 0. Napovédu naleznete v textu
serialu.

b) Vyjadrete goniometrické souctové vzorce pomoci komplexnich exponenciél.

c¢) Ukazte opravnénost zanedbani vyssich mocnin v odvozeni Bernoulliho limity,
tj. ze do zavorky muzeme pfidat ¢len o(1/N).

d) Pouzijte znaceni s malym o, abyste vyfesili tlohu, s jakou frekvenci kmitaji
body hmotnosti m po ose x v Yukawové potencidlu ke®/* /x kolem rovnovazné
polohy.

e) Dokazte, ze Ceby$evovy polynomy cos(n arccos z) jsou skute¢né polynomy. Na-
vod: Uvazujte komplexni jednotku z, kterda ma redlnou cast z. Pak se vySetfo-
vany vyraz rovna realné ¢asti z", coz musi byt polynom, protoze odmocniny
a imaginarni jednotky drzi pospolu.

(6 bodi)

Kapitola 2: Derivace a harmonicky oscilator

Vzpominky na exponencidlu
deme graficky dikaz Eulerovy véty bez toho, aniz bychom museli znat vlastnosti
goniometrickych funkci.

Oznaéme z = a + bi a vyuzijme moznosti roznasobeni, kterou jsme dokazali
minule, tj. e* = e - e®. Druhy ¢initel definuje Bernoulliho limita z, = (14 bi/n)™.
Pro né&jaké n si nakresleme naértek (obr. 39). Nejprve zjistime velikost ¢isla

b2 n/2 b2 n2\ 1/2n

Pro n — oo tedy lezi z, na jednotkové kruznici, stejné jako na ni lezi vSechna ¢isla
(14bi/n)*, kde k < n, protoze ta maji mensi velikost; v této posloupnosti se vzdy
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zvy$uje argument o konstantu (definice nasobeni) a éisla lezi pfiblizné na jednot-
kové kruznici. Obvod takto vzniklého mnohothelnika je vzdy b, ale podle pravé
dokézaného se mnohotihelnik blizi ke kruznici. Tedy é&slo e” je pravé komplexni
jednotka, jejiz oblouk od jedni¢ky v kladném sméru mé¥i b (tak je definovan ahel
v radidnech).

Zaveér pro exponencialu: Realna ¢ast vzoru ur- Tm(z)
A

Cuje velikost obrazu, zatimco argument obrazu ur-
éime tak, Ze ,namotdme* imaginarni slozku vzoru (1 + % bi)3 1+ bi
na jednotkovou kruznici jako na kul.
Pohyb v roviné </ (1 4+ 7b1)

V predchozi kapitole jsme ziskali geomet- ]
rickou predstavu komplexniho ¢isla jako bodu
v roviné. Nezapominejme ale, ze k této predstave 1+ 3bi
bodu v roviné jsme dospéli tak, Zze jsme konstru-
ovali vzory jednotky na kladné realné ose! Na 1+ %Obi
komplexni ¢isla je proto ¢asto vyhodnéjsi pohled 0 Re(z) >

jako na zobrazeni roviny samotné do sebe. (Expo-
nencialni tvar komplexniho ¢isla nadm pak tekl, ze
tato zobrazeni jsou sloZeni otoceni a roztaZeni.)
Odtud prameni i kouzelnd vlastnost komplexnich ¢isel: Nejsou to jenom Sipky
7 pocatku, ale zaroven podobné zobrazeni na téchto Sipkach.

Uvazujme na chvilku trochu jind zobrazeni — shodné zobrazeni roviny na sebe.
Pfedstavme si mfiz s rozteéi € v roviné (vodorovné a svislé pfimky navzdjem
vzdélené o £). Stoji za to uvést zakladni tvrzeni, Ze otoceni R, této miize kolem
libovolného bodu roviny a je totéz jako otoceni o stejny tihel kolem pocatku Ro =
= ¢'V. a ngjaké posunuti Ty = a+. To vyplyva z toho, 7e obrazovou soufadnicovou
miiz lze na vzorovou miiz prevést prosté posunutim obrazového pocatku zpét do
vzorového pocatku a otocCenim, rovnobéznost i vzdalenost miizovych pfimek se
totiz zachovavaji. Samotné zobrazeni R, pak lze provést oklikou

Obr. 39. Bernoulliho limita

Ra = TaROT—a ;

kde posunuti T_, a T, jsou navzdjem inverzni, ¢ili jejich slozeni d4 dohromady
jednotku 1 = T_,T, = T,T_,. Dosazenim konkrétniho tvaru operatort, napi.
T_, = —a+ dostaneme

i i i
2 =a+(—a+2)e’ =a—ae” + 2",

odkud vyplyva, Ze celou transformaci mizeme také psat T,Ro, kde v = a(1 — em).
Naopak libovolnou kombinaci otoceni Rg a néasledného posunuti lze zapsat jako
otoceni kolem jednoho konkrétniho bodu h (viz tloha). Tento bod se nazyva pdl
a v jednoduchych ptipadech lze ho najit jako prisecik primek kolmych na rychlost
(obr. 40).
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Obr. 40. Padajici ty¢

Derivace

Derivace je strasné slovo a komplexni derivace jesté horsi. Nastésti praveé opak
je pravdou a komplexni derivace je velice jednoduchy koncept. Uvazujme kom-
plexni funkci f : C — C, pak ve vySetFfovaném bodé z, je derivace A, pokud

Af=AAz+ o(Az), Az —0, (33)

kde Az = z — zp je komplexni ¢islo mifici z vySetfovaného bodu zp do jiného bodu
z v okoli a Af = f(2) — f(z0) odpovida rozdilu funkénich hodnot. Definici (33)
budeme ekvivalentné zapisovat

df:Adm@A:ﬂ
dx

Je velice prisné zadat, aby tato podminka platila pro vSechny body na néjakém
malém okoli vySetFfovaného bodu zo. Jinymi slovy pozadujeme, aby na malém okoli
vySetfovaného bodu §lo rozdil funkénich hodnot psat jako soucin néjaké komplexni
konstanty A a rozdilu poloh dz. To ale znamené, Ze rozdil funkénich hodnot je
na uvazovaném okoli vzdycky pfiblizné roven rozdilu poloh, ktery je vhodné po-
otocen a roztazen! Nasobeni komplexnim ¢islem je totiz zobrazeni odpovidajici
otoleni a roztazeni; dale budeme mluvit o kroutivé vlastnosti (angl. amplitwist,
ném. Drehstreckung.)

Pro zajimavost si ukazme zakladni disledky kroutivé vlastnosti. Na okoli bodu
20, na kterém ma funkce derivaci, uvazujme soufadnicovou ¢tvercovou mi#iz o malé
roztedi € (viz obr. 41). Pak podle kroutivé vlastnosti bude obraz mfize na malém
okoli bodu z¢ jina ¢tvercova mriz, akorat roztazena a pootocena. Na vétsim okoli uz
¢tverecky budou sice razné velké, ale podle kroutivé vlastnosti ziistanou ptiblizné
Ctverecky.
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Obr. 41. Zobrazeni miize funkci e*

a) Pro strany obrazového étverce muzeme psat pfiblizné f(zo + €) — f(z0) =
= fae+o(e) a f(zo+¢i) — f(z0) = fye +0(e), kde fo a f, jsou derivace funkce
ve sméru vodorovné a svislé osy. To znamend, ze ve vztahu (33) se omezujeme
na dz realné nebo ryze imaginarni. Podle kroutivé vlastnosti vsak obraz ¢tverce
musi byt ¢tverec, takze ihned dostdvame Cauchyho-Riemannovy podminky

fy:if1~

Pokud funkce nespliiuje ani tyto podminky, nemé kroutivou vlastnost a nemuze
mit derivaci (jedna se napfiklad o funkce absolutni hodnota, redlnd ¢ast).

b) Uvazujme ¢tverecek o strané e, ktery se zobrazi na jiny étverecek. Spocitdme
cirkulaci po obvodu toho malého étverecku. Cirkulaci pfitom rozumime, ze se-
¢teme u vSech Ctyf stran funkéni hodnotu ve stfedu strany vynasobenou hranou
jako komplexnim ¢islem.?® Napiiklad prvni hrané odpovida piimo z definice
derivace obraz Ae, dal$i je vZdy nasobena i:

Cirkulace = Ae(f(z1) — f(23)) + ide(f(z2) — f(24)) = o(€®),

29) Cirkulace je uzite¢na, protoze vystupuje ve fyzikalnich rovnicich. Napiiklad u rychlosti
vody odpovida virovosti funkce, tj. pokud bychom na hladinu polozili malé padélko,
roztacelo by se imérné cirkulaci.
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kde jsme vyuzili definice derivace, ze f(z1)— f(z3) = Ae+o(e) a f(z2)— f(z1) =
= Aie + o(g). Chceme-li vypoditat cirkulaci po néjaké uzaviené k¥ivce je to to
samé, jako bychom secetli cirkulace ptres vSechny malé ¢tverecky uvnitt. Pri-
spévky uvnitf oblasti se vzajemné vyrusi kvili shodné orientaci sousednich
¢tverecki. Cirkulace okolo kazdého z nich je 0(52)7 celkovy pocet ¢tverecku je
amérny 2, protoze jde o koneény rovinny problém. Bude-li sif dostateéné
husté, celkova cirkulace pro kiivku se rovna o(e?)e™2 = o(1) — 0. Se zmen-
Sujicim se prumérem ctvereckd tedy cirkulace po libovolné kiivce, uvnitt niz
m3 funkce derivaci, mizi. Toto tvrzeni se nazyva Cauchyho véta a obvykle se
zapisuje cirkulace zapisuje integralem

Cirkulace = ]{ f(z)dz=0.
r

Tato dvé tvrzeni lze pouzit pfi feseni parcidlnich diferencialnich rovnic v roviné,
¢emuz se budeme vénovat v pristi kapitole.
Derivace zdkladnich funkci

Derivace mocninnych funkei jsme odvodili v nulté kapitole, plati totiz d(z") =
= nz" ' dz. Exponencila se derivuje na sebe samu d(e®) = e dz, jak vyplyva
7z pouZiti vzorce pro mocninou funkci®®

d<1+3) n(1+5) n
n n z
= —>(1+5) —e”.

dz n(1+3)
n

Ovsem pokud se spokojime s komplexni exponencidlou z(t) = el“! re4lné proménné
t, ma komplexni derivace mimoradné jednoduchou grafickou interpretaci.
Funkce z(¢) udava polohu a jeji derivace
%(t) udava rychl fi derivovani  ™(%)4
ychlost (obr. 42). Pfi derivovani
linearniho ¢lenu vypadne konstanta pred
t, takze rychlost se rovna poloze nasobené 1
iw a rychlost je kolma na polohu. Protoze
|z| = 1, pohybuje se sledovany bod po 2(t) = e@(t+An
jednotkové kruznici s thlovou rychlosti w.
Podrobné byl tento pripad probran v tloze ot
Smrtici koloto¢ (IV.3 v XXIIL. roéniku). p(t) =e
Usttedni diivod pouziti komplexni expo- 1 Re(z)
nencialy je tedy ten, Ze pro monochroma- Obr. 42. Rovnomérny pohyb po
tické viny z(t) = re'** Ize slozité derivovani krusnici
nahradit prostym nasobenim:

d

— =iw. 4
=W (34)

30) Samoziejmé pro piehozeni limity a derivace musi byt splnény jisté podminky. Po-
sloupnost musi byt lokdlné stejnomérné konvergentni, coz jsme ovérili v feSené tloze
k predchozi kapitole seridlu.
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Klicem k obecnému feSeni je fakt, Zze kazdou vlnu mtzeme zapsat jako vhodny
soucet velkého mnozstvi monochromatickych vin. K této identité se jesté vratime,
az budeme zavadét spektrum, které ma radu fyzikalnich pouziti.

Harmonicky oscilator

Pro zavazi hmotnosti m na pruzince o tuhosti k plyne z Hookova zdkona po-

hybova rovnice k

r=—-——x,
m

Dvoji aplikaci (34) na pravou stranu bychom pro pfipad, Zze kdyby bylo misto z
komplexni z, dostali podminku w? = k/m. Tomu odpovida kladny a zéporny koten
a FeSeni musi byt tvaru souctu z(t) = re™* + se™**. Ale co je proboha komplexni
poloha u harmonického osciladtoru? Staci si uvédomit, dvé komplexni ¢isla jsou si
rovna, pokud se rovnaji jejich redlné a imagindrni ¢asti, a plati tedy t¥eba x(t) =
= Re(2(t)) pro vhodné konstanty r a s, které uréime ze znalosti poc¢ateéni polohy
r 4+ s a pocatecni rychlosti w(r — s).

Ted preznacime proménné, abychom ukézali trochu jiny pohled na véc, kterym
se snadno fesi tfeba vlnova rovnice. Staéi nam vzorec A% — B> = (A — B)(A+ B),
ktery plati pro A a B za predpokladu, ze AB = BA neboli [AB] = 0 (komutuji).
V naSem pfipadé jsou poloha z(¢) a hybnost p(t) = mdx/dt funkce realné pro-
ménné a bodové nasobené funkce samoziejmé komutuji. Potom se energie rovna

2
p 1, 5

E=2X 4 k=
2m+2x

(p +iax)(p —ix)

2m ’

kde a? = km. Zjevné jsme tedy dostali vyraz tvaru E = 2z, pfi¢emz z = p + ioz.
Ze zékona zachovani energie musi energie byt konstantni, coz lze snadno splnit,
pokud z = konst. Posunutim celého systému = — x + xo, pfi kterém se hybnost
neméni, lze zajistit z = 0, takze dostavame rovnici
dz .

z=0, i —iwz,
co? je definiéni rovnice exponencidly z = re ™t Druhé nezavislé feSeni z = se'“!
je komplexné sdruzené; nase vysledky se shoduji s predchozi ¢asti.

Ve kvantové mechanice postupujeme uplné stejné, akorat misto funkci casu
jsou x a p linedrni zobrazeni stavového prostoru na sebe (operatory). Tyto operé-
tory ale na rozdil od bodového nésobeni spliiuji komutadni relace [zp] = ih # 0,
tvoii nekoneény ,zebiik“ a z a z se nazyvaji anihila¢ni a krea¢ni operator, které
posouvaji o ¢islované stavy na nekonecném zebtiku o jednotku doli nebo nahoru.

Elektrické obvody

Ukazme si jednoduchou fyzikalni aplikaci harmonického oscilatoru — st¥idavé
elektrické obvody. Co znamené, Ze néjaky obvod mé komplexni odpor?

Uvazujme elektricky obvod, ve kterém se nachéazi pouze civky, kondenzatory
a odpory. Nespornéd vyhoda téchto soucastek je jejich linearita.
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a) Pripojime-li na rezistor dvakrét vétsi napéti, prochazejici proud bude také
dvakrat vétsi:
U=RI, (35)
kde U znaci napéti, I proud a R odpor.
b) Pokud na civku pfipojime dvakrat vétsi napéti protékajici proud bude rist
dvakrat rychleji. Konstanta, kterd svazuje napéti se zménou proudu se nazyva

induk¢énost L a plati dar
U= LE . (36)
Na pravé strané se obcas piSe znaménko minus, které vyjadiuje Lenztuv za-
kon, ze indukované napéti ma opac¢ny smér nez zména proudu. My ale civku
povazujeme za spotifebi¢, nikoliv zdroj napéti, a proto minus nepiseme.
¢) Pro kondenzator o kapacité C plati

dQ dU
=== . 37
dt dt (37)
K takovémuto obvodu pfipojime stfidavé napéti o tthlové frekvenci w
U = Uge™?, (38)
I =Ipe™", (39)

kde Up a Ip jsou komplexni konstanty.

Nyni byste se ale méli zdésit! Nebo snad uz ne? Co je to komplexni napéti
éi proud? Spravna odpovéd je nic. Pokud budeme méfit napéti ¢i proud, vzdy
zméfime pouze redlnou slozku. Je ale uzitecné s nim pocitat, protoze zménu faze
pak zaridime pouze vynasobenim komplexni jednotkou.

Zavedeni impedance

Podivejme se nyni, co se stane, pokud dosadime (38) a (39) do rovnic (35)
az (37). Ozna¢me Z = U/I a fikejme této veli¢iné impedance.
a) Pro impedanci rezistoru plati

Zr=R.

b) Jak to je s impedanci civky? Na pravé strané vyrazu (36) se vyskytuje derivace
a té se musime zbavit; vyuzijeme vysSe zminény fakt, Ze pro monochromatickou
vlnu (zde harmonické napéti) prechézi diferencialni rovnice na algebraické:

iwt .
L% = Ldfiii = Llpiwe'" = Lliw.
Pro impedanci civky proto plati
ZL = % = iwl.
¢) Pro kondenzétor obdobnym postupem ziskame
1
Zo = ——.
¢~ e
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Velikost a faze impedance

Podivejme se nyni, co znamena redlnd a imaginarni ¢ast impedance (kartézsky
tvar), resp. faze a velikost (goniometricky tvar).

Vyjdéme z defini¢niho vztahu impedance Z = U/I. Vypoctéme velikost levé
i pravé strany této rovnice.

U‘_IUI_@
7~ To

Zl= 2] =
21=|

Vhodnou volbou ¢asového pocatku zaridime, aby Uy bylo realné. Dale plati I =
= U/Z, a proto faze impedance udava zpozdéni proudu viéi napéti. Plati stara
poucka Civka je jako divka: Nejdiiv napéti, potom proud.
Jesté si odvodme zékladni pravidla pro vzajemné fazeni impedanci.
a) Radime-li sériové, je stejné jako v pfipadé odporii celkové napéti rovno souétu
parcidlnich napéti, a proto se impedance scitaji.
b) Pro paralelni fazeni je celkovy proud souctem parcidlnich proudt a séitaji se
prevracené hodnoty impedanci.

Dalsi metodou feseni uzivanou prevazné na stiedni skole je tzv. fazorova. Fa-
zor totiz reprezentuje zminovanou amplitudu napéti resp. proudu a impedance je
pomér komplexniho ¢isla reprezentujiciho napéti a proud.

Uloha II.S ... zakomplexovana

a) Po jaké trajektorii (polodii) se pohybuje pdl pii pohybu tyce padajici v rohu?
Vyfeste uzitim komplexnich ¢isel.

b) Pro ¢ — 0 uvazujte otoceni o thel ¢, které zapisujeme R, a posunuti T-.
VySetiete a porovnejte zobrazeni R.T.R_.T_. a komutator [ReT.].

c¢) Otoceni jsme v tGvodni poznamce poskladali z miniaturnich otoceni eV =
=1+ 119/N)N. Dokéazete pomoci exponencidly zapsat také posunuti funkce?

d) Nakreslete obrazek, na co funkce z* zobrazi miiZ roztece . Za bonus muzete
nakreslit obraz m¥ize po funkci cos(z).

e) Pomoci komplexnich é&isel vypoctéte impedanci stfidavého obvodu série civky,
rezistoru a paralelné zapojeného kondenzatoru s odporem, pficemz obvod po-
kracuje iterativné déle (viz obr. 43).

R L

G =-—C

Obr. 43. Koaxialni kabel
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Kapitola 3: Pouziti holomorfnich funkci k reseni fyzikalnich dloh

V této kapitole si ukdzeme, k ¢emu muzeme vyzit Cauchy-Riemannovy pod-
minky ve fyzice. Budeme se zabyvat hledanim elektrického pole v riznych situa-
cich, které jsme doposud nedokazali resit, napriklad elektrickym polem ve vodivém
rohu.

Nebude vsak vSechno tak rtzové, jak se zatim zda. Budeme vzdy omezeni
pouze na dvojrozmeérné ulohy. Budeme proto u tloh z elektrostatiky predpokladat
nezavislost parametrt ulohy na soufadnici z.

Co to je integral?

Nyni se jesté budeme potfebovat seznamit s tim, co je integral. To slovo zni
strasné, ale skryva se za nim jednoducha myslenka, a to vypocitat plochu pod
grafem. Chceme-li naptiklad vypocitat
/() plochu pod grafem na obrazku, miZeme
ji zdola odhadnout obsahem obdélnicku
sirokych nejvyse € (tomu fikdme déleni
intervalu) a vysokych tak, aby se kazdy
veSel pod graf funkce. Za hodnotu in-
a b tegralu budeme povazovat supremum?!
pres vSechna déleni tohoto intervalu. Této
definici se fik4 dolni Riemannuv integral.
Analogicky definujeme horni Riemannav integrédl, kde uvazujeme obsah obdél-
nic¢ka vyssich nez graf funkce. Riemannav horni i dolni integral existuji vzdy, ale
rovnaji se pouze pro funkce, které jsou spojité skoro vsude.

Obr. 44. Dolni Riemannuv integral

Riemannova definice integralu je jisté nazorné, ale neni moc pfijemné, plochu
pod kfivkou z této definice pocitat. Slavny Newton si integral definoval jinak.
Tvrdil, ze integral pfes né&jaky interval (a,b) je rozdil hodnot primitivni funkce
F(z). Primitivni funkce je kazda takova, jejiz derivace je ptivodni funkce. Budeme
uzivat symboliku

[ f@a=FO)-F@ & Fl@)=fe).

Celé integrovani se redukuje na problém nalezeni F'(z), pokud zname f(z). Pro
polynomy, exponencidlu a goniometrické funkce lze vysledek uhaddnout ze znalosti
derivace.

Jesté si ukdzeme, Ze oba dva postupy integrace davaji pro spojité funkce stejny
vysledek. Pro to staci ukazat

d €T
e CEECY

31) Supremum je nejmensi horni zévora mnoziny (viz kapitola 0). Pro mnoziny v R exis-
tuje vzdy.
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Tento vyrok je podle nasi definice derivace ekvivalentni

z+Ax
/ f)dt = f(z)Az 4 o(Az).

Nicméné urcité najdeme takové Az, aby se funkce f(t) na intervalu (z,z + Az)
lisila od f(z) nejvyse o 1/N. Leva strana se bude pohybovat v rozmezi f(z)Az +
1/NAz, vydélenim Az a pfechodem N — oo lze docilit kyZeného vysledku. Gra-
ficky vyznam spocivd v tom, ze pfiriistek obsahu pod grafem (integralu) je pfi-
blizné obdélnik o zdkladné Az a vysce f(x), kterd zustdvd v limitnim procesu
konstantni.

KFivky
V dalsim uvazujeme kiivku v z bodu A; prochazejici body Az, ...,A,_1 a kon-
Cici v bodé A,,, kterou znac¢ime v = A1Az ... A,,, podobné jako jsme znacili tisecku.
V dalsim uvazovani se bude hodit koncept primétu na kiivku. Pro vektorové
pole A(r) a kiivku v rozumime primétem pole na kfivku vyraz

/A(r)~dl,

kde d/ je diferencial posunuti po kiivce. Analogicky definujeme primét na norméalu

plochy vyrazem
/ A(r)-dS,
b3

kde diferencial plochy dS ma smér vnéjsi normaly k povrchu. Typickym prikladem
primétu na kiivku je cirkulace, kdy uvazujeme uzavienou kfivku (viz minuld
kapitola). Priamét pole na normalu plochy se nazyva tok.
Zavedeme jesté alternativni notaci derivace. Tato notace je velmi vyhodna,
pokud derivujeme vektory. Budeme pouzivat
0FE,

o = Eue

Obecné ty proménné, podle kterych derivujeme, budeme nadéale psat za ¢arku
a indexy pred ¢arku.

Zakladni rovnice elektrostatiky
Jako zakladni postulat elektrostatiky mizeme vzit jedno ze tii tvrzeni:

a) Gaussuv zakon, ktery fika
Cas Y 1 PP v s
tok elektrického pole uzavienou plochou = — celkovy naboj uvnitf této plochy .
€o
Pomoci integralu, ktery jsme pravé definovali, to znamena

/ E-dS:i/ng7 (40)
a9 €0 Ja
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kde Q znadi oblast,®? 9Q hranici této oblasti (uzaviend plocha), E -dS pramét
pole na diferencial plochy a g objemovou hustotu naboje.

b) Dalsim ekvivalentnim postuldtem elektrostatiky je Coulombiiv zdkon. Ten ndm
pfimo fika, jak velikd je intenzita elektrického pole v konkrétnim bodu prostoru

1
_ 14,
4dreg 72

kde r znaci vzdéalenost ndboje ¢ od mista pozorovani a n odpovidajici smérovy
vektor®® od naboje k pozorovateli.

¢) Gausstiv zdkon lze formulovat i v diferencidlnim tvaru jako jednu z Maxwello-
vych rovnic

vV-E=2. (41)
€0

Néam je nejblizsi prvni a druhy vyse uvedeny koncept, budeme je proto vy-
hradné dale vyuzivat. V dalsim vykladu se jiz striktné omezime na rovinny pro-
blém.

Uvazujme nejprve ulohu, ve které se nebudou vyskytovat zadné zdroje. V na-
Sem pripadé to znamend, ze v prostoru nebudou zadné volné naboje a cela tloha
bude urcena potencidly na vodicich. Za oblast 2 budeme uvazovat hranol vysky
2H, ktery rovinu zy protind kolmo ve ¢tverecku € x € (viz obr. 45 a 46). Z Gaussova
zédkona (40) dostavame

0= 2€H(Ex(x —iey)+ Ey(z,y— te) — Ex(x + 3e,y) — By(z,y + %5)) )
Vytkneme-li jesté ze zavorky € dostaneme

0= Egcﬂf ('1"7 y) + Ey,y(.%‘, y) ) (42)

kde musime pouzivat parcidlni derivace, protoze ty zajisti, aby druhéd sourad-
nice zustala pfi derivaci konstantni. Nyni jsme dostali bezbolestné vyjadieni Ma-
xwellovy rovnice (41).

32) Oblast zde definujeme jako jednoduse souvislou a otevienou mnozinu. (To znamena,
ze kazdou uzavienou krivku lze spojité ,stahnout“ do jednoho bodu, resp. nema v sobé
diry.)

33) Proto mé jednotkovou velikost.
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E, (m7 Y+ %E)
N
d
L —Ez(x—%s,y Em(ac—l—%s,y)
/J- —+4— -«— ° —
: vy |2H (z,y)
|
|
J —E, (z,y — %¢)
-
Obr. 45. Aplikace Gaussova Obr. 46. Aplikace Gaussova zakona na
zékona Ctverecek

Podivejme se jesté na zakon elektromagnetické indukce. Ten nam fika, jaké
je napéti indukované na uzaviené kiivce, pokud zménime tok magnetického pole
jejim vnitikem. Jako uzavienou kiivku budeme opét uvazovat ¢tvereéek (obr. 47).
Zména magnetického toku jeho vnitikem musi byt nulova, protoze v elektrostatice
neuvazujeme magnetické pole. Proto musi byt nulové také indukované napéti

0= 6(Em(w,y + 36) — Ey(z + 4e,y) — Ex(x,y — 3¢) + Ey(z — %e,y)) ,

Vyuzijeme-li definice derivace z minulého dilu seridlu, dostavame

0= Ez,y(l‘7y) - Eyﬂ?(:c>y) . 4 (43)
Zamysleme se nyni nad L E, (z+ 3¢,9)
tim, jak vhodné pouzit holo- —E; (x,g;—i— 3€)
morfni funkce k feSeni tohoto -
problému.
Pokud jsou funkce °
. (z,y)
f(z) = By +iE; (44) E, (m, Yy — %E)
X >
_EU (LE - lsv y)
9(=) = if(2) = ~E. +1E, i
v
holomorfni, jsou rovnice (42) Obr. 47. Aplikace zdkona elektromagnetické
a (43) splnény automaticky, indukce

protoze jsou jen prepisem Cauchyho-Riemannovych podminek pro funkci f(z).
Pro vSechna z jsou f(z) a g(z) navzajem kolmé; ddle zkoumdme jen f(z).
Povedlo se ndm splnit Maxwellovy rovnice pro elektrostatiku pouze volbou
holomorfni funkce f : C — C. Tento tvar ale neni jesté pfili§ vhodny pro reseni
problémii, ve kterych zndme okrajové podminky, tj. potencialy na vodi&ich.3*

34) V elektrostatice rozliSujeme dvé prostiedi: Jednak vakuum, ve kterém se budeme
snazit urcit potencial, jednak vodice, na kterych je potencial zadany.
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Potencial elektrostatického pole

Zavedme kone¢né potencial elektrostatického pole ¢ tak, aby platilo

ET(xvy) = =Pz, Ey(I,y) = —Py- (45)

Reéalnou funkci ¢(z,y) ted explicitné zkonstruujeme z vhodné komplexni funkce
w(z). Necht O je pevné zvoleny bod. Vypocéteme-li integral f(z) po k¥ivce v = OX,
dostaneme pro kazdy bod X komplexni ¢islo

w(X) = Oxf(z) dz.

Toto ¢islo je vsak urceno jednoznacné, nezavisle na volbé krivky. To lze nahlédnout
jednoduse (dtikaz sporem). Pro bod X uvazujme dvé kiivky OX oznacené 1 a 72

takové, ze
[ fera2 [ 1@,

Protoze obraceni pribéhu kiivky méni znaménko integralu, plati
[ 1@z [ p@rd 0
Y1 72

a integral po uzaviené kiivce OXO nevymizi. To ale zjevné odporuje Cauchyho
vété z minulé kapitoly serialu!

Vysli jsme z definice f(z) podle rovnice (44). Postupnym dosazovanim vztahi
jako je y . = —i dostaneme

f(2) = By +1E: = —(py +ip) = =1 (pats + 0yy2) = —lpz,
odkud plyne
e(X) =1 f(z)dz = iw(X).
ox
Protoze funkce ¢ je realna, plati

p=—Imw.

My v8ak zvolime opaény postup: Budeme volit holomorfni funkci w(z) a bude
nas zajimat, jak vypada potencial ¢ potazmo vektor elektrické intenzity E. Velmi
pi{jemnou vlastnosti je, ze funkce f(z) = dw/dz je také holomorfni. Pozname-
nejme jesté na okraj, Ze kiivky Rew(z) = konst jsou silo¢ary elektrického pole,
protoze jsou kolmé na ekvipotencidly Im w(z) = konst. Tyto kiivky zaroven odpo-
vidaji potencidlu generovanému funkci g(z), pro kterou se silo¢ary a ekvipotencialy
prohodi.
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Reseni jednoduchych, ale nevsednich tiloh

Pro funkci w(z) = konst dostaneme konstantni potencidl, protoze jeji ima-
gindrni slozka je konstantni dw/dz = Ey + iE, = 0, coz odpovidd nulovému
elektrickému poli.

Pro funkci w(z) = az, kde a € R, plati Im w = ay, tedy ekvipotencialy odpovi-
daji situaci y = konst, mtizeme proto predpokladat homogenni pole. Ovéfme toto
tvrzeni dw/dz = a = Ey + 1FE,, takze Ey, = a, E; = 0 a jde opravdu o homogenni
pole.

Pro funkci w(z) = az? je situace mnohem zajimavgjsi. Funkci w(z) miizeme
prepsat

w(z) =az’ =a (x2 — y2) + 2axyi.

Za ekvipotencidly budeme uvazovat imaginarni ¢ast této funkce.

—¢

2azy = —p, = y= 2ax

To jsou rovnoosé hyperboly nachazejici se mimo jiné v prvnim kvadrantu. Zamys-
leme se nad tim, jak vypadaji ekvipotencialy pro ¢ — 0. Jsou to pfimo polopfimky
z>0,y=0axz=0,y > 0. Tyto dvé poloptimky vsak sviraji pravy thel a urcuji
tak roh. Tato volba urcuje, jak vypada pole uvnitt vodivého rohu. Takovy vysle-
dek jsme klasickymi cestami nebyli schopni dostat. Muzeme jesté vypocitat slozky
elektrického pole derivaci funkce w(z). Z rovnice dw(z)/dz = 2az plati

E; =2ay, E, =2az.

Poly holomorfni funkce

Zkusme se jesté podivat na elektrické pole dané funkci f(z) = ai/z. Protoze
tato funkce neni definovana v pocatku, plati sice Cauchyho véta, ale musime opa-
trné volit oblast, ze které vybirame integracni kfivku. Tato oblast nesmi obsahovat
pocatek! Naopak na libovolné oblasti, kterd neobsahuje pocatek muzeme pouzit
vyse odvozenou teorii a povazovat tuto funkci za feSeni rovnic elektrostatiky.

Pro feSeni se hodi védét, jak se derivuje pfirozeny logaritmus Iny, coz je in-
verzni funkce k exponenciéle y = e”

_dy  dy dlny 1

= = = .
Y dr dlny dy Y
Podivejme se nyni, jak vypada potencial odpovidajici funkci

fe) =2 = (46)

Els
Integraci funkce f(z) dostdvame
w(z) =lalnz
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Nyni se podivame na imaginarni slozku funkce w, tak abychom urcily tvar ekvi-
potencial

—Imw(z) = —alm(ilnz) = —aIm (iln (\z|eiargz)) =

= —alm(iln|z| —argz) = —aln|z| = ¢.

Proto jsou ekvipotencialy kruZnice se stfedem v poéatku. Podle (44) toto FeSeni
fyzikalné odpovida poli

ax ay

= — FE,= ————.
a:2+y2’ Y a:2+y2

Toto pole odpovida vodici s konstantni délkovou hustotou naboje.

Uloha II1.S ... hluboka orba

a) Dopoctéte fyzikdlni vyznam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, znéte-li dél-
kovou hustotu naboje 7.

b) Vypoditejte a nakreslete ekvipotencidly a silok¥ivky pole v okoli rohu, ktery
ma vrcholovy thel 9. Népovéda: pouzijte funkci tvaru w(z) = Az°, kde s je
vhodna realna konstanta.

c¢) Urcete pole, které generuje elektricky dublet. Dublet jsou dvé ty¢e vzdalené d
s opac¢nou nabojovou hustotou, pficemz dr = konst. Zajimé nas limita d — 0.
Néapovéda: plati In(1 4+ z) = x pro x blizké 0.

d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existujici komplexni potencial w(z) zobra-
zime jinou holomorfni funkci v(z). Bude potencial tvaru v(w(z)) i nadale Fesit
rovnice elektrostatiky?

Kapitola 4: Mébiova transformace

V posledni tloze minulé kapitoly jsme dokazali jednoduchym zptisobem vétu,
podle které libovolny holomorfni obraz feseni rovnic elektrostatiky rovnéz spliiuje
rovnice elektrostatiky, ovSem je potieba zvlast osSetfit okrajové podminky. Ted
v tomto problému pokrocime.

Obecné pojedndni o transformacich

Probereme nyni prvni z fady transformaci. Co je to takova transformace? Nej-
prve motivaéni pfiklad: Stojite pfede dvefmi, kterymi mate protdhnout stul, ktery
maé vodorovné rozmeéry vétsi nez sirka dveri. Jak jen protdhnout stil dvermi, aniz
byste cokoliv poskodili a neporusili zadny fyzikalni zakon?

Nastésti existuje jednoduchy zptusob. Stul pfetransformujeme, ¢imz ziskdme
ulohu, kterd ma jednoduché feseni, a provedeme zpétnou transformaci. V tomto
pfipadé se transformace provede prosté tak, zZe se stil oto¢i na svislo, kdy lze
dvefmi snadno projit. Nakonec provedeme inverzni transformaci, kterd stil zase
postavi na nohy.

Kratce, transformace umoznuji prepsat ulohu, u které feSeni nezname, na
tlohu, kde ho jsme schopni (vétsinou snadno) zjistit. Inverzni transformace prevadi
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feSeni jednoduché ulohy zpét na ptvodni tlohu; existenci inverzni transformace
budeme v dalgim vzdy pozadovat.®® Casto také nazjvame ptvodni tlohu vzor
a transformovanou obraz.

Mébiova transformace je jedna z fady komplexnich transformaci.?® Postupné
se seznamime i s transformaci Fourierovou (neboli spektrem) a transformaci La-
placeovou, které se tizce poji s komplexnimi ¢isly. V klasické mechanice a termo-
dynamice se pouziva Legenderova transformace (impulsovy prostor). Neni to tak
slozité, jak se na prvni pohled zda. Prosté uz nepopisujeme funkce v kartézskych
soufadnicich jako obvykle, ale pomoci spektra (Fourier) nebo pomoci absolutniho
¢lenu a derivace (Legendre). Nejbanalnéjsimi piiklady transformaci jsou transfor-
mace soufadnic (otoéeni os, posunuti, pfechod do sférickych souradnic); to byl
ostatné i priklad naseho stolu.

Rada fyzikalnich zékonti je formulovéna jako invariance (neménnost) vidi ur-
¢itym transformacim; naptiklad kvantovd mechanika je disledkem invariance vici
Galileové transformaci. Jisté znate i Lorentzovou transformaci, vici niz jsou pii-
rodni zadkony invariantni, i kdyz se blizime rychlostem svétla.

Stary znamy: Kruhova inverze

Kruhové inverze podle kruznice K je geometrické zobrazeni komplexni roviny
do sebe, které prohodi vnitfek a vnéjsek kruznice. Stejné definujeme sdruzené
body pro osovou soumérnost, stfedovou soumérnost atp., definujeme i kruhovou
soumérnost: Dva body jsou soumérné pravé tehdy, pokud lezi spole¢né se stfedem
kruznice K na pfimce a soucin jejich vzdalenosti od stfedu se rovnéa poloméru kruz-
nice na druhou. Zkuste pouzit Eulerovu vétu o odvésné, abyste ziskali nazornou
geometrickou predstavu.

Nejzajimavéjsi fakt ohledné kruhové inverze je, ze zobrazuje zobecnéné kruz-
nice na zobecnéné kruznice.?” Pro dikaz si stadi uvédomit, Ze osa osové sou-
meérnosti vzorové kruznice, kterd prochazi stfedem kruznice K vytina na vzorové
kruznici primér. Vzorova kruznice je tedy Thaletovou kruznici priméru. Nicméné
primeér se zobrazi na jiné dva body na ose a z podobnosti trojuhelniku lze vyvodit,
ze obraz bodu na vzorové kruznici tvoii s body pruméru opét pravouhly troja-
helnik, takze obrazem je opét Thaletova kruznice priméru. Odsud lze jiz snadno
vyvodit, ze kruhova inverze je antikonformni zobrazeni (zachovava velikost thlu,
ale méni jeho znaménko).

Kruhovou inverzi lze pouzit na fyzikalni tlohu, jejimz feSenim jsou harmonické
funkce. Pokud uz jedno feSeni mame, miuZzeme ho kruhovou inverzi zobrazit na jiné
feseni, které ma fyzikalni vyznam.

Mébiova rovina

Obcas je uzite¢né se divat na body v komplexni roviné jako na faktorprostor
dvojice komplexnich rovin. To znamend, ze o dvou dvojicich (p,q) a (r,s) Fek-

35) Proto napfiklad neidentickou projekci mezi transformace nefadime.

36) Pro krasny a nazorny tivod doporucujeme dvouminutové video na strance
http://www.ima.umn.edu/~arnold/Mobius.

37) Zobecnénymi kruznicemi se zde rozumi kruznice a primky.
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neme, ze jsou ekvivalentni, pokud plati ps = rq. Jinymi slovy vyznam ma pouze
formalni podil (p,q) ~ p/q ~ pc/qc (homogenni soutadnice®®). Takto dostaneme
t¥idu ekvivalentnich dvojic, ktera je izomorfni ptvodni komplexni roving. Az na
jednu vyjimku! Prvky jedné tfidy ekvivalence maji tvar (a,0) — témto prvkam je
zvykem Fikat nekoneéno a znaéit je co (to lze formalné zjistit ze vztahu ,a/0 =
= o00“). Alternativnim zptisobem, je rozsifit rovinu o bod, ktery se v kruhové
inverzi zobrazi na jeji stfed. Tak jako tak ziskdme novou mnozinu CU{oco}, kterou
nazyvame Mobiova rovina.

Proto 1ze také na rozdil od komplexni roviny zobrazuje Mobiova transformace
Mébiovu rovinu samu na sebe, a to vzajemné jednoznacéné (dokazte).

Mébiova transformace
Mobiovu transformaci Mébiovy roviny definujeme jako linedrné lomené zobra-

zeni komplexni roviny na sebe

az+b
cz+d’

f(z) =

kde ad — be # 0 jsou komplexni konstanty (tuto podminku zveme podminka regu-
larnosti, specialné bereme nenulové ¢islo jako jedna; neni-li splnéna, dava zobrazeni
konstantu).

Konstrukci homogennich soufadnic vySe popsanym zpiisobem lze zjednodusit
nékteré ditkazy (viz nasledujici text), protoze Mébiova transformace v nich mé
vyznam prosté nasobeni ¢tvercovou matici 2 x 2. Souéin dvou regularnich matic je
ovSem opét reguldrni matice (vyslednd Mobiova transformace tudiz zase spliiuje
podminku reguldrnosti, resp. unimodularity).

Mébiova transformace Mobiovy roviny vznikne vhodnym rozsifenim transfor-
mace komplexni roviny; pak lze odvodit nasledujici tvrzeni:

a) Mobiova transformace je slozeni posunuti, oto¢eni, kruhové inverze, komplex-
niho sdruzeni a roztazeni.

b) Mébiova transformace je holomorfni funkce (dusledek a).

c) Mobiova transformace zobrazuje zobecnéné kruznice na zobecnéné kruznice
(dusledek a).

d) Mébiova transformace je konformni zobrazeni neboli zachovava thly (dtsledek
c).

e) Slozenim dvou Mébiovych transformaci vznikne opét Mobiova transformace,
inverzni transformace je opét Mobiova (transformace tvofi grupu).

f) Mobiova transformace ma nejvyse dva pevné body, pro které je Mz = z.

Penroseho konstrukce a Riemannova sféra

Po tvodnim vykladu Mobiovy transformace je ¢as prehodnotit nase pojeti
komplexniho ¢isla. Predstavme si pevny svételny zdroj, ktery se zableskne ve vSech

38) Homogenni souradnice hraji naptiklad klicovou roli v geometrické optice.
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smérech. To znamend, ze do viech sméria®® (19, ) vysle foton (fotony maji rych-
lost svétla, kterou uvazujeme jednotkovou). UkdZeme zptisob, jak kazdému fotonu
prifadit komplexni ¢islo. Roger Penrose navrhl tuto konstrukci: Zdroj Z se vznasi
na pevném misté jednotku nad komplexni rovinou. V okamziku zablesku se kom-
plexni rovina zacne ptiblizovat ke zdroji jednotkovou rychlosti. Rychlost kolmé na
komplexni rovinu se rovna cos, ¢ili foton dopadne na komplexni rovinu za cas

11
1+cos?d  2cos2¥

na bod komplexni roviny
; 9
z = e'¥ cotg <§> (47).

Tim jsme kazdému fotonu zablesku pfitadili ¢islo z komplexni roviny.

Klasicky zpusob ovsem vyuziva Riemannovu sféru S: Uvazujme nad pocat-
kem O komplexni rovinou zdroj Z svétla v jednotkové vzdalenosti od komplexni
roviny. Riemannovou sférou nazyvame sféru s prumérem OZ. Vzajemné jedno-
znacné zobrazeni mezi C a S definujeme tak, ze bod na Riemannové sfére a bod
v komplexni roviné lezi na paprsku, ktery vychézi ze zdroje Z. Nevlastni bod
Mobiovy roviny oo identifikujeme se zdrojem Z. Ovéite, Ze zavedenim sférickych
soufadnic (9, ¢) dostaneme vztah (47).

Takto definovana stereografickd projekce zobrazuje zobecnéné kruznice v Mo-
biové roviné na kruznice na Riemannové sféfe. To zjevné plati pro pfimky v kom-
plexni roviné, které odpovidaji kruznicim na Rimannové sféfe prochézejicim zdro-
jem Z. Odsud rovnéz vyplyva, ze dvé kruznice na Riemannové sféfe se protinaji
pod stejnym thlem jako vzorové piimky.

Jak to vypada pro kruznice? Pomuzeme si malou obezlickou: Zobrazeni na Ri-
emannovu sféru neni totiz nic jiného, nez jista specialni kulova inverze kolem sféry
K. Vskutku: Hleddme takovou sféru, ve které se komplexni rovina zobrazi kulovou
inverzi na Riemannovu sféru. Tato sféra musi zcela jisté prochézet pocatkem O
a musi mit stfed ve zdroji Z. Ze symetrie jde tedy o sféru s pramérem OZ. Z toho
je i zfejmé, Ze obrazem zobecnéné kruznice v komplexni roviné je kruznice na Ri-
emannove sféfe, protoze vzorova kruznice je prunikem koule a roviny, které se obé
zobrazi na koule, jejichz prisecikem je vzdy kruznice.

Dokéazeme ted koneéné tvrzeni, které ndm pfinese geometricky vhled do Mobi-
ovy transformace. Mdbiova transformace je vzajemné jednoznac¢né zobrazeni Ri-
emannovy sféry na sebe, které lze slozit z rotaci a posouvani Riemannovy sféry
v prostoru. Probereme nejprve rotace: Uvazujme dva body p a ¢ na Mobiové
roviné (Riemannové sféfe); rotace R zachovavaji skaldrni souéin, ¢ili dostaneme
(p,q) = (Rp, Rq) = (p, R" Rq), takZe tvrzeni je splnéno, pokud R R = 1 neboli
RT™ = R™'. V konkrétnim vyjidfeni homogennich soufadnic jsou operatory R
matice 2 X 2

n=(3 )= (% D)=(5 D=5 0):

39) Jak je zvykem, znacime ¢ thel svirajici s osou z a ¢ azimutalni Ghel.
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Proto kazdé rotaci Riemannovy sféry odpovida Mdébiova transformace

Rz = a_z7+c_ .
—cz+a
Situace a = 0, ¢ = 1 odpovida prevracené hodnoté se zménou znaménka. Pro
ostatni zobrazeni je situace jednodussi: Posunuti sféry odpovidd posunuti kom-
plexni roviny, oddaleni sféry odpovida kontrakci komplexni roviny.

Tim jsme polozili zakladni geometrické predstavy, jejichz fyzikalni aplikaci roz-

o

vineme v pristi kapitole serialu.

Uloha IV .S ... Mébiova transformace a konformni zobrazeni

a) Dokazte tvrzeni d), podle néhoz Mobiova transformace zachovava uhly. Jedna
z moznosti je uvédomit si, ze v kruhové inverzi existuji kruznice, které se
zobrazuji samy na sebe.

b) Najdéte podminku na koeficienty Mobiovy transformace, aby zobrazovala kom-
plexni kruh na komplexni kruh (|z| < 1) a najdéte konkrétni transformaci,
ktera zobrazuje komplexni kruh na horni komplexni polorovinu. Co to fyzi-
kalné znamena?

c¢) Podle teorie relativity se télesa pohybujici se rychlosti blizkou rychlosti svétla
zkracuji (Lorentzova kontrakce). To ovSem je$té neznamend, ze bychom je vi-
deéli kratsi (napiiklad, ze bychom misto pohybujici se koule vidéli pohybujici
se elipsoid). Vyuzijte pfedstavy, ktery jsme v tomto dile vybudovali, abyste
odvodili, ze pfedmeéty letici rychlosti svétla vidime o kousek pootocené, nikoliv
zkracené (Terellova rotace).

Kapitola 5: Aplikace teorie konformnich zobrazeni

Od elektrostatiky k hydrodynamice. . .

V ptedminulém dilu jsme se zabjvali vztahem harmonickjch*® resp. holomorf-
nich*! funkci k elektrostatice. Nyni se budeme zajimat o proudéni tzv. ,suché“
vody. Na prvni poslech to zni tsmévné, ale terminy ,sucha“ a ,mokra“ voda se
pouzivaji jako synonyma pro neviskézni resp. viskézni kapalinu.

Omezime se na kapalinu, kterd lokalné nerotuje. Myslime tim, ze cirkulace
vektoru rychlosti je nulova v kazdém bodé. Toto ale neznamend, ze by kapalina
nemohla rotovat, coz si ukaZzeme déle.

Jak jsme vySe uvedli, budeme se zabyvat proudénim nestlacitelné tekutiny
a nebudeme uvazovat zdroje. Proto veskery objem tekutiny, ktery vtece do jistého
objemu, musi té% vytéci.*> Toto mtizeme vyjadiit podminkou

Vp,z + Vy,y =0, (48)

40) Harmonické funkce jsou takové, které fesi Laplaceovu rovnici.

41) Realn4 i imaginarni ¢ast holomorfni funkce je také funkci harmonickou. Obrécens,
ke kazdé harmonické funkci ve 2D existuji dvé holomorfni funkce spliujici piedeslou
podminku.

42) Srovnejme toto s Gaussovym zakonem elektrostatiky.
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kde jsme oznacili v rychlost proudéni a pouzili konvenci znaceni derivace ze tie-
tiho dilu serialu. Dale budeme uvazovat lokalné nerotujici kapalinu, coz vyjadruje
podminka

Vp,y — Vy,z = 0. (49)

Vztahy (48) a (49) jsou opét Cauchy-Riemannovy podminky. Proto mtizeme vek-
torovou funkci v nahradit vhodnou holomorfni funkci, kterou budeme znacit téz v.

vV =0y +1vg . (50)

Potencial proudéni v okoli valce

Opét, jako v elektrostatice, budeme hledat komplexni potencial proudéni. Nyni
nés ale bude zajimat jeho redlnd ¢ast predstavujici proudnice (imaginarni ¢ast
odpovidé ekvipotencidlam).

Komplexni potencidl budeme znacit w = ¢ + ip. Jak jsme jiz odvodili v pfe-
deslych dilech, pro rychlost proudéni plati v = dw/ dz.

Abychom mohli pokroc¢it dale, budeme potiebovat jesté jedno hlubsi tvrzeni,
které vsak nebudeme dokazovat.

Je-li funkce f(z) holomorfni uvniti mezikruzi o vnitinim poloméru r, vnéjsim
poloméru R se stredem zo, potom plati

i (k)
flz) = Z fi(zo)(z—zo)k pro r<|z—2z| <R,

kde jsme oznadili f(k)(zo) k-tou derivaci funkce f v bodé zo; specidlné tato Tada
md smysl.

Této fadé rikdme Laurentova. M4 dvé casti: Prvni pro k < 0 se nazyva hlavni,
pro k > 0 jde o ¢ast regularni. Pokusme se nyni vyuzit tohoto tvrzeni pro nalezeni
funkce v resp. funkce w, tj. komplexniho potencialu.

Uvazujme nyni v poc¢atku stojici valec obtékany tekutinou, kterd ma v neko-
necné vzdalenosti od vélce rychlost Us, ve sméru osy .

Protoze nyni zkoumame proudéni okolo valce, sta¢i nam, aby funkce v byla
holomorfni na ,mezikruzi“ o polomérech r = a, R = oo, kde jsme oznadili a
polomér obtékaného valce. Déle bychom byli radi, aby rychlostni pole ve velké
vzdalenosti bylo téméf konstantni. Proto budeme rychlost v hledat ve tvaru

v=—=Co+ 4+ 24+ 2 4., (51)
z z

w=Coz+Cilnz—— — —< —... (52)
z
Nyni jesté rozepiseme konstanty Cy = Ay, + iBy.
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Pokud dosadime z — oo do rovnice (51) a pouzijeme-li definici (50), dostdvame
z okrajové podminky Ap =0, By = Uso.

Dalsi podminka, kterd by méla byt splnéna je, aby s obvodem valce splyvala
néjaka proudnice. Toto mizeme vyjadfit podminkou

¥(|z] = a) = Rew = konst .

Pokud plati |z| = a, mUZeme jej napsat ve tvaru z = ae'’ . Toto vyjadieni dosadime
do rovnice (52) a rovnou ur¢ime jeji redlnou ¢ast.

Y = —Bpasiny+ A; lnafBlﬁfécosﬁf&sinﬁfécos2197&sin2197. ..
a a 2a? 2a?

Tento vyraz se ale musi rovnat konstanté pro vSechny thly 9 z intervalu (—m, ).
Tato podminka implikuje43 A, =By =0prok >3, Bi=A2=0a By = —Boa?.
Dosadime-li zpé&tné do (52), pro komplexni potencial a rychlost dostdvame

2
w = iUso (z—&—%)—&—Allnz, (53)
. a® Ay

Toto je nejobecnéjsi tvar komplexniho potencidlu pro laminérni proudéni okolo
stojiciho valce. Jak vidime, vyskytuji se zde dva volné parametry Us, a A;. Nyni
si vysvétlime, jaky maji fyzikalni vyznam.

Vyznam Uss jiz znadme — jde o rychlost proudéni tekutiny ve veliké vzdéalenosti
od valce.

Uvazujme nyni situaci U, = 0. Nas potencial prejde do tvaru

w=A1lnz.

Ale zde nastéavad maly problém. Funkci logaritmus jsme definovali jako inverzni
k exponencidle. Ta je ale periodicka, jelikoz plati

exp(x + 2kni) = exp(z) pro k€Z.

Jedna z moznosti, jak tento problém piekonat, je pozadovat, aby ImIn z € (—mx, ).
Potom ale nastane pii derivovani problém. Budeme-li pfechazet zapornou ¢ast re-
alné osy, tak budeme pozorovat skok ve funkénich hodnotach pravé o vyse zmi-
nované 2w. Této nepfijemnosti se vSak muzeme bez problémi zbavit, pokud si
uvédomime vlastnosti logaritmu. Vzhledem k tomu, Ze se ndm nepfijemny logarit-
mus vyskytuje pouze v potenciadlu proudéni, nikoli v rychlosti, ktery je fyzikalné

43) Funkce e** | k € Z tvoii bazi prostoru L2 ({(—m,=)). L? je prostor kvadraticky inte-
grovatelnych funkei, tj. [*_|f(z)|? dz < co. Rikdme, Ze dvé funkce z tohoto prostoru jsou
si rovny, pokud se jejich funkéni hodnoty rovnaji skoro v§ude.
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nemétitelny,** mizeme k nému na néjaké mnoziné pii¢ist konstantu 2r a timto
zafidit, aby nespojitost byla nékde jinde. Pouzijeme maly trik

Inz=1n (zeiae_ia) =lne ' +1In (zeia> = —ia+1n (zeia> .

Funkce na pravé strané je jiz spojita na zaporné redlné primce, ale nikde nepo-
zmeénila rychlostni pole.

Zamysleme se jesté nad tim, jaké situaci toto fyzikdlné odpovida. Protoze
je funkce logaritmus holomorfni, spliiuje lokalné Cauchy-Riemannovy podminky,
a proto je proudéni lokalné necirkulujici, vS§ak proudnicemi jsou kruznice, tj. teku-
tina krouzi okolo stiedu.?® Toto je divod, proé neexistuje globalni potencial, jak
je tomu v elektrostatice.

d’Alembertovo paradoxon

Pravé jsme vyftesili problém, jaky potencidl odpovidé proudéni kapaliny okolo
vélce. Nyni jesté vytesime, jaké sily na tento valec pisobi.

Abychom byli schopni uréit silové pusobeni na valec, musime uréit, jaky tlak
je na jeho povrchu. K tomuto tcelu nam pomize znalost Bernoulliho rovnice

p+ %gv2 = konst .

Vypoctéme proto velikost rychlosti obtékani vélce. Uvazujme opét ptipad A; = 0.

dw . a?
U—E—IUOQ<1_27>,

dosadime-li z = ae'?, tj. povrch véalce, pro velikost rychlosti dostavame

[v] = Uso ‘1 —e 2

=2Ux [sind)| .

Proto pro tlak plati
p=C —20U2 sin? 9.

Zjistujeme, ze tlak na protilehlych strandch véalce je shodny, tedy na vélec nebude
pusobit zadna sila! Tomuto rozporuplnému vysledku, ktery je experimentdlné ne-
pozorovatelny, protoZe neexistuje neviskézni kapalina, se ¥ikd d’Alembertovo pa-
radoxon. Obecné lze dokazat, Ze toto plati pro téleso libovolného tvaru v libovolné
dimenzi > 1.

44) Jedina méfitelna velicina je rychlost, ktera je jeho derivaci, proto mtzeme k potencialu
pricist libovolnou konstantu, aniz by se zménilo pozorované proudéni.

45) Pokud by nebylo proudéni omezeno u stfedu nap¥. nagim valcem, rychlost by musela
rust nad vSechny meze. V pocatku by potom neplatily C.-R. podminky.
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Vztlakova sila

.....

r

=5

Ay

kde I je cirkulace vektoru rychlosti po libovolné kiivce obsahujici pocatek soustavy
soufadnic.

Zderivujeme-li vztah (53) podle z, ziskdme komplexni rychlost proudéni. Déle
urcime velikost rychlosti na povrchu valce.

2
v:dﬂ:iUoo<1_a )+L7

dz 22 2mz
v =il (1 o 6—210) + Le—iﬁ ’
2Ta
. AU T . r?
|’U|2 :4U020 Sln219— WSIH0+W. (55)

Nyni mtzeme z Bernoulliho rovnice jiz jednoduse urcit, jaky tlak je na povrchu
valce
2
b= C— %Q|’U‘ )

kde za |v|* dosazujeme z rovnice (55), C je libovolna konstanta a ¢ je hustota
uvazované tekutiny.
Urceme nyni jaké jsou sily, které pusobi na valec. Plati

21 21
R, = / —p(¥) - acos ¥ dd) = %/ [v] cos ¥ dY
0 0

2w 2n
R, :/ —p(9) - asinddy = %/ [v|? sin® do .
0

0

Zde Rg;y znaci velikost sily, ktera pusobi na jednotkovou délku valce ve sméru
osy z. Faktor a se zde vyskytuje, protoze a cos ¥ d¥ je velikost plosky, na kterou tlak
pusobi. Formalné jsme mohli tyto vyrazy pouzit i pro urceni vyslednice piisobici
sily pro nevifivé proudéni. Nyni do téchto vyrazti dosadime ze vztahu (55). Prvni
vyraz je shodny s pfipadem I' = 0, proto reakéni sila jim zptsobena je nulova.
Posledni ¢len méni okolni tlak jen o konstantu, tedy piispévek od néj je také
nulovy. Proto plati

27 27
RI:fM/ sinﬁcosﬁdﬁzO,Ry:onoFQ/ sin? 9 d¥ = —UsTo,
L 0 L 0
R=Ry+iR; = —-UxTlop. (56)

46) Obecné plati ¢ v-dl = nl', kde n € Z a uvazujeme integraci te¢né slozky v po uzaviené
kiivce. Cislo n znadi podet ,ob&hi“ kiivky okolo po¢atku (v kladném/zdporném smyslu).
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Pro integraci jsme uzili identit sind cos9 = 1sin2d a sin®¥ = (1 — cos29)/2.

Zavedli jsme zde komplexni silu R, se kterou budeme pracovat v posledni ¢asti.

Nyni jiz vime, jak zavisi vztlakova sila na parametrech proudéni I' a U.
V posledni ¢asti si ukdzeme, jaky je vztah mezi témito veli¢inami. Pfed tim ale
jesté budeme muset transformovat potencial proudéni.

Zukovského transformace

Nyni se vratime na samy zacatek vyvoje letectvi. Jeden z prvnich, kdo sys-
tematicky zkoumal tvary kiidel letadel, byl N. J. Zukovskij. Na jeho podest se
jmenuji také profily kiidel, kterymi se zde budeme zabyvat. Byly konstruovany za
velmi zjednodusenych predpokladi: laminarniho obtékani, nestlacditelnosti okolni
tekutiny a také nulové viskozity, vsak v ¢asech prvni svétové valky byly pouzivany.

Tyto profily vzniknou konformnim zobrazenim kruznice.

kde £ je poloha transformovaného bodu z a [ je parametr transformace.

Jak jsme si ukézali v Gloze k pfedminulému dilu, zobrazime-li konformné feseni
Laplaceovy rovnice, jde opét o feseni Laplaceovy rovnice. Vyse jsme vsak nasli
potencial, ktery fesi obtékani valce. Pokud tento potencial konformné zobrazime
napf. pomoci (57), stale bude spliiovat rovnice (48) a (49).

Chceme-li docilit zobrazenim kruZnice tvart podobnych profilim kiidel, mu-
sime specialné volit stfed zobrazované kruznice. To znamena, Ze zobrazovana kruz-
nice musi prochézet jednim z bodi, kde ma transformace nulovou derivaci, tj. £,
jak si ukdzeme pozdéji. Tato volba ndm zarudi existenci ostrého hrotu. Cela situace
je zndzornéna na obrazku 48.

Kritické body

Studujeme-li proudéni kapaliny, existuji body, ve kterych se kapalina nepohy-
buje. Témto bodtm tikame kritické.

Nyni se zaméfme opét na obtékani valce. Pokud je cirkulace I' = 0, potom jsou
tyto body dva: —a a a, kde a opét znaci polomér vélce. Jestlize se bude cirkulace
zvétsovat, budou se oba kritické body k sobé po povrchu valce pfiblizovat, az
splynou v jeden. Pro vétsi cirkulace bude jeden z kritickych boda uvniti kruznice
a druhy vné. Celé posloupnost je na obrazku 49.

Jejich poloha se uréi jednoduse, polozime-li v = 0 v rovnici (54).
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Obr. 48. Konstrukce Zukovského profilu

Zukovského hypotéza

S tim, co jsme zatim odvodili, nemuzeme jesté vypocitat pfimo vztlak ptisobici
na profil kifdla, protoze nezname cirkulaci I". Toto ndm objasni pravé Zukovského
hypotéza.

V kazZdém bodu na povrchu kridla must byt koneénd rychlost proudeént.

Co to pro néas znamené? Pro rychlost proudéni po transformaci plati

po v _dwdz
T T dzde’

kde w znaéi potencidl proudéni okolo véalce. Vypoéteme-li ale derivaci d¢/dz
v bodé z = %I, vyjde ndm nulova! Coz znameni, ze dw/dz = 0, abychom méli
alespon né€jakou nadéji na kone¢nou rychlost proudéni v okoli spicky. To ale nutné
znamena, ze kriticky bod se musi zobrazit na $pi¢ku profilu, aby byla tato pod-
minka splnéna.

Odstavec vyse odpovida také na otazku, pro¢ maji letecké profily ostry hrot.
Pokud by jej nemély, tak by nebyla jasné definovana cirkulace I' a timto i vztlakova
sila.
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I'=0xn I'=2xn

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Obr. 49. Proudnice pro rizné hodnoty I', Uss = 1, a =1

Vztlakové sily piisobici na profil Zukovského

Pfejdéme nyni do mirné obecnéjsi situace. Uvazujme, ze smér rychlosti prou-
déni vzduchu ve veliké vzdalenosti svird s osou x thel —ca, prirozené toto odpovida
ahlu nabéhu kiidla a. Matematicky to znamena zménu souradnic v potencialu (53)
z — ze ® Proto na§ novy potencial a jemu odpovidajici rychlost proudéni maji
tvar

2
W = iUs (zeﬂa + a—em‘) + I Inz,
z 2T

2
i ~ . a 2iq r i
=iUs |1—— —e', 58
D 100( 2° )—|—2ﬂze (58)
kde jsme u potencidlu vynechali zbyte¢nou konstantu —ial'/2w. Aby byla splnéna
Zukovského hypotéza, musi byt cirkulace I' takova, aby v (z = aef‘B) = 0, viz
obréazek 48, protoze bod na pivodni kruznici ae™*? se zobrazi na hrot profilu.
Dosazenim do (58) a jednoduchou tpravou dostavame

I' = —4maUx sin (a + B) .

Jesté zbyva dosadit za a = d + vm? + [2, viz obrazek 48.
Nakonec jesté urcime, jakou silou ptisobi okolni vzduch na kiidlo letadla. Vy-
uzijeme k tomu vztah (56). Nas vSak zajima sila, kterou je letadlo nadnéseno viéi
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ose letu, tj. sméru rychlosti Us. Proto musime silu R otocit o thel nabéhu a.
Uvedme jesté na zavér, ze R, je vztlakova sila a R, je odpor, ktery klade kiidlo
proti pohybu.

R =4mp (d +vVm?2 + 12) UZ sin(a + 8) - €',
Ry, =4myp (d +vVm? + 12) Uz sin(a + B) cos
R, = 47wp (d +vVm? + 12) Uz sin(a+ f) sina.

Zavérem
Tyto profily byly objeveny v roce 1912 a skutecné se pouzivaly za prvni svétové
valky. Byly vSak zdhy nahrazeny profily lepsich vlastnosti. Velmi brzy se objevily

Karmanovy-Trefftzovy profily, které nemaji ostry hrot, ale spodni a horni ¢ast
odtokové hrany svira thel e. K témto profilim*” vede transformace

E—nl _ (z-1\" 5 €
ey Rl Gy , kde n=2 =

Pro n = 2 piechéazi na profily Zukovského. Zakem profesora Zukovského byl mj.
A. N. Tupolev.

Pokud maji letadla létat vétsimi rychlostmi je nutno zapocitat také stlacitel-
nost vzduchu a nezanedbatelné turbulentni obtékani. Dalsi nevyhodou laminarnich
profilii, jako je profil Zukovského, je mozné odtrzeni proudnic od kiidla a nasledny
témér nekontrolovatelny pad do vyvrtky.

Uloha V.S ... aviaticka

a) Popiste geometrickou konstrukei (pomoci kruzitka a pravitka) profilu Zukov-
ského.

b) Zkuste nakreslit proudnice v okoli profilu Zukovského. Zvolte si takové para-
metry d/l a m/l, aby mély praktické opodstatnéni.

c) Jakd vztlakova sila ptsobi na rovnou desku? Jakd vztlakovd sila pusobi na
desku tvaru kruhového oblouku?

d) Zkuste nakreslit profil kiidla odpovidajici Karmanové-Trefftzové transformaci.

Kapitola 6: Zavérecna

V této kapitole si fekneme néco o dalSich Sikovnych pouzitich komplexnich
¢isel. Predevsim to bude feseni diferencialnich rovnic a Fourierova transformace,
kterou aplikujeme na tlohy z optiky.

47) http://en.wikipedia.org/wiki/File:Karman trefftz.gif
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Reseni diferencidlnich rovnic

Tuto tématiku jsme jiz lehce nakousli ve druhém dilu seridlu, kdyz jsme roze-
birali feseni stfidavych obvodi.

Ukazuje se, ze studujeme-li néjaky proces, ktery je typicky popsan linedrni
diferencialni rovnici napf. harmonicky oscilator, dfive zminéné st¥idavé obvody,
vedeni tepla latkou, vlnovou rovnici, které jsou viechny linearni*®, je vyhodné&jsi
jiny popis, nez klasicky.

Daéle budeme predpokladat, Ze na systém pusobime z vnéjsku pouze funkcemi
v nésledujicim tvaru (konkrétni ¢asovy vyvoj bude pak jejich soudet)

y(t) = Aw) - ", (59)

kde w je obecné komplexni ¢islo a A je obecnd funkce, kterd nemusi byt ani holo-
morfni*®. Také predpokladame, Ze systém se uvnitt chové dle stejngch vztahil.

Vyhoda funkci v tomto tvaru je zna¢na. Budeme-li derivovat funkci (59) podle
Casu, dostaneme velmi jednoduchy vysledek

%y(t) = A(w)iwe™" = iw - y(t).

Tedy misto derivovani stac¢i nasobit konstantou iw, coz je vyrazné jednodussi ope-
race.

Zkusme si tento postup napiiklad opét na harmonickém oscilatoru. Pro har-
monicky oscilator plati ' = mi = —kx. Budeme-li predpokladat feseni ve tvaru
(59). Pak nam rovnice oscilatoru prejde do tvaru

m(iw)? Aw) = —kA(w) = Aw) (mw’®—k) =0,

kde jsme vydélili ¢lenem exp (iwt) # 0, ktery se nachézel na obou stranach Toto jiz
ovSem neni diferencidlni rovnice jako na pocatku, ale pouze rovnice algebraicka,
kterd mé dvé feSeni w1 2 = ++/k/m. Z tvaru vyse je vidét, ze funkce A(w) musi byt
nulova pro vSechna w # wi,2, naopak pro ostatni ihlové rychlosti mtize nabyvat
libovolné hodnoty®°.

Pro linearni diferencialni rovnice, to jsou takové, ve kterych se vyskytuji de-
rivace hledané funkce, ale jsou nasobeny pouze konstantami, obecné plati, Ze je
miZzeme piepsat do tvaru A(w) - Pp(w) = 0, kde P, je polynom fadu n jenz ma

48) Linearni znamena, ze pokud mame dvé feseni problému, tak jejich soucet i libovolny
nasobek kazdého je opét fesenim.

49) Typicky nabyva nenulové hodnoty pouze pro nékolik mélo hodnot w.

50) Tyto hodnoty uréime z pocateénich podminek, které nam fikaji, jaka je poloha a rych-
lost v néjakém pocatecnim case. Pocatecnimi podminkami obecné rozumime hodnoty
napft. vSech derivaci v ¢ase nula, nebo muze jit i o jiné urcujici podminky, pak ale jiz
nemusi byt zarucena jednoznacnost reseni.

126



Seridl o komplexnich cislech

pravé n kofent. Pokud jsou tyto kofeny rtizné, funkce A(w) je nenulovd v n bo-
dech a jeji hodnoty ur¢ime ze znalosti n pocatecnich podminek. Pokud vsak ma
polynom P, (w) vice nésobny kofen, nastava problém, protoze pro nékteré poca-
te¢ni podminky bychom nebyli schopni nalézt hodnoty funkce A(w), tak aby byly
splnény.

Uvazme nyni modelovou situaci. Mame posloupnost systémi ve kterych
dva kofeny polynomu pfes sebe postupné piechézi. Predpokladali bychom, ze
FeSeni takovéto rovnice se bude také spojité ménit. Uvazujme polynom Pp(w) =
= (w—wo 4+ A) (w — wg — A), kde maly parametr A budeme ménit v okoli nuly.
Kofeny tohoto polynomu jsou wi2 = wo £ A. Reseni diferencialni rovnice dané
timto charakteristickym polynomem odpovidaji napt. tlumenému harmonickému
oscilatoru, ktery je trochu nedotlumeny, resp. pretlumeny. Uvazime-li volnost ve
volbé A(w), mizeme FeSeni této diferencidlni rovnice psit ve tvaru

y(t) = Age(@o Nt L g @0t _ B gwat (e)\t + e*“) + Bye®ot (e)\t . efAt) 7
protoze jde o nejobecné&jsi volbu A(w). Pro konstanty B o plati
141:.814»327 As = By — Bs.

Posleme-li A — 0, mtzeme exponencialy v zavorkach rozvinout do Taylorova roz-
voje nasledovné: exp (A\t) + exp (—At) ~ 2 a exp (At) — exp (—At) ~ 2\t. Reseni
diferencialni rovnice proto prejde do tvaru

y(t) = (C1 + Cat) €™,

kde konstanty C1,2 jsou opét linearni kombinaci B 2.

Tento postup bychom mohli zopakovat i pro vicenadsobné kotfeny a zjistili
bychom, ze pokud se v charakteristickém polynomu vyskytne néjaky vicenasobny
koren, musime jemu odpovidajici exponencialu vynasobit polynomem se stupném
0 jedna men$im, nez je nasobnost korene.

Fourierova transformace

V predeslém pfipadé jsme uvazovali FeSeni, kterd pro ¢ — 4oo mohla byt
nekonecné. Pokud bychom se omezili pouze na feSeni jejichz integral je konecny,
muZeme se omezit pouze na reilné omegy ve vztahu (59). Pokud bychom pouzili
jiné, nez realné w, funkce y(t) by divergovala a jisté uz by nebyla integrovatelna
pfes celou redlnou osu. Dokonce i kdybychom vzali néjakou linedrni kombinaci
téchto funkci, tak bychom neziskali nic integrabilniho.

Dale budeme uvazovat kvadraticky integrabilni funkce®!, a tak mtizeme zavést
Fourierovu transformaci p(k) funkce f(z) nésledovné:

il = [ fo0e e da 0= = [ otk (o0

51) Umocnime-li absolutni hodnotu kvadraticky integrabilni funkce na druhou a zinte-
grujeme, dostaneme konec¢né cislo.
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Parametr k, na kterém zavisi Fourieriv obraz p(k), se nazyva vlnovym vektorem
a mé dulezitou roli v optice.

Nyni si podrobnéji rozeberme, co znamenaji vyrazy vyse. Budeme-li uvazovat
vektor ve tfirozmérném Eukleidovském prostoru, mizeme jej zapsat jako soucet
soucini konkrétni soutadnice a ji odpovidajicimu bazovému vektoru. Jediny rozdil
je v tom, Ze zde mame vice bazovych vektori exp(ik - x)(dokonce nespodetné
mnoho), proto suma prejde v integral. f(k) je v nasi analogii vektorem v E3
a p(x) jsou souradnicemi vii¢i bazi.

Reseni parcidlnich diferencidlnich rovnic

Nyni si ukdzeme, pro¢ je tak vyhodné nékteré parcidlni diferencidlni rovnice
Fesit v impulzovém prostoru, tj. prostor, ve kterém jsou funkce p(k), misto prostoru
piimého, tj. funkei jako f(x).

Uvazujme nyni napfiklad vlnovou rovnici (c je rychlost sifeni vzruchu)

0%u 1 0%u -0

oz2 2otz
Nyni zkusime vypoéitat Fourierovu transformaci (60) této rovnice podle Casu,
tzn. x=t, k=w, f=uap=1u

u 1 %u\

Druhy &len mizeme dvakrat integrovat per partes®? a ziskame

w? i u(zr,w)  w?
iwt o ) -~ —
\/ﬂ/(aﬁ T )e @=0 = oc2 T z Uzw) =0.

Posledni identita plati, protoZe nasobeni w? miizeme provadét pied i po integraci
se stejnym vysledkem, stejné tak i derivovani podle prostorovych soufadnic.

Tato rovnice ale jiz neni diferencidlni v proménné w, proto jsme dosahli vyraz-
ného zjednoduseni. Nyni si zvolime konkrétni w a vyfesime jednoduchou diferen-
cialni rovnici v proménné x. Muzeme pouzit napiiklad metodu uvedenou v prvni
Casti.

Ukazme si toto na prikladu kmitani struny délky L upevnéné na obou koncich.
Pro strunu plati, ze u(0,w) = u(L,w) = 0.

Jiz vime, Ze FeSenim rovnice je souéet exponecidl u(z,w) = A1 2 exp(fwz/c).
Abychom splnili okrajové podminky, vyhovuji ndm pouze feSeni ve tvaru

u(x,w) = ug sin (%k) ,

52) Plati f: uv’ = [uv]Z - f; u/v. Tuto identitu dostaneme integraci vzorce pro derivaci
soucinu (uv)' = u/v + wv'.
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kde k je pfirozené c¢islo a uy libovolna konstanta. Mimo jiné to znamena, ze w =
= kre/L. Tj. existuje pouze nékolik frekvenci, na kterych muize struna kmitat.
Obdobné bychom fesili rovnici vedeni tepla

Au(x,t)

Au(x, t) — )\T

=0.
Akorét nyni bychom aplikovali Fourierovu transformaci na prostorovou ¢ast funkce
u, protoze obecné neexistuje feSeni pro ¢ — —oo. Toto feseni nemusi existovat,
protoze s postupujicim ¢asem roste termodynamicka entropie. P¥i zpétném vyvoji
musi klesat a nékdy doséhne miniméalni hodnoty, toto nastane, pokud bude funkce
u v proménné z souétem nékolika delta funkci®®.

Nyni provedeme postup uvedeny vyse a za proménnou Fourierova obrazu x
budeme uvaZovat proménnou . Dostédvame

, ou(g 1) _
—lglate,n - AT ~ 0.

Toto je diferencialni rovnice pouze v proménné ¢, kterou jiz umime vyfesit

e, = ao(@exp (-1551) |

kde to(€) je Fourierova transformace pociteéni podminky. Pokud chceme uréit
feSeni, musime vypocitat inverzni Fourierovu transformaci. To neni vzdy jedno-
duché, ale povedlo se nam prevést tlohu feseni diferencidlni rovnice na tulohu
integrovani, coz je vyrazné jednodussi problém.

Difrakce

v

Dalsi tlohou, ve které se muzeme potkat s Fourierovu transformaci, je difrakce
na ¢emkoli. Uvédomme si nyni, jaky vyznam ma funkce exp (ik - x). Jde o fazi
rovinné viny, kterd se pohybuje ve sméru k a p(k) je jeji amplituda, proto odpo-
vidajici intenzita zafeni je |p(k)|>.

Uvazujme nyni modelovou situaci. Na néjaky vzorek svitime monochromatic-
kou rovinnou vlnou,>* ta na vzorku né&jak interaguje a v pozménéné podobé ze
vzorku vyjde. Budeme-li celou situaci pozorovat ze vzdalenosti mnohem vétsi, nez
jsou rozméry vzorku, budeme ve sméru k pozorovat pravé intenzitu |p(k)|?. Nebo
muzeme pouzit spojnou ¢ocku, pro niz vime, ze paprsky dopadajici na ¢ocku rov-
nobézné se lamou do jednoho bodu na ohniskové roviné. Svazek rovnobéznych
paprskt odpovidé konkrétni rovinné vlné, tj. bodu v reciprokém prostoru. V oh-
niskové roviné proto budeme pozorovat Fouriertv obraz predmétu.

53) Delta funkce (§ funkce) vznikne napiiklad tak, ze vezmeme funkci y = exp(—z2)
a budeme ji Uzit ve sméru osy x a protahovat ve sméru osy y tak, aby pod ni byla stale
stejné plocha.

54) Miize jit o §térbinu, na kterou svitime viditelnym svétlem, ale také miize jit o krystal,
na ktery svitime Rontgenovskym zafenim.
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Ukazme si nyni, jak vypocitame difrakci na mfizce s mfizkovou konstantou
a. Pfedem se omlouvame, ze toto odvozeni bude do jisté miry mavani rukama,
protoze nemame prostor na poradné vysvétleni toho, co je distribuce.

Abychom zjistili, do kterého sméru se bude svétlo rozptylovat a do kterého
nikoli, musime vypocitat Fouriertiv obraz miizky. Budeme uvazovat, ze miizka
obsahuje velké mnozstvi vrypd, a tedy se nebudeme muset zabyvat okrajovymi
jevy. Funkce, kterou budeme transformovat, je amplituda jedné ze slozek elektro-
magnetické viny (napt. elektrické intenzity) po projiti m¥izkou. Funkce exp (ik - x)
je periodickd s periodou x, = 2% /ks, ks je slozka vlnového vektoru ve sméru osy
x, ktera je kolma jak na vrypy, tak na ptvodni smér sifeni. Pokud budeme uvazo-
vat vlnovy vektor k, # 2w /a nebo jeho celoéiselny nasobek, pozorovana intenzita
bude nulova. Pro dostatecnou délku mrizky se v integralu vystifeduji na nulu pfi-
spévky od exp(ikzz), protoze budou mit ndhodnou fazi a stfedni hodnota funkci
sinz a cosz pres z je nula. Plati |k| = 2n/\ a smér tohoto vektoru odpovida
sméru Sifeni zafeni. Z nasi podminky pro vyzarovani dostavame

l-a=2n/ks = X)=!l-a,

kde [ je celé ¢islo urcujici, o kolikaté maximum jde a A, je projekce tisecky délky
A rovnobézné se smérem Sifeni do sméru osy x. Mimo jiné to znamenad, Ze maxima
budeme pozorovat pod thly ¢; = A (1)/A =1-a/A.
Zavérem

Chtéli bychom vam podékovat, Ze jste s nami vydrzeli fesit seridl az do posled-
niho dilu. Ukazali jsme si, jak fesit st¥idavé elektrické obvody, rozli¢né harmonicky
kmitajici ilohy, dale jsme si povédéli, jak se vypotradat s dvourozmérnymi tilohami
z elektrostatiky. Také jsme uvedli pfiklady dalsich transformaci, které jsme apli-
kovali na modely kfidel letadel a nakonec jsme se dozvédéli néco mélo o feSeni
diferencidlnich rovnic a letmo jsme ukazali, jak fesit difrak¢ni tlohy z optiky.
Doufame, Ze vam bude seridl alespon v nécem uzite¢ny.

Uloha VI.S ... vSehochut

a) Predpokladejme, zZe mame radioaktivni latku X, ktera se rozpadd na latku Y
s polo¢asem rozpadu T1, ta se nasledné rozpadéa na stabilni latku Z s polocasem
rozpadu T». Jak zavisi koncentrace latky Y na Case, pokud jsme na pocatku
méli pouze latku X7

b) Vypoctéte jak vypadd difrakéni obrazec vznikly priichodem svétla o vlnové
délce A stérbinou §itky d.

c¢) Pokuste se najit frekvence w, pro které existuje feSeni vlnové rovnice na ¢tverci
o hrané a. Kolik riznych funkci odpovidéa jedné thlové frekvenci?

Napovéda Pro prostorovou &ast predpokladejte feSeni ve tvaru A(z,y) =
— X ()Y (y).
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Reseni tloh ze serialu

Uloha I.S ... komplexni rychlokvaska

a) Uvédomte si, ze n-té odmocniny z komplexni jednotky lezi na n-uhelniku,
a doieste Bombelliho rovnici x> — 15x — 4 = 0. Ndpovédu naleznete v textu
serialu.

b) Vyjddiete goniometrické souctové vzorce pomoci komplexnich exponencial.

¢) Ukazte oprdvnénost zanedbani vyssich mocnin v odvozeni Bernoulliho limity,
tj. Ze do zdvorky mizeme pridat ¢len o(1/N ).

d) Pouzijte znaceni s malym o, abyste vyfFesili ilohu, s jakou frekvenci kmitaji
body hmotnosti m po ose x v Yukawové potencialu ke®/* /x kolem rovnovézné
polohy.

e) Dokazte, ze Cebysevovy polynomy cos(n arccos(x)) jsou skuteéné polynomy.
Navod: Uvazujte komplexni jednotku z, ktera ma realnou c¢ast x. Pak se vyset-
Fovany vyraz rovna realné ¢asti z", coz musi byt polynom, protoze odmocniny
a imaginarni jednotky drzi pospolu.

Bombeliho rovnice

Pfipomenme nejprve nad ramec feSeni, jak se dospéje ke Cardanovym vzorcum.
Pokud do rovnice v redukovaném tvaru

3 = 3px + 2¢q

dosadime x = a + b, dostaneme z faktu, Ze rovnice ma platit pro vSechna p a g,
ekvivalentni soustavu rovnic

a?’—i—bS:Qq7
ab=p.

Tato soustava je invariantni vici zaméné neznamych, takze ndm stacéi vypocitat jen
jednu z nich. Dosazenim druhé rovnice do prvni a vyfresenim kvadratické rovnice

zjistime
3
b =q=x+/q%—p3.
Ovsem s ohledem na prvni rovnici v soustavé budou mit feSeni opacné znaménko.
Dosazenim pro puvodni = a + b dostaneme Cardantv vzorec.
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Dosazenim p = 5 a ¢ = 2 ziskdme a® = 2 + 11i = (2 +1)%. Jednim z feseni je
tedy a = 2+1iab=2—1i, coz da prozrazeny kofen x = 4. Kofeny tieti odmocniny
lezi na rovnostranném trojuhelniku, takze mame dalsi kofeny

a/ _ ae:l:Z'rr/Si _ (2 + 1) _

: (i

—14++v31 —-2FV3

Pokud si uvédomime, ze x vznikne jako soudet éisla a’ a &isla komplexné sdruze-
ného, mizeme rovnou psat

z=a +a =2Re(d) = (-2F V3).

Jingym postupem, jak celou rovnici fesit, je vydéleni polynomem z — 4. Tak
dostaneme kvadratickou rovnici, kterou fesime diskriminantem.

Souctové vzorce

i(z+y

Rozepiseme nyni e ) dvéma zpusoby. Jednak lze psat

PRIC S DI (x4 y)+isin(z+vy),
ale zaroven také
el@ty) _ i iy (cosz +isinz) (cosy +isiny) =
= (coszcosy — sinzsiny) +i(coszsiny + sinz cosy) .

Srovnanim pravych stran dostavame

cos (z +y) = coszcosy —sinzsiny,

sin (z +y) = coszsiny + sinz cosy .

Souctovy vzorec pro tangens ziskame jednoduse z vySe uvedenych rozsifenim
-1
(cos z cosy)

coswsiny +sinxcosy  tgx +tgy

tg (x = = .
g(@+y) cosrcosy —sinxsiny 1—tgatgy

Hodilo by se jesté dodat, jak ziskdme vzorce pro sin a + sin 3. Nejvyhodnéjsi
zpusob, jak si vzorce z hlavy vybavit, uvazuje dvé komplexni jednotky e* a e”.
Ty lezi na kruznici a secteme je jako vektory podle rovnobéznikového pravidla.
Vysledek bude mit smér e(®*#)/2 a velikost 2cos((ow — 8)/2). Hledany vzorec je

pak zfejmé jen imaginarni ¢ast soudinu poslednich dvou &isel (sméru a velikosti).
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Bernoulliho limita a o (1/N)

Nasim cilem bude ukazat, ze plati

(1—&-;—1—0(]1]))]\]—6”, N = oo, (61)

Nejdiive ozna¢me f(N) = o(1/N). Z definice malého o plati Nf(N) — 0 pro
N — o0. Provedeme zde maly trik: Budeme pocitat dvé vnorené limity misto
jedné, tj.

_ z | Nf(N) N_ z+ Nf(N) N_ o+ NF(N) ©
(61)_(1+N+T> _<1+T> =e —e .

Zkuste si promyslet, Ze pro exponencidlu je takovy postup v poradku. Jde o to
ukdzat, Ze maximum rozdilu funkci e a By (z) na intervalu [0,1] jde s rostoucim
N k nule. Pak se o funkci Bn(z) fikd, ze lokdlné stejnomérné konverguje k e”
a limity jdou prohazovat.

Kmitani v Yukawové potencidlu

Yukawtv potencial se podoba Coulombovu potencilu, ktery zahrnuje klesani
sily s druhou mocninou povrchu koule. Yukawtv potencial navic bere v tivahu, zZe
se interakéni Castice se vzdalenosti rozpadaji stejné jako v radioaktivité.

Budeme uvazovat potencialni energii

Ur) =g9—, (62)

kde g je konstanta, kterou nebudeme specifikovat, amérnad jednak konstanté k
v potencidlu, jednak veli¢iné charakterizujici interakci s ¢astici (néco jako naboj).
Nejdiive je potieba urcit rovnovaznou polohu. Toto je mozné pomoci nékolika
metod. Prvni metodou je pouziti derivace. Ma-li f v bodé xp minimum, plati
f'(z0) = 0. Dalsi hojné pouzivanou metodou porovnavani funkce f s konstantou.
Hleddme nejmensi konstantu C' takovou, aby rovnice f(x) = C méla pravé jedno
feSeni. Posledni zde zminénou metodou, kterou také pouzijeme, je rozvedeni dané
funkce do polynomu s presnosti alespon 0(52) okolo pfedpokladaného minima®® z.
Pokud bude linearni ¢len nulovy, je to ekvivalentni nulové derivaci v tomto bodé
(viz definici derivace v druhé kapitole seridlu).

Uvazujme, Ze minimum je v bodé zo a plati * = 29 +J a § — 0. Potom
potencialni energii (62) plati

(zo+8) /A To/X A8/
e e e
U(z) = = .
(@) =9— 75 gx01+£
xo

55) O minimum jde, pokud prvni nenulovy ¢len rozvoje bude sudy. Pokud prvni nenu-
lovy bude lichy clen, jedné se o inflexni bod. Samozfejmé museli bychom pouzit rozvoj
s dostateCnou presnosti.
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Ve druhém zlomku rozvineme ¢itatele i jmenovatele do polynomu s piesnosti o(6?)
a obé zavorky vzajemné vynasobime. Jmenovatel je souctem geometrické rady
s kvocientem —§/xzo.

e™o/? 5 & 5,8
Ul)=g Zo <1+X+ﬁ+0(62)>1_%+%+0(62):

e%o/> 11 o 1 1 1 R

Jak jsme uvedli vyse, aby mél potencidl minimum, musi byt koeficient linedrniho
¢lenu roven nule. Musi proto platit o = A. Pro potencial proto plati

U(2) = g5 (1+ %—1—0(62)) .

Srovname nyni potencidlni energii U(z) s potencidlni energii pruzinky, kterd je
Usuh = k&% /2. Dostaneme tuhost k odpovidajici pruzinky

~ ge

1 ge
f_27r\/ mA3

Nasim cilem je ukézat, Ze pro kazdé n pfirozené je cos(n arccos(z)) polyno-
mem n-tého stupné. Omezme se pro zac¢atek na x € (0,1). Ozna¢me z komplexni
jednotku s argumentem . Plati tedy z = €!“. Realnou Gast této komplexni jed-
notky ozna¢me z. Plati tedy * = cosa. Budeme uvazovat pouze horni polovinu
jednotkové kruZnice, tj. @ € (0, ).

Studujme nyni vyraz cos(n arccos(z)). Uzijeme identity |sin o] = v/1 — cos? a.

Proto je frekvence kmitani

Cebysevovy polynomy

cos(n arccos(z)) = cos (na) = Re (ei"a) = Re((cosa +isina)™)

=Re((z+ivi—a2)").

Zamysleme se nyni nad vyse ziskanym vyrazem. Jaké cleny z binomického rozvoje
budou realné a jaké ryze imaginarni? Binomickd véta nam Fikd, jak umociiovat

dvojc¢len na n-tou
@t =32 () v,
k=0
kde kombinaéni ¢islo (Z), k = 0,...,n najdeme jako k-té ¢islo na n-tém Fadku
Pascalova trojuhelniku. Protoze vime, jak se umocnuje komplexni jednotka, vime,
ze
2k = i"eR,
2k = i"'eR.
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Protoze ¢len s odmocninou v realné ¢asti umocnujeme vzdy na sudou mocninu,
odmocnina vymizi! A cely vyraz je tedy polynomem.

Je jasné, Ze polynom neobsahuje mocniny x vétsi nez n. Staéi dokazat, Ze
koeficient pfed x je nenulovy. Rozpisem ptislusnych c¢lenti v binomickém rozvoji
zjistime, Ze se koeficient pied ™ rovna souc¢tu sudych éleni na n-tém Ffadku Pas-
calova trojuhelniku. Ale tento soucet se z konstrukce Pascalova trojuhelniku rovna
souétu celého (n — 1)-tého fadku, ktery je 2" ', coz je nenulové &islo.

Timto jsme ukazali, ze

cos(narccos(z)) = P (x)

plati na intervalu (0,1). V nékterém dalsim dile si ukdzeme, zZe analytickd funkce
je jednoznaéné uréena svymi hodnotami na mnoziné s hromadnym bodem,?® coz
je i interval.

Uloha I1.S ... zakomplexovana

a) Po jaké trajektorii (polodii) se pohybuje pdl pfi pohybu tyc¢e padajici v rohu?
Vyieste uzitim komplexnich ¢isel.

b) Pro ¢ — 0 uvazujte otoceni o ihel €, které zapisujeme R., a posunuti T..
Vysetrete a porovnejte zobrazeni R. TeR_.T_. a komutétor [R.T].

¢) Otoceni jsme v tvodni pozndmce posklddali z miniaturnich otoceni el? =
=(1+1i9/N )N. Dokézete pomoci exponencidly zapsat také posunuti funkce?

d) Nakreslete obrazek, na co funkce z° zobrazi miiz roztece . Za bonus miizete
nakreslit obraz mfize po funkci cos(z).

e) Pomoci komplexnich ¢&isel vypoctéte impedanci stiidavého obvodu série civky,
rezistoru a paralelné zapojeného kondenzatoru s odporem, pricemz obvod po-
kracuje iterativné déle (viz obr. 50).

R L

G =-—C

Obr. 50. Koaxialni kabel

56) Hromadny bod je takovy, #e jeho libovolné malé okoli obsahuje alespoii jeden bod,
a tedy i nekone¢né mnoho bodu.
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Pohyb pdlu
Uvazujme ty¢ v poloze charakterizované: vzdalenosti konce na podlaze od po-
¢atku x a vzdalenosti druhého konce od pocatku y. Predpokladejme, Ze se tyc
otoéi kolem bodu P o thel Ay, resp. dojde k posunuti koncii tyée o Az, Ay.
Uvazujme bod z, tento otodime o maly thel Ap okolo bodu P, potom pro
novou polohu bodu Z plati

i=P+4+e%(z—P)xP+2z—P+(z2— P)iAp=z+ (2 — P)iAp. (63)
Nyni aplikujme vztah (63) na pohyb konct tyce

r+Arz=z+(x— P)idp = Az=(r— P)idp,
iy+iAy =iy + (iy — P)iAp = iAy= (iy— P)iAep.

My vsak vime, ze Ax a Ay jsou redlné, protoze se ty¢ pohybuje po soufadnicovych
oséch. Proto musi byt vyrazy (z — P) ryze imaginéarni a (iy — P) redlné ¢islo. Z této
uvahy jednoduse plyne P = x + iy, coz je pol otaceni.

Otdcime svét
7Z textu seridlu vime, Ze plati Te(2) = a + 2z, Re(2) = 92 = (1 + ie — £%/2)z.
Dosadme nyni do vyrazu z tkolu, kde budeme zanedbévat ¢leny &*

) (e+(1-ie—1?)(z—¢)) =

2

R.T-R_.T_. = ( 1e%)
(1—|—1€—%5)(E+Z—IEZ—*E z—6—|—1a):
( 3¢)
z— 1’z

1+ie —

52 (271527*6 z+1s):

2
g

1+4ie —

+ie? +ie(z — iez) — 5522' =

iez —
.2
=z+1".

Jde tedy o translaci ve sméru osy y. Zbyva vysettit komutator. Komutator je
operatorit A a B je definovany [A, B] = AB — BA. Vypoc¢téme tedy [ReTe]

(1+i€—%52) (z4e)—(e+(1+ie— L% 2) - =
=—c+e(l+ic— 1) =i,

Posouvame svét

Vyjdéme z toho, jak jsme definovali derivaci. Pro malé 9 plati

_ afy _ 4
Je+0)=1()+30= <1+0dz)f.

Nyni jsme nasli operator posunuti, je to vyse uvedeny vyraz v zavorce. Pokud
tento ,operdtor“ budeme aplikovat na néjakou funkci, dostaneme jeji hodnotu
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ve vzdalenosti 0, vSsak pouze pro malé 0. Toto posunuti muzeme vsSak aplikovat
i vicekrat. Proto pro posunuti A = N6 plati

N ad\"
f@+A):(L+%%) f) =1+ ;z f(z).

Tento vyraz muzeme vsak zapsat jednodussim zptsobem, uvazime-li N — oo,
N
d

fetay= 14 —F | fe) =ty

Ad/dz

Proto muzeme objekt e povaZzovat za operator posunuti o A.

Zobrazeni mrizky

Zagnéme nejdiive s funkei f(z) = 22 = (xz — y2) + 2zyi. Pro svislé pfimky
miize plati m(t) = xo + it, pro vodorovné n(t) = t + iyo; jim odpovidajici kiivky
jsou

p(t) = (mg — t2) + 2xoti,
Y(t) = (£ — y3) + 2yoti.

Vidime, ze hledané kiivky jsou paraboly s vrcholem v pocatku. Grafy si muzeme
prohlédnout na obrazku 51.

20 ,

15

10

Obr. 51. Zobrazeni miize funkei f(z) = 2°
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Dale si zkusme nakreslit funkci f(z) = cos z. Polozime-li z = z + iy a cosz =
= (e +e7'%) /2, dostavame
cosz =1 (e7V+e’)cosz+ 3 (e7¥ —e”)sinz = coswcoshy — isinzsinhy.

Je vidét, Ze hledanymi kfivkami jsou elipsy se stfedem v pocatku. Muzeme si je
prohlédnout na obrazku 52.

20 T T

15

10

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Obr. 52. Zobrazeni mtize funkei f(z) = cosz

Impedance proudu

Protoze uvazujeme nekonec¢né dlouhy kabel, jeho impedance se nezméni, ani
pokud odebereme jeden ¢lanek. Uzijeme nyni vztahu pro sériové a paralelni zapo-
jeni odpori. Proto plati

Z—RJriwLJr(iwCJréJr;)l,
Z_R+iwL+(iwCGZZJéZ+G)_17
Z:R+iwL+ﬁ,
O:ZQ—(R—I—iwL)Z—G%.

Pro typicky koaxialni kabel plati C' — 0 a G — oco. Diky tomu lze pro mald w
zanedbat linearni ¢len a urcit
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Uloha IIl.S ... hlubok4 orba

a) Dopoctéte fyzikdlni vyznam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, znéate-li dél-
kovou hustotu naboje 7.

b) Vypocditejte a nakreslete ekvipotencidly a silokfivky pole v okoli rohu, ktery
ma vrcholovy thel ¥. Napovéda: pouzijte funkci tvaru w(z) = Az°, kde s je
vhodna realna konstanta.

c¢) Urcete pole, které generuje elektricky dublet. Dublet jsou dvé tyce vzdéalené d
s opacnou nabojovou hustotou, pficemz dr = konst. Zajima nas limita d — 0.
Mala ndpovéda: plati In(1 + ) ~ x pro z blizké 0.

d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existujici komplexni potencidl w(z) zobra-
zime jinou holomorfni funkci v(z). Bude potencidl tvaru v(w(z)) i nadéle fesit
rovnice elektrostatiky?

Neznama konstanta

Podle zadani odpovida f(z) vodiéi s konstantni délkovou hustotou nédboje, pro
ktery plati podle posledniho vzorce E = a/r, kde r je vzdalenost od vodice. U tako-
vého vodice vSak snadno spocteme z Gaussova zakona. Predstavme si valec délky
[, jehoz osou je nabitd pfimka. Naboj v tomto valci je [T, kde 7 znac¢i délkovou
hustotu nédboje na primce. Z translacni symetrie ma pak elektrické pole na podsta-
vach stejny smér, ale kvili opacnym normaldm se pfi pramétu na normaélu plochy
vyrusi. Zbude tak jen ¢len na plasti, kde ma pole E stejnou velikost a normaélovy
smér, takze plati

I T

— =2trEk = a= .
€0 2meg

Ekvipotencidly v kouté

Podle zadéani by mél byt vhodny komplexni potencidl w(z) = Az°. Pro klasicky
potencial by tudiz platilo

¢ =—Imw(z) = —Im A|z|*(cos sa + isin sat) = —A|z|” sin sa,

takze ekvipotencidly by mély tvar

C=lz"sinsac = |z] =1/ ,C .
sin sa

s-t4 odmocnina je ovSem prosta funkce a zavislost |z| = |z|(«) si mizeme ptedsta-
vit v polarnim grafu. Pokud se jmenovatel blizi k nule (uvazujme jen thly, kde je
sin sae > 0), vzdalenost roste nade v8echny meze. Zavislost ma tedy tyto vlastnosti:

a) roste nade vSechny meze pro o — 0" a a — n/s™,

b) je monoténni v intervalech (0,7 /2s) a (n/2s,n/s),

¢) minima nabyvé tudiz pro o = 1/2s, kdy |2z|min = v/C a plati, ze pro C' — 0 je
i |Z|min — 0.
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Z téchto tii vlastnosti plyne, Ze uvazovana funkce je skutecné tim spravnym
potencialem, ktery odpovidé potencidlu v rohu o vrcholovém thlu 9, pokud vo-
lime ¥ = = /s. Silokfivky se pak spoctou z piivodniho potencidlu jako komplexni
derivace, ¢ili f(z) = w'(2) = By + iE,. V tomto piipadé je

f(2) = By +iE, = As|z|* ™" (cos(s — 1)a +isin(s — 1)a) .

Dublet

Umistime obé tyce tak, aby protnuly komplexni rovinu v realnych bodech
+d/2. Necht maji tyée délkovou hustotu ndboje +7. Podle zaddni mame zfejmé
vypocitat ekvipotencidly elektrického pole. Potencial pro obé tyce je dan

d d

w=ws +w_ =ialn(z —d/2) —ialn (z+ 5) =ialn|1-— — |

kde lze pro d < |z| pouzit priblizeni In(1 + z) ~ z platné pro x — 0 uvedené

v zadani (to lze splnit, pokud budeme ty¢e blizit k sobé d — d/N a zaroven

zvySovat délkovou hustotu 7 +— N7, pficemz dr zistava konstanta a prejdeme
N — oo. Pak plati

weial 4 | o _lad

z+ g z

Pouzijeme-li vysledek z prvni ¢asti tlohy a = 7/(2ne), pro potenciil plyne
iadz dr =z
=—Imwk)=Imn——7F = ——.
v (2) EE T EE
¢ili ekvipotencidly maji tvar kruznic lokalizovanych vzdy v jedné poloroving, pro
které se se zvétsujicim polomérem posouva stfed smérem od druhé tyce.

1 1
0,8
0,5
0,6
0
0,4
-0,5
0,2
ob—1 -1
o 02 04 06 08 1 -1 0,5 0 0,5 1
Obr. 53. Ekvipotencialy Obr. 54. Ekvipotencialy v okoli
v kouté dubletu

140



Resend duloh ze seridlu

Sklddani holomorfnich potenciali

Neni pochyb o tom, Ze slozenim holomorfnich funkci dostaneme opét holo-
morfni funkci (pfipomenime si, ze holomorfni funkce méa kroutivou vlastnost a ze
slozenim dvou funkci dostaneme opét funkci s kroutivou vlastnosti, takze malé
Gtverecky se opét zobrazi na malé étverecky).

Ovsem v diskuzi ve tfeti kapitole jsme ukazali, Ze jakdkoliv holomorfni funkce
f(2) spliiuje rovnice elektrostatiky (az na okrajové podminky, tj. potenciil na
vodiéich). Ale ted mame zadany holomorfni komplexni potencidl w(z), ktery ma
z definice holomorfnosti i holomorfni derivaci f(z) a tudiz pfislusna elektrickd
intenzita opét spliiuje rovnice elektrostatiky. Jedina véc, na kterou si musime dat
pozor, aby rovnéz spliiovala okrajové podminky, tj. potencialy na vodicich.

Uloha IV .S ... Mébiova transformace a konformni zobrazeni

a) Dokazte tvrzeni d), podle néhoz Mébiova transformace zachovava thly. Jedna
z moznosti je uvédomit si, ze v kruhové inverzi existuji kruznice, které se
zobrazuji samy na sebe.

b) Najdéte podminku na koeficienty Mobiovy transformace, aby zobrazovala kom-
plexni kruh na komplexni kruh (|z| < 1) a najdéte konkrétni transformaci,
ktera zobrazuje komplexni kruh na horni komplexni polorovinu. Co to fyzi-
kalné znamena?

¢) Podle teorie relativity se télesa pohybujici se rychlosti blizkou rychlosti svétla
zkracuji (Lorentzova kontrakce). To ovSem jesté neznamend, Ze bychom je vi-
déli kratsi (napiiklad, ze bychom misto pohybujici se koule vidéli pohybujici
se elipsoid). Vyuzijte predstavy, ktery jsme v tomto dile vybudovali, abyste
odvodili, ze predméty letici rychlosti svétla vidime o kousek pootocené, nikoliv
zkrécené (Terellova rotace).

Mébiova transformace zachovava uhly

Jak jsme si ukazali v predeslych dilech, holomorfni funkci reali-
zované zobrazeni nam zobrazuje Ctverecky na c¢tverecky, které jsou
zvét§ené/zmensené a pootolené, nanejvys zrcadlené Budeme-li nyni
uvazovat libovolny thel, tak jej muzeme pomoci ¢tvereckd vymezit i
napi. jako na obrazku 55. Obr. 55

Bude-li vétsi ¢tverecek pouze posunut, otocen, preskdlovan nebo
zrcadlen, bude toto platit i pro mensi z nich a jimi vymezeny tthel bude nezménén.

Ukazme si, ze funkce f(z) = (az + b)/(cz + d) je holomorfni. Toto ukdzeme
tak, Ze ji zderivujeme.

o _1laz+b (1475402
f<z)—AZ<f<z+Az>—f<Z>>—Azcz+d'<1+c;+dAz_1 '
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Jesté si rozeberme nékolik problematickych pfipadd. Pokud az + b = 0, potom
nemuzeme provést vytykani v Citateli a vyraz pro derivaci by mél tvar

1 alz a

T ArcztdtcAz cz+d’

F'(2)

tedy v tomto bodé derivace existuje a neni zadny problém. Pokud by platilo, ze
cz+d = 0, tak Mobiova transformace zobrazuje takovyto bod z do nekonecna, ale
budeme-li uvazovat jakykoli libovolné blizky bod, tak jiz nebudeme miti problém
s holomorfnosti, ale velikost zkoumaného thlu se zméni libovolné mélo.

Pro ostatni hodnoty proménné z jiz muzeme vyraz pro derivaci upravovat
libovolné. Protoze je Az malé, jmenovatel rozvineme, jako soucet geometrické
fady a zanedbame ¢leny fadu Az? a vyssi

, 1 azx+b a c

F@) = Azcz+d ((1+ az—|—bAZ) (1 cz—|—dAZ) 1)
_az+b a c _a(cz+d) — c¢(az + b)
“cz+d\az+b cz+d) (cz +d)? '

Protoze existuje derivace, tak toto zobrazeni zachovava uhly.

Hledani transformaci

M4-1i néjakd transformace zobrazovat napf. kruh |z| < 1 na sebe, musi byt
transformaci identickou, to znamena, ze f(z) = z. Pro koeficienty M&biovy trans-
formace to znamena: a =1,b=0,c=0,d = 1.

Mobiova transformace ma relativné malo volnych parametri, proto konstanty
pro transformaci odpovidajici zobrazeni kruhu na polorovinu. V korespondenci
s geometrickou predstavou budeme pozadovat aby platilo: f(i) = oo, f(—i) = 0
a pro ostatni z, aby byla f(z) redlnd. Z prvni podminky plyne: a(—i) + b = 0,
z druhé ci + d = 0. Dame-li tyto podminky dohromady, dostavame

az + ai

f(z) =

cz—ci’

Dosadime-li nap¥. z = 1, aby f(1) byla redlnd muzeme polozit napt. ¢ = 2i, a = 1.
Vysledna transformace bude mit tvar

z+1i

o) =515

Jesté musime ovéfit, zdali jde opravdu o zobrazeni na horni, nikoli dolni poloro-
vinu, plati f(0) =1i/2, proto jsme zvolili spravné znaménko u koeficientii a a c.

Pohybujici se koule

Podobné tuloha byla zaddna ve 22. ro¢niku v 6. sérii. Jeji feSeni naleznete na
webové adrese http://fykos.cz/rocnik22/reseni/reseni6-3.pdf.
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Uloha V.S ... aviatickd

a) Popiste geometrickou konstrukci (pomoci kruzitka a pravitka) profilu Zukov-
ského.

b) Zkuste nakreslit proudnice v okoli profilu Zukovského. Zvolte si takové para-
metry d/l a m/l, aby mély praktické opodstatnéni.

¢) Jaka vztlakova sila piisobi na rovnou desku? Jaka vztlakovd sila piisobi na
desku tvaru kruhového oblouku?

d) Zkuste nakreslit profil k¥idla odpovidajici Karménové-Trefftzové transformaci.

Geometrickd konstrukce

Ujasnéme si nejdiive, co potfebujeme znat, abychom dokazali provadét operace
s komplexnimi ¢isly.

a) S¢itani: Chceme li secist dva vektory, musime jeden z nich umét pfenést do
koncového bodu druhého a mame-li vytycen smér, kruzitkem pfeneseme jeho
velikost. Toto je na eukleidovském prostoru jednoduché, avsak v jiné geometrii,
napt. na povrchu koule to nemusi byt snadné, dokonce ani jednoznacné.

b) Ndsobeni redingch cisel: Vynasobime-li dvé redlna &isla, ziskdme obsah ob-
délniku se stranami téchto délek. Pokud chceme umét dvéma realnym ¢islim
prifadit jiné realné ¢islo, které je jejich souc¢inem, musime védét, jaky obsah
ma jednotkovy Ctverec, tj. musime védét, jak je dlouhd jednotka. Pro déleni
plati obdobna podminka.

c) Komplexni sdruzeni: Chceme-li uréit, jaké komplexni ¢&islo je komplexné sdru-
zené, musime jej zrcadlit okolo osy x, a musime proto védét, kde je pocatek
a jaky smér odpovida x-ové ose.

d) Ndsobeni komplexnich éisel: Abychom uméli vynédsobit dvé komplexni éisla
musime vynasobit jejich velikost a secist jejich argumenty, k této operaci po-
trebujeme jesté védét, jaky je kladny smér realné osy.

e) Odmociiovani: k-tou odmocninu z komplexni jednotky jsme si zavedli jako
komplexni ¢islo majici k-krat mensi argument. Proto jesté potfebujeme védét,
jaky je kladny smysl otaceni.

Mame zadano komplexni ¢éislo z a mame sestrojit komplexni ¢islo z + 1/z.
Hlavnim tkolem je sestrojit ¢islo 1/z. Protoze plati z = |z| exp (iarg z), miZzeme
psat

1/z=1/|ze 1?7,

Druhy clen je pouze smér a ten dokazeme sestrojit, pokud vime, kde je osa .
ZaméFme se na sestrojeni 1/|z|. MiZzeme vyuzit Eukleidovu vétu o vysce, sestro-
jime-li pravotuhly trojahelnik s vyskou jednotkové délky a jednim prilehlym tisekem
délky |z|, druhy tsek bude miti délku 1/|z|.

Nyni staci tento prispévek pri¢ist k pavodnimu vektoru a jsme hotovi.
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Proudnice v okoli profilu

Jak jsme uvedli v textu seridlu, proudéni v okoli profilu je pouze obrazem prou-
déni v okoli vélce, jako byl samotny profil obrazem valce. Proto musime proudnice
urcené rovnici

Rew(z) = konst,

kde w(z) je komplexni potencial proudéni, zobrazit Zukovského transformaci. £ =
=z41%/z

Vztlakova sila na desku

Jak jsme odvodili v textu seridlu, pro vztlakovou a odporovou silu plati vztahy

Ry, = 4mp (d +Vvm?+ l2) U2 sin(a 4 B) cos a,
R, = 4mp (d +Vvm?+ l2) U2 sin(a + B) sina.

Transformace vedouci na rovnou desku odpovida m = 0, d = 0, tj. 8 = 0. Proto
vztlakova sila je
R, =2x olUZ sin 20,

kde délka desky je 4l, o je hustota okolniho vzduchu, U, je dopfednd rychlost a «
je thel ndbéhu. Je vidét, Ze maximalni vztlakové sile odpovida thel 45°, coz je
typicky maximalni vychylka kormidel.

Vztlakova sila na desku tvaru casti valce

Abychom dostali profil ,,deskovitého* tvaru, musi mit dva ostré rohy, proto pt-
vodni zobrazovana kruznice musi prochéazet body =+l, proto d = 0. Na nejvyssi bod
se musi ze symetrie zobrazit body i(m + a), pokud jsme oznadili a polomér zobra-
zované kruznice. Dosadime-li do transformac¢niho vztahu, zjistime, Ze se zobrazuji
na bod 2mi. Nyni vime, Ze profil prochazi body +2/ a bodem 2mi. Z jednoduché
geometrie ur¢ime jeho polomér

1 2 1
r:ﬂ = m== (7“—\/7"2—4l2> .
m 2
Nyni musime uvazovat pouze mensi kofen, protoze pokud by bylo m > 7, nemohla
by zobrazované kruznice prochazet body +I.
Pro vztlakovou silu vychéazi

1 2 2 . m
R, = 4wor 3 1—-4/1—-4— |Ussin(a+ B)cosa, f :arcth.
r
Uzili jsme stejného znaceni jako pro rovnou desku.
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Karmanav—Trefftziv profil

Budeme jej konstruovat stejné jako profil Zukovského, tj. budeme pozadovat,
aby mél ostrou $picku, proto zobrazovana kruznice musi prochézet singuldrnim

bodem transformace
E—nl _ [(z-1 "
E4+nl \z+1/)

Nyni vypoc¢teme diferencial rovnice uvedené vyse, tj. obé strany zderivujeme dle
parametru p.57

2nl I CE ) dz (z+ D"t
G R P e Tl ey Ty )
Singularnim bodem této transformace jsou tedy body z =1 a £ = —nl, kterému

odpovida z = —I.
Profil pro m/l = 0,1 a d/l = 0,05 je na obrézku 56.
076 I I I I I I I
0,4
0,2
0

~0,2 | | |
—2 -15 ~1 —0,5 0 0,5 1 1,5 2

Obr. 56. Karmanuv profil, m/l = 0,1 a d/l = 0,05

57) Pokud L a P znadi jednotlivé strany rovnice, plati 0 =

z toho vyplyva 3—2 = % %.

d(L—P) _ dL d¢ _ dP dz
dp — d€ dp
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Uloha VI.S ... véehochut

a) Predpoklddejme, ze mdme radioaktivni latku X, kterd se rozpada na ldtku'Y
s polocasem rozpadu T}, ta se nasledné rozpada na stabilni latku Z s polo¢asem
rozpadu T». Jak zavisi koncentrace latky Y na case, pokud jsme na pocatku
méli pouze latku X ?

b) Vypoctéte, jak vypada difrakéni obrazec vznikly priichodem svétla o vinové
délce \ stérbinou Sifky d.

¢) Pokuste se najit frekvence w, pro které existuje FeSeni vlnové rovnice na étverci
o hrané a. Kolik riiznych funkci odpovida jedné tihlové frekvenci?

Napovéda: Pro prostorovou ¢ést predpoklddejte feseni ve tvaru A(z,y) =
= X(2)Y (y).

Rozpad

Rozmysleme si nejprve, jak to je s polo¢asem rozpadu 7T'. Vime, ze pro mnozstvi
radioaktivni latky v case t plati

N(t) = Ny=o2 " = Ny—oexp(—t/TIn2) = Ni—gexp(—t/A), A= —,

kde A je tzv. rozpadova konstanta.

N/Nx,

1 Nl(t) T T T T -
b'e e
078 — Ny(t) _______ - “‘__‘_--“ —
0,6 | Nz(t) ---- : .
04 L , _____ i
02 | .~ e i
0 K PR ! | e
0 0,5 1 1,5 2 2.5
t
rok

Obr. 57. Zéavislost relativniho mnozstvi radioaktivnich latek na case
pro Axy = 2rok Y alyy = 1,1 rok™!

Studujme nejprve rozpad X — Y, mnozstvi latky X budeme znaéit Nx, latky

Y Ny, atd. Napiseme si pro néj diferencidlni rovnici

dNx

X AxyNx.
dt XY IVX

Budeme predpokladat feseni ve tvaru exponencidly, vizte text seridlu. Zjistime, ze
plati

NX (t) = NXO eXp(—)\xyt) .
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Nyni budeme zkoumat druhy rozpad Y — Z. Pro mnozstvi latky Y plati

dN:
Tty = —AvzNy + AxyNx, (64)
druhy clen se zde vyskytuje, protoze latky Y pribyva rozpadem latky X. Pro-
toze zde méme soustavu dvou diferencidlnich rovnic, budeme predpokladat tvar
FeSeni Ny ve tvaru souétu dvou exponencidl, tj. Ny = Aexp(—ait)+ B exp(—azt)
a dosadime do (64). Dostavame

—Aa; exp(aat) — Bag exp(—apt) =
= —AyzAexp(—ait) — Ay zBexp(—azt) + Nx,Axy exp(—Axyt).

Aby tato rovnice mohla byt splnéna pro vSechny ¢asy, musi byt soucet koeficienti
u stejnych exponencial roven nule; protoze Nx, # 0, musi byt a1 = Axy. Pak
plati

—Aay = —Alvz + Axy Nx, ,
7Ba2 = *B)\YZ .

7 toho vyplyva as = Ayz, B je volny parametr, ktery musime dopocitat z po-
éateéni podminky, A = AxyNx,/(Ayz — Axy). Pro mnozstvi ldtky Y potom
muzeme psat

A
Ny (t) = Nx, ——X (exp(—Axyt) — exp(—Ayzt)) .
Ayz — Axy

Konstantu B jsme zvolili tak, aby Ny (0) = 0. Protoze se zadna latka neztraci,
plati Nz(t) = Nx, — (Nx(t) + Ny (¢t)). Mnozstvi jednotlivych slozek je uvedeno
na grafu v obrazku 57.

Difrakce

Abychom urdili tvar difrakéniho obrazce ve veliké vzdélenosti, musime vypo-
¢itat Fourierovu transformaci stérbiny. Protoze je problém transla¢né symetricky
podél osy stérbiny, omezime se jen na jeden rozmeér, plati

1 a9z 1 ikd/2  —ikd/2 2/
— 1RT — 1 _ 1 — . 2 X
(k) = —= /_ R (e e k0/2) = V2IT sin (ka2)

Pozorovand intenzita osvétleni je kvadratem Fourierova obrazu. Plati
sin(kd/2)\
I=I) | ———+—=
0 < kd/2 ’

kde jsme vSechny konstanty zahrnuli do o, tj. osvétleni pfimo za Stérbinou. Ar-
gument kd/2 zavisi pouze na vlnové délce a parametrech tlohy, tj. d a linedrné na
hlu odchylky ¢. Z textu vime, ze plati ¢ = kX\/2x, tj. kd/2 = ~d/X - .
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Kmitani
Maéme za tkol najit feseni vlnové rovnice pro ¢tverec s hranou a. Pro vychylku
U(z,y,t) plati
0%u " Pu l(‘?Qu
0x? Oy 2 ot?
Vypocteme-li Fourierovu transformaci této rovnice v ¢asové proménné, dostavame

*u(x,y)  Ou(w,y W, B
T L

V zadéani je napsano, ze mame feSeni hledat ve tvaru sou¢inu dvou funkci zavislych
pouze na jedné soufadnici. Tj. & = X (x)Y (y), dosadime-li toto do rovnice vyse
a vydélime-li %, dostaneme

X”(ZL‘) Y// (y) w2

aby tato rovnice platila pro vsechna = a y, musi byt prvni dva ¢leny konstantni.
To nam ale pfipomind rovnici pro strunu z textu seriadlu. Musi platit

Xi(z) = sin (%z) . 1e{1,2,3,..}.

Potom plati X|'(z)/X;(z) = (n/a)*I*>. Podminka na @hlovou rychlost kmitani je

proto x
w=—VI2+m?2,
ca

kde m odpovida poétu uzlt funkce Y (y). Celkové FeSeni je potom

Uim (T, Y, ) = up sin (%Z) sin (%m) sin (:—a\/mt) .
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Podzimni soustredéni v Ostravici

Podzimni soustfedéni se uskutecnilo od 6. do 13.listopadu 2010 v Ostravici
v Beskydech.

Organizdtofi
Pavel Brom, Jan Humplik, Tomas Jirotka, Karel Kolar, Lukas Ledvina, Jakub

Michélek, Marek Necada, Lada Peksova, Ales Podolnik, Jachym Sykora, Krystof
Touska, Tereza Zabojnikova
Uéastnici

Tomas Axman, Zuzana Bogarova, Jan Brandejs, Martin Buchéacek, Veronika
Dockalova, Jakub Dolezal, Lubomir Grund, Alena Harlenderova, Samuel Havadej,
Anna Chejnovska, Jifi Jelinek, Katefina Jirdkova, Dominika Kalasova, Kristyna
Kohoutova, Gabija Marsalkaite, Ondfej Maslikiewicz, Filip Murar, Jifi Narozny,
Kristina Ne$porova, Tomas Pikalek, Samuel Pucek, Jan Sopousek, Lukas Timko,
Jakub Vosmera

Legenda

Osidlovani Severni Ameriky pokracuje sviZznym tempem, a tak se prezident
Lincoln v podéani Alese rozhodl povérit 4 stavitele, aby spojili bfehy obou oceanti
pacifickou zeleznici. Kdo toto spojeni dokonéi, toho odména nemine. Uéastnici
FYKOSiho soustfedéni byli tedy sezvani do osady Sharpmore (rozuméj Ostravice
v Beskydech), aby pfilozili ruku k dilu.

Nejdrive bylo potieba projit neuvéritelné slozitou americkou byrokracii a ziskat
americké obcanstvi. Kdo prosel touto nesmirné naro¢nou procedurou, byl naver-
bovan do stavebni ¢ety jednim ze ¢tyf velkych stavitelti a dal se do préace, nebot
odména byla vypsdna velikd. Na velké mapé Spojenych stati, kterd poslouzila
jako hraci plan, rychle zacaly pfibyvat prazce. V klanich vpravdé americkych bylo
zapotfebi vydélavat spousty dolarii, nebot cena prazct kolisala, jak utoky indi-
anu ovlivnovaly trh. Tak, za icelem vydélku, zavodili stavari v konskych dostizich
o nejkonovitéjsitho koné, vyspravovali telegrafni sit, jak si vlada prala, nebo stavéli
mosty pres Sirokd udoli ze Spaget a marshmallonti, nebot lepsi material ¢inané
neposlali. Po vzoru Limonadového Joa jali se dojit mléko z vemen divokych krav,
nebot lihovina neni pfitelem zadného pistolnika.

Zeleznice byla dostavéna, coz bylo americkym narodem s jasotem piijato
a oslavy trvaly az do rana. Pilo se a tancilo, az v mistnim saloonu nezbyla ani
kapka virgin rumu. Zbohatlici se mohli vydat domt, na svij stary kontinent.

Diky nasemu sponzoru — CEZ — ti¢astnici navstivili elektrarnu v Détmarovi-
cich. Podnikli jsme vystup na Smrk, nechybéla ni jiz tradiéni Sifrovacka ani noéni
labyrint.
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Fotky

Zéavod ,komnskych® spiezeni

Jarni soustredéni v Domasové nad Bystrici

Jarni soustfedéni 2011 se odehralo ve dnech 19. az 26.kvétna v Doma-
Sové nad Bystrici.
Organizatori

Pavel Brom, Jan Humplik, Tomas Jirotka, Karel Kolar, Michal Koutny, Lukas
Ledvina, Ales Podolnik, Jana Polednikovéd, Marek Scholz, Tereza Steinhartova,
Jachym Sykora, Krystof Touska, Tereza Zabojnikova
Uéastnici

Veronika Dockalové, Jakub Dolezal, Martin Gajdosik, Lubomir Grund, Alena
Harlenderova, Jifi Jufena, Dominika Kalasova, Kristyna Kohoutova, Tomas Kofi-

nek, Pavel Kratochvil, Ota Kunt, Ondiej Mil, Filip Murar, Jan Sopousek, Lukas
Timko, Tomas Valicek, Ivo Vinklarek, Jakub VoSmera

Legenda

In a galalaxy far far away. ..

...byla zalozena Jedi akademie, ktera rekrutovala nové ucedniky z fad vsech
obyvatel galaxie. Taktéz fesitelé Fykosu prijali vyzvu a dostavili se na méfeni
midichlorianti v krvi, aby se ukazalo, zda se mohou stat rytifi Jedi. Méfeni nastésti
dopadlo pfiznivé u vSech ucastniki.

Luke a Leia a mistr Yoda vedli tfi hlavni koleje Jedi akademie, z nichz kazda
chtéla dosdhnout co nejlepsich vysledkt. Darth Vader byl jiz davno porazen, a tak
jim nic nemohlo branit ve studiu a ziskdvani cennych krediti.

Pfi studiu mistni matriky byla ovSem odhalena nebezpeénd pravda. Darth Va-
der predal své geny dal. Na zdkladné Jabubovo se opevnily jesté zcela nezlikvi-
dované zbytky Impéria, aby branily naslednika temného triinu — Darth Jabuba.
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Jabub se ukdzal byt schopnym viidcem, nebot se mu dafilo délat Jedi akademii
¢etné nepiijemnosti. Budouci Jediové tak museli zachrafiovat mistra Yodu, kdyz
mu pod vlivem Darth Jabubova jedu odumiraly organy, museli proplout se svymi
lodmi poslepu rojem meteoritii, museli v litém boji za stavu beztize strhat z vo-
jakt impéria skafandry. Nakonec se ale povedlo ziskat souradnice sidla Jabubovo.
Mistr Yoda svedl s Darth Jabubem finalni souboj, kdy konec¢né sktizili svételné
mece. Jabubovo se s ohromnym vybuchem poroucelo tam, kam patii, a galaxie
mohla byt kone¢né opét svobodna.

Fotky

Zaujati posluchaci

Den s experimentalni fyzikou 2011

Den s experimentéalni fyzikou je tradi¢ni akce FYKOSu, béhem které se ucast-
nici mohou porozhlédnout po fyzikalnich pracovistich na MFF UK. Na vlastni
o¢i mohou vidét, jak se déla experimentalni fyzika dnesnich dni. Nejcastéjsi jsou
exkurze k jadernému reaktoru, na pracovisté elektronové mikroskopie, katedru niz-
kych teplot, pracovisté nuklearni magnetické rezonance, ale objevuji se i mnohé
dalsi.

Letosni — jiz sedmy DSEF zacal popularni pfednaskou na téma gravita¢niho mi-
krocockovani. Dopoledni ¢ast zahrnovala navstévu na 13 riznych pracovistich na-
lezejicich pod Matematicko-fyzikalni fakultu Univerzity Karlovy na Karlové (pod
FU UK, KCHFO, KFKL a KFM a navic jako jedna z exkurzi byly nizké teploty
s populdrnimi pokusy s kapalnym dusikem od KFNT). Odpoledne pak ucastnici
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zavitali na PALS (Prague Asterix Laser System) a tokamak Compass Fyzikalniho
tstavu AV CR.

Fotky

Exkurze v hale tokamaku
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Akce FYKOSu
FYKOSi Fyziklani 2011

Paty rocnik Fykosiho fyziklani probéhl v patek 11. tnora 2011 v prostorach Ma-
tematicko-fyzikalni fakulty UK na Karlove. Soutéze se tcastnilo 31 tymi. Nejlepsi
skolou se stalo gymnézium Plzen, Mikulasské nameésti s 25 vyfesenymi ulohami za
celkem 107 bod1, druhé misto obsadilo gymnazium Jirovcova z Ceskych Budéjovic
(22 uloh, 96 bodil) a na tfetim misté skonéil tym z Gymnézia P. de Coubertina
z Tébora (21 uloh, 95 bodi).

Pravidla soutéZe

Soutéze se ucastni druzstva s nejvyse 5 Cleny. Druzstvo mutze tvorit i méné
Clent, ale zadné zvyhodnéni nebude poskytnuto. Na zacatku soutéze dostane kazdé
druzstvo 7 prikladd. Za kazdy spravné vyteseny piiklad dostane druzstvo novy
priklad. Za spravné vyreseny priklad se povazuje priklad se spravnym vysledkem.
Samotna soutéz probiha 3 hodiny. Pfi feSeni ptikladd se smi pouzivat kalkulacka
a MFCh tabulky.

Vysledky
1. Gymnazium, Mikulasské nam., Plzen 107 bodu
Filip Hldsek, Michaela Hubatovd, Hynek Kasl, Sven Kiinkel, Jan Skoda
2. Gymnéazium Jirovcova Ceské Budé&jovice 96 bodu
Martin Mach, Ondra Micka, Frantisek Petrous, Jirka Guth, Marek Lipdn
3. Gymnazium Pierra de Coubertina, Tabor 95 bodu
Stanislav Fort, Petr Hudecek, Tomas Volf, Lukas Timko, Lubomir Oulehle
4. Gymnazium Christiana Dopplera, Praha 94 bodu
Jan Brandejs, Jan Hadrava, Vojtéch Havlicek, Anna Chejnovskd, Pavel Jirousek
5. Q.E.D. Bitch! (slozeny tym) 82 bodu
Jakub Vosmera, Jiri Jelinek, Dominik Miketa, Filip Murdr, Lubomir Grund
6. Gymnézium Ludka Pika, Plzen 81 bodu
Martin Buchdcek, Jan Cambora, Michael Hrabé, Martin Matas, Daniel Svarc
7. Gymnazium, t¥. Kpt. Jarose, Brno 67 bodu
Hynek Jemelik, Tomds Pokorny, Pavel Sevecek, Jan Homola, Jan Stopka
8. Purkynovo gymnéazium, Straznice 62 bodu
Petr Bilek
9. Jirdskovo gymnazium, Néachod 62 bodu
Radek Papez, Jakub Valtar, Jan Simbera, Ondiej Vaculka, Jakub Rada
10. Gymnazium Jana Keplera, Praha 61 bodu

Safka Daniel, Mach Stanislav, Rusy Tomds, Basler Ondiej

Ve vysledkové listiné jsou pouze nejlepsi tymy. Kompletni vysledkovd listina véetné
bodovdni jednotlivych iloh je na nasich webovych strankdch.
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Fotky

F

Vitézové patého roc¢niku Fyziklani
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Kategorie 4. rocniki

Poradi nejlepsich resiteli

Poradi nejlepsich resitelu

jméno skola b

Student Pilny MFF UK 200

1. Jan Pulmann G Grosslingova, Bratislava 63

2. Jan Sopousek Gymnézium, Brno-Reckovice 29

3. Dominika Kalasovd G, Boskovice 26

4. Martin Buchdcek G Ludka Pika, Plzen 22

5. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha 17

6. Tomas Pikdlek G, Boskovice 14

7. Tomds Valicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 13

8. Vojtéch Havlicek G Christiana Dopplera, Praha 10

9. Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov 9
Kategorie 3. rocniku

jméno skola b

Student Pilny MFF UK 200

1. Jakub Vosmera G Matyése Lercha, Brno 121

2. Tomds Bdrta G, Nad Stolou Praha 72

3. Jakub Kubecka G, Nymburk 49

4. Ondrej Mil Jiraskovo G, Nachod 29

5. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 24

6.—7. Jakub Maksymov G a SOS, Jaromé¥ 18

Gabija Marsalkaite Vilniaus jezuitu gimnazija 18

8. Kristina Nesporovd @G, Boskovice 17

9. Ivo Vinkldrek G, Roznov p. RadhoStém 16

10.—11. Nicola Burianovd G, Dasicka, Pardubice 9

Peter Kosec G Ludovita Stara, Trenéin 9
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Kategorie 2. rocnikii

jméno skola b))
Student Pilny MFF UK 200
1. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk 85
2. Filip Murdr G, Masarykovo nam., Ttebic¢ 82
3. Jakub Safin G, P. Horova, Michalovce 65
4. Lubomir Grund G Zabieh 52
5. Veronika Dockalovd G, Elgartova, Brno 36
6. Lukads Timko G P. de Coubertina, Tabor 35
7. Tomads Axzman G, Boskovice 34
8. Jakub Dolezal G, Spitalské, Praha 25
9. Jan Povolny G Brno, tr. Kpt. Jarose 14 19
10. Martin Gajdosik G, Uherské Hradisté 17
11. Jiri Jurena @G, Uherské Hradisté 11
12. Lukds Fusek G, Uherské Hradiste 9
Kategorie 1. rocnikii
jméno skola b
Student Pilny MFF UK 200
1. Tomds Korinek G, Zamberk 36
2. Karolina Sromekovd G D. Tatarku, Poprad 17
3. Markéta Vohnikovd PORG, Praha 15
4. Dusan Klima G F. M. Pelcla, Rychnov n. Kn. 9
5. Jan Palounek G Christiana Dopplera, Praha 6

Ve vysledkovych listinach jsou pouze nejlepst resitele. Kompletni vysledkovée listiny

véetné bodovani jednotlivijch uloh jsou na nasich webovych strankdch.
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Vzdé&ldvaci program CEZ je s vdmi uZ od roku 1992!

V predvecer roku, v némz oslavime 20 let trvani vzdélavaciho programu ener-
getické spole¢nosti CEZ, jsme vydali aktualizovanou a rozsifenou Encyklopedii
energetiky, jednu z nejispésnéjsich a nejzadanéjsich ¢asti programu. Ma 6 dili:

JADERNA ENERGIE Energie a élOVék, ENERGIE Z FOSILNICH PALIV

Elektfina,
. ‘ . Energie z fosilnich paliv,
Le

. N .Y (V7 - ]
Energie z obnovitelnych zdroja, ‘ AT
Populdrné priblizuje energetiku a vSe co s ni souvisi.

Jaderna energie,

Energie ze vSech stran.
Zajemci si ji mohou objednat (jednotlivé dily i celek)
na www.cez.cz/vzdelavaciprogram, jako souéast pod-
pory studentli a skol ji posilame zdarma.

Svét energie je dobrodruzny a zajimavy! Zauvazujte o budoucim zaméstnani
v energetice!

www.kdejinde.cz
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