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Mili resitelé!

Dostavate do rukou zadani druhé série svého oblibeného Fyzikalniho korespondencéniho
seminafe. Doufame, Ze se vdm nase tlohy budou libit a poslete ndm sva feSeni, na ktera jiz
nyni netrpélivé ¢ekame.

Radi bychom véas také vSechny pozvali na Den otevienych dveri Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy, ktery se uskutecni ve ¢tvrtek 2. prosince. Blizsi informace najdete
na adrese http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/. Na DODu se také budete moci setkat
s organizatory FYKOSu a bude k dostani i ro¢enka 23. ro¢niku.

Aktualni déni v seminéii sledujte na strankach http://fykos.cz/, kde naleznete zadéani
a feSeni vSech tloh, aktudlni potfadi, videoserial, diskuzni férum a rovnéz zde muzete uploadovat
své soubory s FeSenim.

Pfejeme vam spoustu krasnych chvil nad tlohami FYKOSu a tésime se s vami na vidénou
na podzimnim soustfedéni.

Format reseni

V prvni sérii se nam seslo mnoho riaznych formatia vasich feSeni, at jiz psanych rukou, nebo
na pocitaci. Prohlizeni nékterych z nich nam misty ¢ini potize, proto bychom vas radi seznamili
s nasimi preferencemi.

Spravna hlavicka feSeni se vyskytuje na kazdém papife a obsahuje tyto informace: Jméno
a prijmeni, ¢islo ulohy, pocet listl, které tato tloha zabira, a skolu. Dilezité je pro nas zejména
jméno, prijmeni a ¢islo tlohy a to i pokud feseni posilate elektronicky.

Hlavicka mize vypadat napiiklad takto (zdrojovy kéd ve formatu IATEX najdete na
http://fykos.cz/):

Student Pilny, MFF UK Uloha IT - 1

Nemusite vypisovat celou adresu skoly, je to pouze udaj, kterym vas identifikujeme v pti-
padé, ze mate mezi Fesiteli jmenovce.

Na prihlasku do seminafe samoziejmé piste vSechny své kontaktni tidaje.

Déle ndm délaji problémy nékteré elektronické formaty. Prosime vas, abyste neposilali
skenované nebo focené texty, které jste napsali rukou, od druhé série jiz upload nebude pfijimat
formét JPG. Vysoce tim trpi kvalita tisku a ¢itelnost vaseho rukopisu, o kapacité disku na
serveru nemluvé. Poslete je radéji postou. Neposilejte nam také Cisty text v TEXu, a pokud je
to mozné, ani holé textové soubory. Z technickych diivodi nepfijmeme ani formaty ODT nebo
DOCX. Idealnim forméatem je pro nas PDF.

Prikladate-li k svému vysledku pocitacovou simulaci, neposilejte ndm soubory navic, ale
podstatny vytah z nich (grafy, vzorce pro vypocdet, zdrojovy kéd programu) zacleiite jiz do
textu FeSeni. Zabranite tak jejich ztrateé.

Pro ty, ktefi se neumi nebo nechtéji naudit pracovat s TEXem nebo editorem rovnic, je
rozumnym kompromisem text ve Wordu s doplnénymi naskenovanymi rovnicemi. Nebo nam

sva feSeni poslete postou. . ..
p p Organizatori
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Zadani Il. serie

Termin odeslani: 22. listopadu 2010
Termin doruceni: 24. listopadu 2010 18:00 CET

Uloha II.1 ... rozcvicka

a) Jakubova snidané
Jakub ji k snidani cereédlni kulicky o hustoté g, které si sype do misky ve tvaru komolého
kuzele (horni podstava ma polomér R, spodni r a vyska je [), ve kterém mda do vysky h
nalité mléko. Koeficient zaplnéni prostoru koulemi je s¢. Kolik nejvice kulicek muze do
misky nasypat? (2 body)
b) magneticky monopol
Mame velkou plechovou desku, kterou zmagnetujeme tak, Ze na jeji horni plose bude
severni magneticky pdl (a na dolni ploSe ten jizni). Vylisujeme z ni dvé stejné polokoule.
Na vnitfni strané obou polokouli je ted jizni a na vné&jsi severni pdl. Polokoule k sobé
priblizime tak, ze vyrobime celou kouli. Ta ma nyni venku pouze severni pdl, takze se
chova jako magneticky monopdl. A nebo ne? Co nam ve vytvoreni takové koule zabrani?
(2 body)

Uloha I1.2 ... Lennard-Jonestiv potencial
Mezi dvéma atomy inertniho plynu pisobi tzv. Lennard-Jonestiv potencial

o\ 12 o\6
vr)=4=((%) - (%))
=1 ((3)"- (%
Predpokladejte, ze pohyb atomt je omezen na primku. Urcete rovnovaznou polohu, aniz byste
derivovali! Vyznam konstant o a € bude podrobnéji vysvétlen ve vzorovém feSeni. (4 body)

Uloha II. 3 ... prekapavac

Lukas si k psani protokolu z praktika varil kdvu a mirné —
si upravil kavovar. Ke dnu nadobky pridélal zahnutou tru-
bicku, na kterou namotal topnou spirdlku. Spiralka byla ve
vysce d nade dnem nadobky (viz obrazek), hladina vody ve
vysce h. Parametry trubicky a spiralky jsou pravé takové, aby
para vznikld varem vody privadéné z rezervoaru v nadobce l
vytlacovala vodu nad sebou nahoru. Spoctéte vykon, ktery
musime dodévat do spirdlky, aby z tusti trubicky ve vySce [ h
vytékala voda. Jakd je ti¢innost takovéhoto tepelného stroje? d

(4 body)

AT

Uloha II.4 ... nemyslis, zaplatis Obr. 1. Piekapévag

Za jakych podminek dojde k zablokovani a smykani pred-
niho kola pfi brzdéni, aniz bychom preletéli pres fiditka? Jaky
na to mé vliv brzdéni zadnim kolem? (4 body)

a stoupajici bublina unasejici
trochu vody
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Uloha II.P ... Smoulové a Darth Vader

Po nadychéni se helia se ¢lovéku méni hlas tak, Ze mluvi jako $moula. Stejné to funguje,
nadychate-li se vodiku (kuféci, pozor!). Ale d4 se dosdhnout i zmény na hlas podobny Darthu
Vaderovi; nejznaméjsim médiem je fluorid sirovy. Jak funguje zména hlasu? Pokuste se ji
kvantitativné odhadnout. (5 bodi)

Uloha I1.E ... Jin a Young

Pravdépodobné jsme jiz vSichni slySeli o dvoustérbinovém Youngové experimentu. Zkousel
si ale nékdo podomacku ,,vyrobit“ interferen¢ni prouzky na stinitku osvétleném dvéma Stérbi-
nami? K optickému Youngové pokusu existuje i mechanicka analogie, kdy sledujeme sklddani
dvou vInéni na vodé, nebo akusticka analogie, kdy se skladaji dvé zvukové viny. Ve vsech tfech
pfipadech je mozné zkoumat interferencni obrazec vznikajici v urcité roviné. Pokuste se reali-
zovat jeden nebo i vice z uvedenych t¥i pokusi, a ziskat tak interferen¢ni obrazec. Poté urcete
vlnovou délku, pfipadné rychlost sifeni vlnéni. Uvitdme fotodokumentaci. (8 bodi)

Reseni |. série

Uloha I.1 ... rozcvicka (4 body; primeér 2,78; vesilo 41 studenti)

a) mezi vodami
Na rozhrani dvou nemisitelnych kapalin se vznasi pevna homo- 01
genni koule o hustoté ¢ (viz obrdzek). Horni kapalina m4 hustotu c\

01, dolni g2, pficemz vite, ze o1 < o < p2. Jaka cast objemu koule
se nachéazi v horni a jaka v dolni kapaliné? 02

b) sesterska planeta

V poslednich nékolika letech jiz byla objevena spousta planet
velikosti Jupitera lezicich mimo Slune¢ni soustavu. Daleko zajimavéjsi by bylo ovsem obje-
vovat planety, které jsou podobné Zemi. Piedpokladejte, ze chcete objevit planetu podob-
nou Zemi (terestrickd planeta s podobnym polomérem jako Zemé), kterd obihd svou hvézdu
podobnou Slunci (stejné spektralni tiida — podobnd hmotnost, podobny polomér) jednou
za pozemsky rok. Predpokladejte, ze tato soustava je vzdalena od naseho Slunce zhruba
10 parsekii. Urcete podminky, za kterych by slo pozorovat planetu piimo z poklesu jas-
nosti hvézdy a odhadnéte dobu, na kterou tato situace nastane. Jak se zkomplikuje hledani

takové hvézdy, kdyz soustava bude mit vic planet?
Z ruskych bylin vycetl Marek, zatimco Karel touzil po hvézdnych ddlavdch.

Mezi vodami

Koule je z ¢asti v kapaliné s indexem 1 a z ¢asti v kapaliné 2; ozna¢me pfislusné objemy
Vi a Va. Tyto casti se nazyvaji kulova tsec.

Podle Archimédova zdkona je ¢ast ponofend v dolni kapaliné nadnésena silou Fo = V202g.
Podobné na horni ¢ast koule plisobi vztlakova sila F, = Vi p1g. Nyni ndm staci pfidat ptisobeni
tihové sily a mame rovnovahu sil F1 + F> = F, kam dosadime pfedchozi vysledky a zkratime g.
Obdrzime Vi1 + Vag2 = (Vi + Va)o.
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V zadéni jsme se ptali, jakd ¢ast objemu koule se nachazi v horni a jakd v dolni kapaliné?
Zajiméa nas tedy pomér Vi a Va. Ten ziskdme nékolika apravami pfedchozi rovnice.

Vi _—-eeto
Voo o1—o0

Adéla Skokova
adela@fykos.cz

Sesterskd planeta

Hned na zacatek si zavedeme rozumné predpoklady, ze kterych budeme dale vychéazet.
Vzhledem k tomu, ze planetu velikosti Zemé nejspise chceme objevit, protoze by nas zajimalo,
kde by mohly zit podobné formy zivota jako na Zemi, tak od planety pozadujeme, aby obihala
po draze s nizkou excentricitou — konkrétné pro jednoduchost budeme uvazovat, Ze se pohybuje
po kruznici (vysoké excentricita by zptisobovala velké rozdily teplot v pribéhu roku).

Je ziejmé, zZe k poklesu jasnosti dojde v okamziku, kdy planeta prechazi pfes hvézdu. Tato
metoda objevovani exoplanet se nazyva fotometrickd metoda. K zadkrytu muze dojit pouze
u hvézdnych soustav, jejichz rovina, ve které obihaji planety, protina nasi Slunec¢ni soustavu.
To je relativné vzacné a proto je tato metoda prakticky nepouzitelnd pro objevovani planet.
Pro to se prakticky pouziva casto naptiklad Dopplerova metoda, kterd z posunu spektralnich
Car v prubéhu casu urcuje zménu radidlni rychlosti a z toho pak i pfitomnost exoplanety.

Ale zpét k teoretickému vyuziti nasi metody. Na obrazku 2 mizete vidét schematicky nacrt
toho, jak by se ndm mohly jednotlivé polohy planet jevit (jedna se vlastné o rtzné projekce
kruznice s kouli ve stfedu) Moznost a) je pro nase pozorovani viibec nejlepsi — planeta pfechazi
blizko stiedu hvézdy a prechod ji tedy bude trvat nejdelsi ¢as. P¥i pfechodu u soustavy b),
kdy planeta prechéazi sice pfes svou hvézdu, ale prochazi blize ke kraji a pfechod ji bude
trvat kratsi ¢as. V pfipadech c) a d) bychom touto metodou planetu vitbec nemohli objevit.
V piipadé c), kdy je orbita alesporn naklonéna, pak lze pouzit napf. zminénou Dopplerovu
metodu. V pripadé d) (kdy planeta obihd v roviné kolmé na spojnici pozorovatel — hvézda)
se da pouzit napf. astrometrickd metoda, ktera pfitomnost planety urcuje na zakladé zmén
polohy hvézdy na obloze.

Nyni jiz k samotnému vypoc¢tu doby prechodu planety. Pfedpokladame, ze jev mtzeme
viibec pozorovat (soustava mé zvolenou dobu obé&hu pravé takovou, Ze pokud je soustava
v nevhodné pozici pro pozorovani (napf. z naseho pohledu za Sluncem), tak je v nevhodné
pozici kazdy rok). Uréime maximalni dobu pfechodu (pfipad a) z obrazku 2. V zadani je pfimo
feceno, ze planeta obéhne hvézdu jednou za rok a tedy tak ¢asto také budeme moci pozorovat
pfechod. Oznac¢me vzdalenost pozorované soustavy od nas jako d = 10pc. Jak bylo v zadani
uvedeno, tak muzete pokladat rozméry v soustavé obdobné jako v Slunec¢ni soustavé a pro
fadovy odhad vezmeme z matematicko-fyzikalnich tabulek idaje na dvé platné cifry. Polomeér
hvézdy je Rs = 7,0 - 108 m, hmotnost hvézdy Ms = 2,0 - 10°° kg.

Vzhledem k tomu, ze roli dostfedivé sily Fy hraje sila gravitacni Fy, da se vyjadrit jako

2

Mp M.
Fa=MpL |  Fy=sx—2"5
T

rz

kde Mp je hmotnost planety a Ms hmotnost hvézdy a tyto spliuji podminku Ms > Mp. Dale

4
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a hvézdy. Z toho déle plyne

2
Mp M: M,
Mp =M Ms 5
r r r
Pri¢emz pro pohyb po kruznici plati v = %, kde T je doba obéhu (1rok). Odtud pak zase
plyne -
4y Ms 3 A 2
T2 = %T = r o= RT MS .
Vzhledem k tomu, Ze vSechny proménné na pravé strané rovnice jsou stejné jako pro Zemi, tak
obih4 planeta kolem cizi hvézdy také po draze o poloméru r = 1AU=1,5-10"" m.

b)

a)
e (N
_/ NN

c) d)

Obr. 2. Mozné pozice orbity planety vi¢i ndm jako pozorovateli (ve
zkresleném méfitku)

Zbyva si uz jenom vypocet vyrazné zjednodusit zdiraznénim splnénych predpokladi a to,
ze d > r > Rs. Proto mizeme brat, Zze draha, kterou planeta z naseho pohledu urazi pred
svym sluncem, je 2Rs. Potom uz dobu pfechodu ¢ spocitdme jednoduse z rychlosti obéhu

planety v

= LRS = 2v/TRs =~ 13 hodin.

t
v v xMs
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Prechod planety pies hvézdu tedy bude trvat maximalné cca 13 hodin.
Kdyby nés zajimal odhad o kolik procent klesne v této dobé hvézdeé jas L, pak si to mizeme
vypocitat z poméru prurezu hvézdy Ss a planety Sp vzorcem
2
L Ss RZ
Pokles jasnosti je tedy velmi maly a méfeni by bylo naro¢né i na rozliSovaci schopnost daleko-
hledu.

V ptipadé, ze by v soustavé bylo vice planet (coz se zdd z dosavadnich pozorovani da-
leko pravdépodobnéjsi, nez ze by planeta byla v soustavé sama), pak budeme pozorovat roéné
prumérné vice poklesi. To, jak ¢asto, by zaleZelo na tom, jestli vici planeté, kterou jsme po-
zorovali, obihd po dréaze blizsi své hvézdé (pak obiha Castéji nez za rok), nebo po vzdélenéjsi.
Teoreticky by mohla obihat i po stejné draze, ale je vysoce nepravdépodobné, ze by takova
soustava vznikla. Pravé diky tomu, Ze je nepravdépodobny vyskyt dvou a vice planet na stejné
obézné draze, pak muzeme rozpoznat planety pravé diky riznym dobam obéhu. Dal$im rozli-
Sovacim znakem muze byt pravé rozdilny pokles jasnosti pfi pfechodu planety, ktera ma jinou
velikost. Mohlo by se i stat, ze bude pfrechéazet vic planet zaroven, ale to pravé muzeme teo-

jedné planety. Karel Kolar

karel@fykos.cz

Uloha I.2 ... kid&a bez derta (/4 body; primér 2,12; vesilo 26 studenti)
Jakub ma u babicky kacu, na jejiz horni ploSe je nakreslena spirala. Kacu roztoc¢ime a di-
vame se na ni shora. Jaké obrazce pozorujeme a proc¢? Na détstvi zavzpominal Jakub.

To, co uvidime na kaci, bude zaviset zejména na jeji ithlové frekvenci ota-
¢eni wy. Existuji dvé oblasti, ve kterych se o obrazce budeme zajimat. Lidské
oko totiz ma urcitou dobu odezvy, po kterou mu trva zareagovat na zménu
obrazu. Mimochodem, zptisob, jakym lidské oko sniméa obraz a jakym jej na-
sledné vyhodnocuje, je prinejmensim zajimavy. Napiiklad véci, které mame
v periferni oblasti vidéni, vidime cernobile a mozek si barvy vymysli podle
toho, co vidél v bezprostfedni minulosti. Ostré barevné vidéni se omezuje
na zlutou skvrnu. Vratme se tedy k celkové odezvé oka. Ta €ini asi 1/25s.
V technice bychom ji popsali obnovovaci frekvenci fo; wo = 27 fo. D4 se tedy
oCekavat, ze se obrazec, ktery uvidime na kaci, bude lisit podle toho, jestli
je kaca rychlejsi nez oko nebo naopak.

Obr. 3. Kaca
pred
roztocenim

a) wk < Wo
V takovéto situaci jesté dokdzeme rozlisit to, Ze na kac¢i je namalovand spirala. S po-
stupnym zvySovanim frekvence se nam bude ¢im dal tim vic obtiZznéji rozliSovat, Ze spirala
nejsou namalovand kolecka. Podle sméru navinuti spirdly se ndm bude zdat, ze kolecka
se priblizuji ke stfedu nebo ke kraji. Toto je viceméné jenom psychologicky efekt, pokud
bychom nahradili oko kamerou s odpovidajicim poc¢tem snimkt za sekundu, vidéli bychom
stale rotujici spiralu.
b) wk > wo
Zde je situace zajimavéjsi. Pfedstavme si (pro jednoduchost), Ze se divdme na polo-
pfimku vychazejici ze stfedu spiraly. Kazdému bodu ve vzdalenosti r na této poloprimce
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miuZeme piifadit hodnotu od 0 do 1, ktera bude odpovidat tomu, jak ¢erny jej uvidime (0 je
Cernd, 1 bila). Ozna¢me tuto veli¢inu v(r). Béhem okamziku, kdy oko snimé barvu tohoto
bodu, jim projde oblouk,! na kterém se stiidaji ¢ern a bila barva. Pomér mezi ¢asti tohoto
oblouku, ktera je ¢erna a celkovou jeho délkou odpovida barvé, kterou uvidime. Pfesnéji

Wk
2nr—
Wo

o(r ,

kde b(wk/wo) je délka oblouku, kterou zabirad ¢erna barva a r je vzdalenost zkoumaného
mista od stiedu.

Zde nase uvahy utneme, protoZe poéitat b(wk) pro neznamou spiralu je ponékud obtizné
(kromé parametrt spirdly také zavisi na poméru wi/w,), a odkdzeme na pokusy, které jste
si sami doma provedli. Néktefi fesitelé si spirdly ze zadani nalepili napt. na disk brusky
a zjistili, Ze se takto na kace objevi soustfedné kruhy, které vSsak nikam dal jiz necestuji.
Neékterym z vas sice cestovaly, ale to je jen dalsi klam spojeny s tim, Ze osa kona precesni
pohyb, ¢imz se v Case efektivné méni rozlozeni c¢erné a bilé na spirdle. Na zavér jesté zminme,
ze pro vhodnou spirdlu (napf. r1 = kg, r2 = k(¢ + 0)) lze dosdhnout i toho, Ze vysledny
obrazec muze mit jednu barvu.

Ales Podolnik
ales@fykos.cz

Uloha 1.3 ... houpaci kiiii (4 body; primér 1,59; vesilo 22 studentii)
Nehmotna ty¢ délky h je ve stfedu pFipevnéna na nehmotny oblouk o vrcholovém tuhlu 2¢
a poloméru R. Na konci tyce je zavazi m. Pohyb probiha pouze v roviné. Urcete podminky
stability a periodu kmiti takovéhoto houpaciho koné.
Pyi studiv materidli od CEZu vymyslel Jakub

Nejprve si udélejme v celé situaci jasno. Na obrazku je nakreslena rovnovazna poloha a vy-
chylena poloha spolecné s pusobicimi silami. Gravita¢ni silu netfeba ozfejmovat. Normélova
sila podlozky Fn piisobi proti ni a tieci sila F; zajistuje, aby se kit kromé otaceni kolem
bodu O a posouval ve sméru osy z, a tim paddem neprokluzoval.

a) Aby byla soustava stabilni, musi pfi vychyleni z rovnovahy vznikla sila pisobit proti této
vychylce. Z obrazku a hlavné zakreslenych ptisobicich sil vidime, Ze tato podminka bude
splnéna, pokud R > h. Tehdy bude vznikly moment sily F, ptsobit proti natoceni koné.

b) Protoze houpaci kin neprokluzuje a nez ho pustime, tak se nehybe, musi platit a = he, kde
a je zrychleni zavazi a € je ithlové zrychleni koné kolem zavazi. Moment setrvac¢nosti koné
kolem zavazi je nulovy, jelikoz veskera jeho hmota je soustfedéna praveé v zavazi. Moment
pusobicich sil viici tomuto bodu tak musi byt nulovy, jinak bychom dostali nekone¢né tithlové
zrychleni. Pro malé kmity tak dostaneme

mg(R — h)a = Fn(R — h)sina = Fth(1 — cosa) = Fih,

R
Ft:mga(ﬁfl).

1) Je delsi nez obvod kruznice na niz lezi, zvlast pro velmi vysoké wy.
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Dale z Newtonova zakona

mhe = ma = —F;, = —mga (% —1) R

v &emZ poznavame rovnici harmonického oscilatoru?, ze které vycteme®

gl-
R ¢~

Q

w =

kde ¢ = h/R.

Vsimnéme si limitnich pfipadi. Pro ¢ — 1 je w — 0, coz odpovida prosté kouli. Ta pti
vychyleni také nekmita. Pro ¢ > 1 je frekvence imaginarni, coz koresponduje s tim, ze soustava
v takovém pripadé€ neni stabilni. Pro ¢ — 0 mame w — o0, coz odpovida naptiklad micku
skakajicimu do nekoneéné malé vysky. Pro ¢ — —oo je kone¢né w ~ /g/|h|, coz odpovida

t tickému kyvadl které h i ktin prechazi.
matematickému kyvadlu, ve které houpaci kin prechéazi Jan Hermanmn

honzah@fykos.cz

Uloha 1.4 ... bublifuk (5 bodi; primér 2,67; vesilo 15 student)

Mara si koupil bublifuk a jal se na balkoné vyfukovat bubliny, venku byl staly atmosféricky
tlak po. KdyZ se mu jedna obzvldsté povedla (méla polomér r a hmotnost mydlové vody byla
m), zamyslel se a vypodital jeji celkovou tepelnou kapacitu. U¢itite totéz.

Jakub zavzpominal, jak kdysi na naboji spocital jeden priklad

Nejprve provedeme piredbézné pozorovani, které nam osvétli, co je to povrchové napéti o.
Pokud bychom povrch kapaliny roziizli, z obou ¢asti by se vytvorily kulicky. Proto si predsta-
vujeme, Ze v mySleném fezu drzi pohromadé kazdy tsek délky Al mali skiitkové silou o velikosti

AF = oAl (1)

a sméru kolmém k roviné fezu. Vyndsobenim (1) kouskem drdhy As ve sméru piisobeni sily
dostavame zménu potencialni energie pri zvétseni povrchu AA

ocAlAs = ocAA.

Bublinu roziizneme stfedem, ¢imz vznikne obvod 2nr a odpovidajici sila 4wro za vnitini
i vnéjsi povrch bubliny, kde r zna¢i polomér bubliny. Tu musi vyrovnat tlak uvniti plynu p
puisobici na priifezu wr?. Z rovnosti sil vyjde

P=—
r
coz lze snadno zobecnit tak, Ze p — p — po znamena pretlak.
Tepelna kapacita C' se definuje jako teplo @, které musime dodat, abychom zvysili teplotu
télesa o jednotku
Q =CAT,

2) Pro harmonicky oscilator plati (zrychleni) = —(konstanta) x (vychylka).
3) w = /(konstanta)

8
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zatimco atmosféricky tlak se neméni. Tepelna kapacita rika, jak je tézké téleso ohfivat, jak
moc tepla se do ného vejde pfi jednotkovém zahiati. Pro dodané teplo plati

Q = CAT + AU + AUpov ) (2)

kde prvni ¢len vyjadiuje, ze se mydlova voda ohtiva s kapacitou ¢, druhy ¢len odpovida vnit¥ni
energii plynu AU = Cy AT, kde Cv se nazyva kapacita plynu pii konstatnim objemu a tfeti
¢len vyjadfuje zménu potencialni energie ulozené na povrsich AUpoy = 20AA.

Staci ndm tedy zjistit, jak se zméni plocha AA pfi zméné teploty AT. Pfitom vyjdeme
z vzorce pro objem koule V = Ar/3, ktery je stejny jako vzorec pro objem kuZele, a ze stavové
rovnice idedlniho plynu

nRT:pV:(po+470)V:poV+4§A,

kde n znaci latkové mnozstvi plynu a R plynovou konstantu. Z této rovnice zjistime snadno
prirustky
4
nRAT = poAV + gO'AA. 3)

Zbyvé najit vztah mezi pfirustkem plochy a objemu (podrobné viz kap. 0 leto$niho seridlu).
Ze vztahu pro délkovou a objemovou roztaznost plyne

JAr _ AV
r Vv

a analogicky vztah mtizeme napsat pro plosné prirustky

JAr _ A4
r A

Ovsem z roznasobeni posledni rovnice mame
1
grAA = AAr = AV,
kde posledni rovnost mé u koule nazorny geometricky vyznam, kterého se pouziva pii odvozeni

vztahu pro objem koule: Ptirustek objemu je pfiblizné ,kvadr® o podstavé A a vysce Ar.
Dosazenim do stavové rovnice (3)

nRAT = = (po+ 22 ) A4,
2 3r

a do rovnice zachovani energie (2) dostavame kapacitu bubliny

4 /
Coctoyrio nB oy "BV (4)
r 240 ,
po+ 3~ po+ 3P

v niz rozhoduje kapilarni pietlak p’ = 4o /7.
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Je jasné, ze bychom mohli ekvivalentné uvazovat praci plynu (p — po) AV, kde AV znadi
zménu objemu. Pak bychom misto posledniho ¢lenu v (2) dostali praci konanou plynem

4o nRAT
8o’
3r

o-mav="7 (jraa) =
T
p +

coz da posledni ¢len v (4). Pro monoatomarni plyn Cy = %nR Ize naptiklad kapacitu zapsat

C:c—|—§nR(1—i-<1f‘17702))7
2 po+ 5P’

takze vidime, ze ¢len z povrchového napéti ma stejnou velikost jako kapacita plynu pouze pro
malinké bublinky p’ — oo a Ze pro velké bubliny p’ — 0 se povrchové napéti viibec neuplatni,

coz jsme Cekali. Jakub Michdlek
jmi@fykos.cz

Uloha I.P ... Edudant a Francimor (5 bodd; primér 4,24; vesilo 25 studentt)

Dva svétaznali cestovatelé, jeden tlusty a jeden hubeny, se cestou v letadle dohaduji o tom,
kdo z nich by déle prezil v extrémnich podminkach daleko od civilizace. Rozsoudite je, kdo
vydrzi déle ve velkém horku (50 °C), v mrazu (—5 °C), na hladiné klidného tropického more
po potopeni lodi, v hurikdnu nebo pii silném snézeni? A jak by to mohlo dopadnout, kdyby
je zastihlo mohutné zemétieseni v centru velkomésta? Kromé jejich télesné stavby mezi nimi
nejsou zadné rozdily, oba jsou stejné obledeni a nic dalsiho s sebou nemaji (zadné jidlo, vodu,
sirky ani jiné vybaveni). Neuvazujte ani zddné vné&jsi vlivy, které nejsou zminény (dravou zvér,
Zraloky, kanibalismus apod.) Snazte se byt napaditi a vsimejte si i malickosti.

Ve znamém televiznim potadu vidél Honza P.

V zadéni je naznaceno, Ze jediné, v ¢em se nasi dva cestovatelé lisi, je télesnd hmotnost.
Tloustik na sobé bude mit zjevné mnohem vétsi mnozstvi tuku, takze se musime podivat, jake
fyzikalni vlastnosti mé tuk a jak to bude ovliviiovat jednotlivé pripady.

Ve velkém horku (tedy feknéme 50 °C) bude mit vétsi problém tloustik. Proé? Pfedpo-
kladejme, ze clovék je z velké Césti slozen z vody, kterd mé vysokou tepelnou kapacitu (cca
4800J -kgflel), tedy je pomeérné tézké ji ohtat. Télesny tuk je pomérné komplexni sloucenina,
nicméné za jeho zdklad muzeme vzit glycerol, jehoz tepelna kapacita je oproti vodé polovi¢ni
(cca 2400 J-kg K1) 4. Je tedy zfejmé, ze zahfat tuk je mnohem jednodussi, tudiz tloustik
bude mit problém pfezit v teplém prostfedi. V zimé bude mit vétsi problém stfizlik. Sice je
pravdépodobné v lepsi fyzické kondici a mohl by zvladnout regulaci télesné teploty, ale pramélo
mu to pomuze. Tuk v tomto ptfipadé funguje jako tepelna izolace

V hurikdnu bude nejvétsi roli hrat to, jakou ma dotyény hmotnost. S tloustikem bude tézsi
viibec pohnout (sta¢i si vzpomenout na Newtonovy pohybové zdkony), zato nizkd hmotnost
bude zna¢nou nevyhodou, nebot stiizlika hurikdn sndze ,sfoukne“.

Ve snézné boufi je hlavnim faktorem pieziti to, jak moc se namocime. V1hké obleceni totiz
ztraci veskeré izolacni vlastnosti. Kdyz se podivame na u¢inny prufez nasich dvou cestovateli,
bude jasné, ze vic snéhovych vlocek, tedy vlhkosti na sebe nachyta tloustik. Z toho pohledu
mu hrozi rychlejsi umrznuti a tedy rychlejsi smrt.

4) http://www.sjlipids.com/fattyacd.htm
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Co se tyce ztroskotani lodi, musime se zamyslet nad hustotami, jelikoz je znamo, ze méné
hust4 kapalina plave na hust&jsi. Hustota moiské vody je cca 1,025 g-cm ™3, hustota tuku je cca
0,9g-cm~3. Z toho vyplyva, ze tloustik si na hladiné bude plavat jako béjka, kdezto stiizlik
bude muset vynaklddat energii na to, aby plaval, jelikoZ svalstvo méa hustotu cca 1,1g-cm™2.
5 Energie mu pravdépodobné brzy dojde, takze zemie difv.

V zemétieseni je situace pomérné slozitd. Musime se prvné zamyslet nad tim, co je tfeba
udélat v pripadé zemétieseni. Prirucky radi, ze jsme-li v mistnosti, je tfeba se schovat pod
postel nebo stll a nevyskytovat se v blizkosti oken nebo tézkych véci, které na nis muizou
spadnout. Tloustik muze v tomto pripadé mit problém se pod postel ¢i stul vlézt. Nicméné
obecné ma vétsi stabilitu, tedy je tézsi jej vyvést z rovnovahy. Pokud by mél utikat po tfesouci
se zemi, utece spiS. V nasem pripadé jsme v centru velkomésta, tedy nejmoudfiejsi véc, co
miuzeme udélat je ztstat v budové a schovat se. Pokud nasi cestovatelé budou zavaleni, jsou
jejich sance asi tak stejné. Lehkou vyhodou sttizlika je, Ze se vleze do mensich prostor a ma
pravdépodobné lepsi fyzickou kondici, tedy spiSe se ze zavaleni dostane. Nicméné v piipadé
zranéni jsou oba stejné ztraceni. Pro nazorné experimentalni feseni doporucujeme shlédnout

. .. 6
videa Brainiac. . ,
Jana Polednikova

janap@fykos.cz

Uloha 1. E ... vrh kouli (8 bodi; primér 2,42; tesilo 12 studentii)

Vsichni dobre vime, ze ve vakuu doleti vSechny predméty vrzené stejnou rychlosti a pod
stejnym thlem stejné daleko. Co se ale stane, kdyz je takto hazeme za normalniho tlaku?
Zmeérite, jak zavisi dolet télesa konkrétniho tvaru na jeho hmotnosti. Jak tato zavislost vypada
teoreticky? Miizete ji spocitat, nebo nasimulovat na pocitaci napr. v Excelu.

Vylovili jsme zlatou rybku z naseho archivu.

Teorie

Abychom urcili brzdné zrychleni pro télesa pohybujici se ve vzduchu, vyjdeme z Newto-
nova vztahu pro odporovou silu zavislou na kvadratu rychlosti, z ¢ehoz pro brzdné zrychleni

dostaneme vztah )
CoSv

2m

aodp = )

kde C' je koeficient odporu urceny tvarem télesa, v je rychlost télesa, S je plocha jeho priufezu,
m je hmotnost télesa a o je hustota prostiedi, v nasem p¥ipadé vzduchu. Uloha ma analytické
feseni, pokud se jednéa pouze o vrh ve svislém sméru. Jakmile ma ale pfedmét néjakou rychlost
podél horizontalni (z-ové) osy, analytické FeSeni neexistuje a je t¥eba si vypomoci pocitacdem.

Simulace

K simulaci bylo pouzito fiktivni téleso o koeficientu odporu C' = 0,5, tedy koule nebo
kornout. Pocatecni hodnoty rychlosti télesa byly zvoleny tak, aby byly v doletu viditelné co
nejvetsi rozdily.

Po ¢asovych intervalech o velikosti At = 0,001 s se pocitaly rychlost, soufadnice a zrychleni
télesa. Tento interval zajistil pfesnost urceni z-ové urazené vzdalenosti s odchylkou 1 az 4 mm,
coz je vzhledem k rozpéti urazenych vzdalenosti dostacujici. Predpokladejme, ze kladny smér

5) http://www.netwellness.org/question.cfm/46403.htm
6) nttp://www.youtube.com/watch?v=ZS5zpQqbalw
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pro slozky rychlosti je ve sméru osy x a proti sméru osy y. Rychlosti jako i zrychleni se
v Case t vypocetly po slozkdch z tdaju o rychlostech, poloze a zrychleni pro ¢as t — At podle
nasledujicich vztahii (index 1 znaé¢i hodnotu pro ¢as ¢, index 0 zna¢i hodnotu pro ¢as t — At)

Vzl = VUz0 — aa:OAt7 Uyl = Vyo + (g - ayO)At7
2
o = /UQZE1 +U12,17 ) = CoSvy ,
m
Uzl o v , ’ « , «
agz1 = a— - ,pramét odporového zrychleni do sméru z-ové osy“,
v

Uyl 0o . ; « .
ay1 = a—> - ,primét odporového zrychleni do sméru z-ové osy*,
v

T = 0 + Vo0Al — Laz0At, Y = yo — vyoAt — 5(g — az0)At.

Ve chvili, kdy y-ova souradnice méni znaménko, byla ode¢tena hodnota xz-ové souradnice, tedy
dolet. Rozdil z-ové soufadnice v dobach +At byl zaznamenédn jako odchylka. Nasledné byla
zménéna hmotnost simulovaného télesa, aby se znovu odecetl dolet.

Na prvni pohled by z(m) méla byt asymptotickd funkce, coz je ocekdvatelné, nebot pro
vysoké hmotnosti bude vliv odporu vzduchu zanedbatelny a vsechny tézsi predméty zacnou
padat, stejné jako ve vakuu, témér na stejné misto. Poc¢atecni hodnoty pro simulaci byly zvoleny
nasledovné:

UZ:275m~sfl, vy:0m~5717 y=093m, z=0m,

C=05, S=0004m>, ovsduchu = 1,2759kgm™>.

Dolet pro riizné hmotnosti télesa

hmotnost dolet odchylka

[kg] [m] [m]

0,001 0,698 0,001
0,002 0,855 0,001
0,003 0,923 0,002
0,004 0,960 0,003
0,005 0,983 0,003
0,006 1,000 0,003
0,007 1,012 0,003
0,008 1,021 0,003
0,010 1,033 0,003
0,012 1,042 0,003
0,015 1,051 0,003
0,020 1,060 0,004
0,050 1,077 0,004
0,300 1,087 0,004
0,800 1,086 0,004
1,500 1,087 0,004
5,000 1,087 0,004

12
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Naméiend data byla fitovana funkci

s vyslednymi parametry a = (—6,9 £ 4,5) - 10™* (chyba 65 %), b = (9,1 & 0,9) - 10~* (chyba
10%) a ¢ = (1,1 £0,01) (chyba 1%).

Bohuzel fitovana funkce na simulované hodnoty nesedi az tak dobfe (jeden parametr byl
vypocéten s velkou chybou 65 %), ale je to nejlepsi vysledek mezi funkcemi, které byly ozkouseny
(logaritmus, exponenciala, . .. ).

1,2 I I I I I I I
171 I~ ___‘; ____________________________________________ & . —_
| { §
09 E -
g N dolet pro ruzné hmotnosti (ze simulace) —o—
8 0,8 |- fitovana zavislost ------- ]
077 L. —
06 |- -
0,5 ! ! ! ! ! ! !
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4
m [kg]
Obr. 4. Graf zévislosti z(m) pro badmintonovy micek
Meéreni

K méreni byly jako télesa stejného tvaru a rtiznych hmotnosti pouzity badmintonové micky
s riznymi zavazimi upevnénymi ve $picce. Tyto byly zvoleny, protoze jev je nejlépe rozpozna-
telny na lehkych télesech (vezmeme-li v ivahu, jakych rychlosti je mozno v domécich podmin-
kach dosdhnout). Jako stroj, ktery zaruéi stejnou vyletovou rychlost bylo pouzito tézké kyvadlo
o hmotnosti 1,77kg (aby bylo mozno u néj zanedbat odpor vzduchu) s upevnénou trubici, ze
které vylétavaly badmintonové micky. V nejniz§im bodé kyvadlo narazilo do vymékcené za-
brany (k tomuto Géelu poslouzil maly polstaf, aby se zabranilo odrazu kyvadla a vyletu micku
jingm smérem). Micek, ktery mohl v trubici volné klouzat pokracoval dal ptvodni rychlosti.
Jako zévazi do $picky micku byly postupné pouzity hlinéna kulicka, olovéna kostka a dvé olo-
véné kostky. Jako konstrukce pro kyvadlo byly pouzity stafle. Bylo ovSem tézké dosdhnout
vyletu micku vzdy jednim smérem, nebot polstar jako tlumidlo nestacil. Vhodnéjsi by byla
tfeba plastelina.

Kyvadlo pfekonavalo vyskovy rozdil 60cm, coz v dolni dvrati odpovida rychlosti v, =
= 3,4m-s~ . Vyletova rychlost byla ale pravdépodobné o néco mensi (kvuli tfeni pii vyletu
z trubice).

13
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Méfteni doletu badmintonovych micki

hmotnost [kg] 0,005 [ 0,005 | 0,005 0,005 | 0,010 [ 0,026 | 0,050
dolet 1 [m] 1,01 | 1,12 | 1,01 | 1,03 | 1,30 | 1,04 | 1,03
dolet 2 [m] 0,80 | 0,97 | 1,10 | 1,01 | 1,02 | 1,17 | 1,09
dolet 3 [m] 0,99 | 1,05 | 1,12 | 1,14 | 1,41 | 1,23 | 1,25
dolet 4 [m] 0,98 | 1,00 | 0,88 | 0,95 | 1,18 | 1,00 | 1,31
dolet 5 [m] 0,94 | 0,90 | 0,82 | 0,77 | 1,03 | 1,26 | 1,10
dolet 6 [m] 0,96 | 0,97 | 0,87 | 0,99 | 1,17 | 1,26 | 1,14

primér [m| 0,95 | 1,00 | 0,97 | 0,98 | 1,19 | 1,16 | 1,15
smérodatna odchylka [m]| 0,07 | 0,07 | 0,12 | 0,11 | 0,14 | 0,10 | 0,10

Z méreni je videt, ze té€zsi micky 1étaji dal. Kvuli velikosti chyby zptisobené nepfesnosti vy-
letové rychlosti (nebylo v mych sildch eliminovat tfeni mi¢ku, nez vyleti z trubice, ani pohyby
konstrukce kyvadla pfi ndrazu) neni ovSem mozné z naméfenych hodnot ovérit, jak korespon-

duji simulovana data s nameérenymi. L, .
J o Tereza Zabojnikova

terka@fykos.cz

Uloha I.S ... komplexni rychlokvaska (6 bodi; primér 2,92; vesilo 12 studenti)

a) Uvédomte si, Ze n-té odmocniny z komplexni jednotky lezi na n-uhelniku, a dofeste Bom-
belliho rovnici x* — 152 — 4 = 0. Nédpovédu naleznete v textu seridlu.

b) Vyjddiete goniometrické souctové vzorce pomoci komplexnich exponencial.

c) Ukazte oprdvnénost zanedbdni vyssich mocnin v odvozeni Bernoulliho limity, tj. ze do
zavorky miizeme pfidat ¢len o(1/N).

d) Pouzijte znaceni s malym o, abyste vyresili ilohu, s jakou frekvenci kmitaji body hmot-
nosti m po ose ¢ v Yukawové potencidlu ke®/* /x kolem rovnovézné polohy.

e) Dokazte, ze Cebysevovy polynomy cos(n arccos(z)) jsou skuteéné polynomy. Navod: Uva-
zujte komplexni jednotku z, ktera ma realnou ¢ast x. Pak se vysetfovany vyraz rovna realné
¢asti z", coz musi byt polynom, protoze odmocniny a imaginarni jednotky drzi pospolu.

Jakub Michdlek a Lukds Ledvina

Bombeliho rovnice

Pripomenme nejprve nad ramec feseni, jak se dospéje ke Cardanovym vzorcim. Pokud do
rovnice v redukovaném tvaru
3
z° = 3px + 2¢q

dosadime x = a + b, dostaneme z faktu, Ze rovnice mé platit pro vSechna p a ¢, ekvivalentni
soustavu rovnic

a3+b3:2q,
ab=p.

Tato soustava je invariantni vicéi zdméné neznamych, takze nam stac¢i vypocitat jen jednu
z nich. Dosazenim druhé rovnice do prvni a vyfeSenim kvadratické rovnice zjistime

b =g+ —p3.

14
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Ovsem s ohledem na prvni rovnici v soustavé budou mit feSeni opa¢né znaménko. Dosazenim
pro puvodni z = a + b dostaneme Cardaniv vzorec.

Dosazenim p = 5 a q = 2 ziskdme ¢® = 2+ 11i = (241)%. Jednim z feSeni je tedy a = 2 +1i
a b =2 —1i, coz da prozrazeny kofen x = 4. Kofeny tfeti odmocniny lezi na rovnostranném
trojuhelniku, takze mame dalsi kofeny

. -1 T
al _ ae:t2‘n/31 _ (2 +1) :;\/gl 2 :|2: \/g +

()i

Pokud si uvédomime, e = vznikne jako soudet ¢isla a’ a ¢isla komplexné sdruzeného, miizeme
rovnou psat
’ ) !
z=d +a =2Re(d) = (-2F V3).

Jinym postupem, jak celou rovnici Fesit, je vydéleni polynomem z — 4. Tak dostaneme
kvadratickou rovnici, kterou fesime diskriminantem.

Soucétové vzorce

Rozepiseme nyni e!**¥) dvéma zpiisoby. Jednak lze psat
Y — cos (z + y) +isin (z +y),
ale zaroven také
Y — 176l — (cos x4 isina) (cosy + isiny) =
= (coszcosy —sinzsiny) +1i(coszsiny + sinz cosy) .

Srovnanim pravych stran dostdvame

cos (x +y) = coszcosy — sinzsiny,

sin (x + y) = cosxsiny + sinx cosy .

. fs . « - , s -1
Souétovy vzorec pro tangens ziskdme jednoduse z vySe uvedenych rozsitenim (cos z cosy)

coswsiny +sinwzcosy  tgx +tgy

t = = .
g(@+y) cosrcosy —sinxsiny 1—tgatgy

Hodilo by se jesté dodat, jak ziskdme vzorce pro sin a + sin 3. Nejvyhodnéjsi zptisob, jak si
vzorce z hlavy vybavit, uvazuje dvé komplexni jednotky e® a . Ty lezi na kruznici a se¢teme
je jako vektory podle rovnobéznikového pravidla. Vysledek bude mit smér el@t0)/2 5 velikost
2cos((ow — 3)/2). Hledany vzorec je pak ziejmé jen imagindrni ¢ast souéinu poslednich dvou
¢isel (sméru a velikosti).

Bernoulliho limita a o (1/N)

Nasim cilem bude ukézat, Ze plati

(1—&-;4—0(;7))]\]:6’”, N —oo. (5)
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Nejdfive ozna¢me f(N) = o(1/N). Z definice malého o plati Nf(N) — 0 pro N — oc.
Provedeme zde maly trik: Budeme pocitat dvé vnorené limity misto jedné, tj.

N N
©= (14 5+ MO (1 2E MY grimron .

Zkuste si promyslet, ze pro exponencidlu je takovy postup v poradku. Jde o to ukézat, ze
maximum rozdilu funkci e a By(z) na intervalu [0,1] jde s rostoucim N k nule. Pak se
o funkci By (x) fikd, ze lokalné stejnomérné konverguje k e” a limity jdou prohazovat.

Kmitani v Yukawové potencialu

Yukawtv potencial se podoba Coulombovu potencidlu, ktery zahrnuje klesani sily s druhou
mocninou povrchu koule. Yukawtv potencial navic bere v tivahu, Ze se interak¢ni castice se
vzdalenosti rozpadaji stejné jako v radioaktivité.

Budeme uvazovat potencialni energii

Ur) =9—, (6)

kde g je konstanta, kterou nebudeme specifikovat, imérna jednak konstanté k v potencialu,
jednak veli¢iné charakterizujici interakei s ¢dstici (néco jako néboj). Nejdiive je potieba uréit
rovnovaznou polohu. Toto je mozné pomoci nékolika metod. Prvni metodou je pouziti derivace.
Ma-li f v bod& zo minimum, plati f'(z0) = 0. Dalsi hojné pouZivanou metodou porovnévani
funkce f s konstantou. Hleddme nejmensi konstantu C' takovou, aby rovnice f(z) = C méla
pravé jedno feSeni. Posledni zde zminénou metodou, kterou také pouzijeme, je rozvedeni dané
funkce do polynomu s pfesnosti alespon 0(62) okolo piedpoklddaného minima’ zo. Pokud bude
linearni ¢len nulovy, je to ekvivalentni nulové derivaci v tomto bodé (viz definici derivace
v druhé kapitole seridlu).

UvaZujme, Ze minimum je v bodé xo a plati x = 2o + 6 a § — 0. Potom potencidlni
energii (6) plati

(zo+8) /X To/X L/
e e e
U(x) = = .
(@) =9— 5 gxol+£
xo

Ve druhém zlomku rozvineme ¢itatele i jmenovatele do polynomu s presnosti o(6%) a obé&
zévorky vzdjemné vyndsobime. Jmenovatel je sou¢tem geometrické fady s kvocientem —4§/xo.

wo/ 5, & 5
€ 2

zo/ A

e 1 1 o (1 1 1 2
= 146 ~—— )+ — - —+ = 5% .
- (+ </\ x0>+ <2A2 /\IO+$3>)+0()

Jak jsme uvedli vySe, aby mél potencial minimum, musi byt koeficient linearniho ¢lenu roven
nule. Musi proto platit xo = A. Pro potencial proto plati

52 2y

U(z) =g§ (1+ % +o(§2)> .

7 O minimum jde, pokud prvni nenulovy ¢len rozvoje bude sudy. Pokud prvni nenulovy bude lichy
¢len, jedna se o inflexni bod. Samozfejmé museli bychom pouzit rozvoj s dostatecnou presnosti.
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Srovname nyni potencialni energii U(x) s potencialni energii pruzinky, kterd je Uyuh = ké%/2.
Dostaneme tuhost k£ odpovidajici pruzinky

Aige
k_ﬁ'

_ L ] ge
f72’n mA3’

Nasim cilem je ukézat, ze pro kazdé m pfirozené je cos(n arccos(z)) polynomem n-tého
stupné. Omezme se pro za¢atek na x € (0,1). Ozna¢me z komplexni jednotku s argumentem
a. Plati tedy z = €'*. Reélnou ¢ast této komplexni jednotky oznaéme . Plati tedy = = cos a.
Budeme uvazovat pouze horni polovinu jednotkové kruznice, tj. « € (0, ).

Studujme nyni vyraz cos(narccos(z)). Uzijeme identity |sina| = /1 — cos? a.

cos(n arccos(z)) = cos (na) = Re(ei"a) = Re((cosa +isina)™) = Re((z + 1m)n) .

Proto je frekvence kmitani

Cebysebovy polynomy

Zamysleme se nyni nad vySe ziskanym vyrazem. Jaké ¢leny z binomického rozvoje budou redlné
a jaké ryze imaginarni? Binomickd véta nam fika, jak umocnovat dvojcélen na n-tou

(a+b)" = kio (Z) a"pn Tk

7 s

kde kombinaéni ¢slo (), k = 0,...,n najdeme jako k-té &islo na n-tém fadku Pascalova

trojuhelniku. Protoze vime, jak se umocnuje komplexni jednotka, vime, ze
2k = i"eR,
2k = i"!eR.

Protoze ¢len s odmocninou v realné ¢asti umocnujeme vzdy na sudou mocninu, odmocnina
vymizi! A cely vyraz je tedy polynomem.

Je jasné, ze polynom neobsahuje mocniny x vétsi nez n. Sta¢i dokazat, ze koeficient pred x
je nenulovy. Rozpisem pfislusnych ¢lenti v binomickém rozvoji zjistime, Ze se koeficient pred z™
rovné souctu sudych ¢lenii na n-tém fadku Pascalova trojuhelniku. Ale tento soucet se z kon-
strukce Pascalova trojtihelniku rovna souctu celého (n — 1)-tého fadku, ktery je 2", coz je
nenulové ¢islo.

Timto jsme ukazali, ze

cos(narccos(z)) = Py (x)
plati na intervalu (0, 1). V nékterém dalsim dile si ukdzeme, Ze analyticka funkce je jednoznacéné
urdena svymi hodnotami na mno#iné s hromadnym bodem,® co je i interval.
Lukds Ledvina
lukasl@fykos.cz

Jakub Michdlek
jmi@fykos.cz

8) Hromadny bod je takovy, ze jeho libovolné malé okoli obsahuje alespon jeden bod, a tedy i nekonecné
mnoho bodu.
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Serial na pokracovani

Kapitola 2: Derivace a harmonicky oscilator

Vzpominky na exponencialu
Ukazme si jesté jednu nazornou drobnost k exponencidle. Jinymi slovy provedeme graficky
dikaz Eulerovy véty bez toho, aniz bychom museli znat vlastnosti goniometrickych funkci.

Ozna¢me z = a -+ bi a vyuzijme moznosti roznasobeni, kte- Tm(2)
A

rou jsme dokézali minule, tj. e* = e*-e®'. Druhy ¢initel definuje
Bernoulliho limita z,, = (1+bi/n)". Pro néjaké n si nakresleme (14 1bi)3 1+ bi
nacrtek (obr. 5). Nejprve zjistime velikost ¢isla 3
2\ n/2 2\ n? 1/2n 17:\2

Izn\=<1+%) :<<1+z2) > L=, pl (1450
Pro n — oo tedy lezi z, na jednotkové kruznici, stejné jako 1+ %bi
na ni lezi viechna &isla (1 4 bi/n)*, kde k < n, protoze ta
maji mensi velikost; v této posloupnosti se vzdy zvysuje argu- 1+ %bi
ment o konstantu (definice nasobeni) a &isla lezi ptiblizné na 0 >
jednotkové kruznici. Obvod takto vzniklého mnohotuhelnika je Re(z)
vzdy b, ale podle pravé dokadzaného se mnohothelnik blizi ke Obr. 5. Bernoulliho limita

kruznici. Tedy &islo e” je pravé komplexni jednotka, jejiz ob-

louk od jedni¢ky v kladném sméru méfi b (tak je definovan

thel v radidnech). Zavér pro exponencidlu: Redlnd ¢ast vzoru uréuje velikost obrazu, zatimco
argument obrazu ur¢ime tak, Zze ,namotame* imaginarni slozku vzoru na jednotkovou kruznici
jako na kul.

Pohyb v roviné

V predchozi kapitole jsme ziskali geometrickou pfedstavu komplexniho ¢isla jako bodu
v roviné. Nezapominejme ale, ze k této predstavé bodu v roviné jsme dospéli tak, Ze jsme
konstruovali vzory jednotky na kladné realné ose! Na komplexni ¢isla je proto casto vyhodnéjsi
pohled jako na zobrazeni roviny samotné do sebe. (Exponencialni tvar komplexniho ¢isla ndm
pak fekl, Ze tato zobrazeni jsou sloZeni otodeni a roztazeni.) Odtud prameni i kouzelna vlastnost
komplexnich ¢isel: Nejsou to jenom Sipky z pocatku, ale zaroven podobna zobrazeni na téchto
Sipkach.

Uvazujme na chvilku trochu jind zobrazeni — shodné zobrazeni roviny na sebe. Pfedstavme
si m¥iz s rozteéi £ v roviné (vodorovné a svislé pfimky navzajem vzdalené o ¢). Stoji za to
uvést zakladni tvrzeni, ze otoceni R, této mrize kolem libovolného bodu roviny a je totéz jako
otodeni o stejny tihel kolem poéatku Ro = e'’- a néjaké posunuti T, = a+. To vyplyvé z toho,
Ze obrazovou soufadnicovou mfiz lze na vzorovou miiz prevést prosté posunutim obrazového
pocatku zpét do vzorového pocatku a otocenim, rovnobéznost i vzdalenost miizovych primek
se totiz zachovavaji. Samotné zobrazeni R, pak lze provést oklikou

Ro = ToRoT-, 5
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kde posunuti T_, a T, jsou navzdjem inverzni, ¢ili jejich slozeni d& dohromady jednotku
1=T_,T, =T,T_,. Dosazenim konkrétniho tvaru operatori, napt. T_, = —a+ dostaneme

0 i i
2 =a+(—a+2)e’ =a—ae’ + 2",

odkud vyplyva, zZe celou transformaci muzeme také psit T,Ro, kde v = a(1 — ew). Naopak
libovolnou kombinaci otoceni Ry a nasledného posunuti lze zapsat jako otoceni kolem jednoho
konkrétniho bodu h (viz tloha). Tento bod se nazyva pél a v jednoduchych pfipadech 1ze ho
najit jako prisecik pfimek kolmgch na rychlost (obr. 6).

Im(z) 5

Obr. 6. Padajici ty¢

Derivace

Derivace je strasné slovo a komplexni derivace jesté horsi. Nastésti pravé opak je pravdou
a komplexni derivace je velice jednoduchy koncept. Uvazujme komplexni funkci f : C — C,
pak ve vySetfovaném bodé zo je derivace A, pokud

Af = AAz + o(Az2), Az —0, (7

kde Az = z — zp je komplexni ¢islo mitici z vySetfovaného bodu z¢ do jiného bodu z v okoli
a Af = f(z) — f(z0) odpovida rozdilu funkénich hodnot. Definici (7) budeme ekvivalentné
zapisovat

df =Ade = A= 4f

dz

Je velice pfisné zadat, aby tato podminka platila pro vSechny body na néjakém malém okoli
vySetfovaného bodu z¢. Jinymi slovy pozadujeme, aby na malém okoli vySetfovaného bodu $lo
rozdil funkénich hodnot psét jako soucin néjaké komplexni konstanty A a rozdilu poloh dz. To
ale znamena, Ze rozdil funkénich hodnot je na uvazovaném okoli vzdycky pfiblizné roven rozdilu
poloh, ktery je vhodné pootocen a roztazen! Nasobeni komplexnim ¢islem je totiz zobrazeni
odpovidajici otodeni a roztazeni; ddle budeme mluvit o kroutivé vlastnost: (angl. amplitwist,
ném. Drehstreckung.)

Pro zajimavost si ukazme zakladni dusledky kroutivé vlastnosti. Na okoli bodu zp, na
kterém mé funkce derivaci, uvazujme soufadnicovou ¢tvercovou miiz o malé rozteéi € (viz
obr. 7). Pak podle kroutivé vlastnosti bude obraz m¥ize na malém okoli bodu zg jiné ¢tvercova
mfiiz, akorat roztazend a pootocend. Na vétsim okoli uz ¢tverecky budou sice riuzné velké, ale
podle kroutivé vlastnosti zistanou pfiblizné ¢tverecky.
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A

v

Obr. 7. Zobrazeni m¥iZe funkci e®

a) Pro strany obrazového Gtverce miizeme psat pfiblizné f(zo + €) — f(z0) = fze + o(e)
a f(zo +¢ei) — f(z0) = fye + o(e), kde fz a fy, jsou derivace funkce ve sméru vodorovné
a svislé osy. To znamena, ze ve vztahu (7) se omezujeme na dz realné nebo ryze imagi-
narni. Podle kroutivé vlastnosti vSak obraz ¢tverce musi byt ¢tverec, takze ihned dostavame
Cauchyho-Riemannovy podminky
fy=ife.

Pokud funkce nespliiuje ani tyto podminky, nemé kroutivou vlastnost a nemutze mit derivaci
(jednd se napfiklad o funkce absolutni hodnota, realna ¢ést).

b) Uvazujme Etverecek o strané e, ktery se zobrazi na jiny ¢tverecek. Spocitdme cirkulaci po
obvodu toho malého ¢tverecku. Cirkulaci pfitom rozumime, Ze se¢teme u vSech Gty stran
funkéni hodnotu ve stiedu strany vynasobenou hranou jako komplexnim &slem.® Napiiklad
prvni hrané odpovida pfimo z definice derivace obraz Ae, dalsi je vzdy nésobend i:

Cirkulace = Ae(f(z1) — f(23)) +ide(f(z2) — f(z1)) = o(e?),

kde jsme vyuzili definice derivace, ze f(z1)— f(z3) = Ae+o0(e) a f(z2) — f(z4) = Aie+o0(e).
Chceme-li vypocitat cirkulaci po néjaké uzaviené kiivce je to to samé, jako bychom secetli
cirkulace pfes vSechny malé ¢tverecky uvnitf. Prispévky uvniti oblasti se vzdjemné vyrusi
kvuli shodné orientaci sousednich ¢tverecku. Cirkulace okolo kazdého z nich je 0(82), celkovy

9) Cirkulace je uzite¢na, protoze vystupuje ve fyzikalnich rovnicich. Napiiklad u rychlosti vody od-
povidé virovosti funkce, tj. pokud bychom na hladinu polozili malé padélko, roztacelo by se tmérné
cirkulaci.
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pocet &tverecki je umérny €2, protoze jde o koneény rovinny problém. Bude-li sit dosta-
teéné husta, celkova cirkulace pro kiivku se rovna o(e?)e™2 = o(1) — 0. Se zmensujicim se
prumeérem ¢tverecku tedy cirkulace po libovolné kfivce, uvnitf niz ma funkce derivaci, mizi.
Toto tvrzeni se nazyva Cauchyho véta a obvykle se zapisuje cirkulace zapisuje integralem

Cirkulace = 7{ f(z)dz=0.
r

Tato dvé tvrzeni lze pouzit pri feSeni parcialnich diferencialnich rovnic v roviné, cemuz se
budeme vénovat v pristi kapitole.

Derivace zdkladnich funkci

Derivace mocninnych funkci jsme odvodili v nulté ka-
pitole, plati totiz d(z™) = nz" "' dz. Exponenciala se de-
rivuje na sebe samu d(e*) = e* dz, jak vyplyva z pouziti
vzorce pro mocninou funkei'® 1

" " _ iw(t+At)
d(1+3) n<1+f) . () =e
n n z >
= — (1 + 7) —e”.

Im(z) A

d .
i n (1 + %) " 2(t) = e'*
1 Re(z)
Ovsem pokud se spokojime s komplexni exponencidlou Obr. 8. Rovnomérny pohyb po
2(t) = ¢'“’* redlné proménné ¢, ma komplexni derivace mi- kru¥nici

mofadné jednoduchou grafickou interpretaci. Funkce z(t)

udéavé polohu a jeji derivace 2(t) udava rychlost (obr. 8).

P1i derivovani linearniho ¢lenu vypadne konstanta pred

t, takze rychlost se rovna poloze nasobené iw a rychlost je

kolm4 na polohu. Protoze |z| = 1, pohybuje se sledovany bod po jednotkové kruznici s tthlovou

rychlosti w. Podrobné byl tento pfipad probrén v tloze Smrtici kolotoé (IV.3 v XXIII. ro¢niku).
Ustfedni dfivod pouziti komplexni exponencialy je tedy ten, Ze pro monochromatické viny

z(t) = re'’ lze slozité derivovani nahradit prostym nisobenim:

d

I =iw. (8)

Klicem k obecnému feseni je fakt, ze kazdou vlnu muzeme zapsat jako vhodny soucet vel-
kého mnozstvi monochromatickych vin. K této identité se jesté vratime, az budeme zavadét
spektrum, které mé fadu fyzikdlnich pouziti.

Harmonicky oscilator

Pro zavazi hmotnosti m na pruzince o tuhosti k& plyne z Hookova zdkona pohybova rovnice

. k
i=-—u,
m

10) Samoziejmé pro prehozeni limity a derivace musi byt splnény jisté podminky. Posloupnost musi
byt lokalné stejnomérné konvergentni, coz jsme ovérili v feSené uloze k predchozi kapitole seridlu.
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Dvoji aplikaci (8) na pravou stranu bychom pro piipad, Zze kdyby bylo misto = komplexni z,
dostali podminku w? = k /m. Tomu odpovida kladny a zadporny kofen a feSeni musi byt tvaru
souétu z(t) = re'* + se7*. Ale co je proboha komplexni poloha u harmonického oscilatoru?
Staci si uvédomit, dvé komplexni ¢éisla jsou si rovnd, pokud se rovnaji jejich realné a imaginarni
Casti, a plati tedy tieba z(t) = Re(z(t)) pro vhodné konstanty r a s, které uréime ze znalosti
pocatecni polohy r + s a poc¢ateéni rychlosti w(r — s).

Ted preznacime proménné, abychom ukdzali trochu jiny pohled na véc, kterym se snadno
fesi tieba vinova rovnice. Staéi nam vzorec A*> — B> = (A — B)(A + B), ktery plati pro A
a B za predpokladu, ze AB = BA neboli [AB] = 0 (komutuji). V naSem p¥ipadé jsou poloha
z(t) a hybnost p(t) = mdz/ dt funkce redlné proménné a bodové ndsobené funkce samoziejmé
komutuji. Potom se energie rovna

2

D 1, 5
E=2 4 k=
om T 2"*

(p +iaz)(p — ix)

2m ’

kde o = km. Zjevné jsme tedy dostali vyraz tvaru F = 2%, pfi¢em? z = p + iax. Ze zédkona
zachovani energie musi energie byt konstantni, coz lze snadno splnit, pokud z = konst. Po-
sunutim celého systému = — x + xo, pri kterém se hybnost neméni, lze zajistit z = 0, takze
dostavame rovnici

dz .

g = Twe,

coz je defini¢ni rovnice exponencidly z = re~*“*. Druhé nezévislé feseni z = se*’ je komplexné
sdruzené; nase vysledky se shoduji s predchozi ¢asti.

Ve kvantové mechanice postupujeme uplné stejné, akorat misto funkci ¢asu jsou = a p
linearni zobrazeni stavového prostoru na sebe (operatory). Tyto operdtory ale na rozdil od
bodového nésobeni spliiuji komutaéni relace [xp] = ifi # 0, takze se za soufinem zZ objevi jesté
jednotka, ktera stoji za tim, ze vlastni stavy tvori nekoneény ,zebiik“ a z a z se nazyvaji anihi-
la¢ni a kreacni operator, které posouvaji o ¢islované stavy na nekonecném zebiiku o jednotku
dolti nebo nahoru.

z=0

Elektrické obvody

Ukazme si jednoduchou fyzikalni aplikaci harmonického oscilatoru — stiidavé elektrické
obvody. Co znamend, ze néjaky obvod ma komplexni odpor?

Uvazujme elektricky obvod, ve kterém se nachazi pouze civky, kondenzatory a odpory.
Nesporna vyhoda téchto soucastek je jejich linearita.

a) Pripojime-li na rezistor dvakrat vétsi napéti, prochazejici proud bude také dvakrat vétsi:
U=RI, 9)

kde U znaci napéti, I proud a R odpor.
b) Pokud na civku p¥ipojime dvakrat vétsi napéti protékajici proud bude rust dvakrat rychleji.
Konstanta, kterd svazuje napéti se zménou proudu se nazyva induk¢énost L a plati
dl
U=L—. 10
I (10)
Na pravé strané se obcas piSe znaménko minus, které vyjadiuje Lenztv zakon, ze indukované
napéti mé opacny smér nez zmeéna proudu. My ale civku povaZzujeme za spotiebi¢, nikoliv
zdroj napéti, a proto minus nepiseme.
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¢) Pro kondenzator o kapacité C plati

_dQ _,dU
1= =0 (11)

K takovémuto obvodu pfipojime stfidavé napéti o ihlové frekvenci w

U = Upe™?, (12)
I =Ipe", (13)

kde Uy a Ip jsou komplexni konstanty.

Nyni byste se ale méli zdésit! Nebo snad uz ne? Co je to komplexni napéti ¢i proud? Spravna
odpovéd je nic. Pokud budeme mé&Fit napéti ¢i proud, vzdy zméfime pouze redlnou slozku. Je
ale uziteéné s nim pocitat, protoze zménu faze pak zaridime pouze vynasobenim komplexni
jednotkou.

Zavedeni impedance
Podivejme se nyni, co se stane, pokud dosadime (12) a (13) do rovnic (9) az (11). Oznac¢me
Z =U/I a fikejme této veli¢iné impedance.
a) Pro impedanci rezistoru plati
Zr=R.

b) Jak to je s impedanci civky? Na pravé strané vyrazu (10) se vyskytuje derivace a té se mu-
sime zbavit; vyuzijeme vySe zminény fakt, Ze pro monochromatickou vlnu (zde harmonické
napéti) prechézi diferencidlni rovnice na algebraické:

g B LdIOeiwt

_ . iwt .
i T Llpiwe™" = Lliw .

Pro impedanci civky proto plati

U .
ZL:7:1UJL.

¢) Pro kondenzéator obdobnym postupem ziskdme

Velikost a faze impedance

Podivejme se nyni, co znamend redlnd a imaginarni ¢ast impedance (kartézsky tvar), resp.
faze a velikost (goniometricky tvar).

Vyjdéme z defini¢niho vztahu impedance Z = U/I. Vypoctéme velikost levé i pravé strany
této rovnice.

Il Lo’

Vhodnou volbou ¢asového pocatku zafidime, aby Uy bylo realné. Dale plati I = U/Z, a proto
faze impedance udéava zpozdéni proudu vici napéti. Plati stard poucka Civka je jako divka:
Nejdiiv napéti, potom proud.

12| =

Ul _ Ul _ U
- =
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Jesté si odvodme zdkladni pravidla pro vzajemné razeni impedanci.

a) Radime-li sériové, je stejné jako v piipadé odporti celkové napéti rovno souétu parcialnich
napéti, a proto se impedance scitaji.

b) Pro paralelni Fazeni je celkovy proud souétem parcidlnich proudu a séitaji se pfevricené
hodnoty impedanci.
Dalsi metodou feseni uzivanou pfevazné na stfedni skole je tzv. fazorova. Fazor totiz repre-

zentuje zminovanou amplitudu napéti resp. proudu a impedance je pomér komplexniho ¢isla
reprezentujiciho napéti a proud.

Uloha II.S ... zakomplexovana

a) Po jaké trajektorii (polodii) se pohybuje pdl pfi pohybu tyde padajici v rohu? Vyteste
uzitim komplexnich cisel.

b) Pro e — 0 uvazujte otoceni o uhel ¢, které zapisujeme Rc, a posunuti T.. VySetiete a po-
rovnejte zobrazeni R.T-R_.T_. a komutator [ReT.].

¢) Otoéeni jsme v tvodni pozndmce poskladali z miniaturnich otodeni e = (1 4 i¥/N)
Dokéazete pomoci exponencialy zapsat také posunuti funkce?

d) Nakreslete obréazek, na co funkce 2 zobrazi m¥iz roztece . Za bonus miizete nakreslit obraz
miize po funkci cos(z).

e) Pomoci komplexnich ¢&isel spo¢téte impedanci st¥idavého obvodu série civky, rezistoru a pa-

ralelné zapojeného kondenzatoru s odporem, pri¢emz obvod pokracuje iterativné dale (viz
obr. 9).

N

R L

G —-—C

Obr. 9. Koaxialni kabel
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 445 5 8 6 36 100 36

1. Jakub Vosmera G Matyéase Lercha, Brno 5135 4 3 7 28 78 28

2. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 6 3245 2 2 24 67 24

3. Jakub Kubecka G, Nymburk 34135 0 - 16 53 16

4. Jakub Maksymov G a SOS, Jaroméf 11 --5 5 - 12 57 12

5.—6. Tomas Bdrta G, Nad Stolou Praha 3 -2 -3 -2 10 53 10

Gabija Marsalkaite 412 -3 - - 10 59 10

7. Peter Kosec G Ludovita Stira, Trenéin 41 - - 4 — 9 69 9

8.-9. Samuel Havadej G J. A. Raymana, Presov 2 -1 -4 - - 7T 54 7

Bedrich Said G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 2311 - - T 41 7

10.-12. Jan BydZovsky G J. Heyrovského, Praha 2 -13 - - 6 46 6

Ondrej Mil Jiraskovo G, Néachod 2 4 - - - - - 6 75 6

Kristyna Nesporova G, Boskovice 3 -0 -3 - - 6 46 6

13. Alena Harlenderova Slovanské G, Olomouc 3 -1 — — 4 50 4

14.-15. Lucia Filovd Hotelova akadémia, Brezno 1 - - - - - - 1 25 1

Patrik Svancara G Ludovita Stuara, Trenéin e 1 18 1
Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 4455 8 6 36 100 36

1.—2. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha 4 - 335 2 - 17 65 17

Martin Buchdcek G Ludka Pika, Plzen 2254 - - 4 17 74 17

3. Ivo Vinklarek G, Roznov p. Radho$tém 4 322 - - - 11 65 11

4. Dominika Kalasovd G, Boskovice 31 - -4 2 10 53 10

5. Jan Sopousek Gymnézium, Brno-Reckovice 212 - 3 1 9 39 9

6. Ondrej Maslikiewicz ~ SPS, Hronov 13 --4 - - 8 62 8

7. Tomds Pikalek G, Boskovice 212 - -11 T 27T 7

8. Vojtéch Havlicek G Christiana Dopplera, Praha 2 4 - - - - 6 75 6

9.—10. Anna Chejnovskd G Christiana Dopplera, Praha 2 - -- - -3 5 50 5

Jakub Kocdk G L. Svobodu, Humenné 41 - - - - 5 63 5

11. Tomas Havelka G, Neumannova, Zdar n. S. 3 -1 - - - - 4 50 4
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Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 445 5 8 6 36 100 36

1. Tomds Kotinek 220 -4 - - 8 47 8

2. Jan Palounek G Christiana Dopplera, Praha - - -2 4 - - 6 60 6

3. Markéta Vohnikovd PORG, Praha 2 - - - - - - 2 50 2
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 4 45 5 8 6 36 100 36

1. Jakub Safin G, P. Horova, Michalovce 31125 8 4 24 67 24

2. Filip Murdr G, Masarykovo nam., Ttebi¢ 4 11- 4 -5 15 65 15

3. Veronika Dockalova G, Elgartova, Brno 231 -4 3 - 13 52 13

4.—5. Tomas Azman G, Boskovice 23 -2 41 - 12 46 12

Lubomir Grund G Zabteh 4 - 13 - — 4 12 63 12

6.—7. Jiri Jurena G, Uherské Hradisté 33 --5 - - 11 85 11

Kristyna Kohoutovd G, Zamberk 41 --5 10 11 41 11

8.—10. Jakub Dolezal G, Spitalska, Praha 4 1 - 5 - 10 77 10

Martin Gajdosik G, Uherské Hradisté -3-25 - - 10 71 10

Lukas Timko G P. de Coubertina, Tabor 532 - - - - 10 83 10

11. Viadimir Macko G L. Stura, Zvolen 2 - - 4 2 - 8 47 8

12. Lukad$ Fusek G, Uherské Hradisté - - =25 - T 70 7

13. Vliadan Gloncak G Ludovita Stara, Trendéin 1 --2 - - - 3 33 3

14.-16. Vojtéch Erbrt G J. K. Tyla, Hradec Kralové 2 - - - - - - 2 50 2

Klara Kymlovd G a SOSE, Sedl¢any 2 - - - - - - 2 50 2

Klaudia Mrazikovd G Ludovita Stara, Trenéin 2 - - - - - - 2 50 2
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