
Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 3/7

Milí øe¹itelé!

Dostáváte do rukou autorská øe¹ení druhé série spoleènì se svými opravenými úlohami.
Ve vzorových øe¹eních se nejen dozvíte, jak mìlo vypadat øe¹ení správné, ale i jaké jste dìlali
nejèastìji chyby apod. S jakýmikoliv dotazy èi nesrovnalostmi se mù¾ete obrátit na opravovatele
úloh, jejich¾ e-maily jsou uvedeny pod pøíslu¹ným vzorovým øe¹ením.

Na konci bro¾ury najdete výsledkovou listinu po jednotlivých roènících. U Studenta Pilného
je napsán plný poèet bodù za pøíslu¹né úlohy. Pokud jste dostali bodù více ne¾ on, znamená
to, ¾e se va¹e øe¹ení opravovateli líbilo natolik, ¾e vám udìlil prémii. Ve sloupci oznaèeném þIÿ
je uveden souèet bodù za první sérii, ve sloupci þ%ÿ procentuální zisk z úloh, které jste letos
poslali. A ve sloupci posledním je uveden celkový poèet bodù získaný za aktuální roèník.

Dále bychom chtìli po¾ádat ty, kteøí nám letos je¹tì neposlali øe¹ení ¾ádné úlohy,
a pøesto chtìjí dále dostávat nová zadání a vzorová øe¹ení, aby nám napsali dopis èi
mail. Pokud tak neuèiní, dal¹í po¹tu ji¾ od nás letos dostávat nebudou.

Vaši organizátoři

Zadání III. série

Termín odeslání: 24. ledna 2011
Termín doruèení: 26. ledna 2011

Úloha III . 1 . . . rozcvička

a) Dr. Nec
Terka byla o víkendu tahat døevo. Objem døeva se mìøí dvìma zpùsoby: na kubíky (1m3

døevo-hmoty bez vzduchových mezer mezi kládami) a na plnometry (1m3 i s mezerami).
Naleznìte pøevodní vztah mezi tìmito dvìma jednotkami (tj. kolik plnometrù odpovídá jed�
nomu kubíku) v závislosti na polomìru klád, ze kterých se skládá hranice. Klády pova¾ujte
za dokonale hladké válce, které se skládají na sebe.

b) bublifuk
Foukáme do mýdlového povrchu na poèátku kruhového tvaru tak, aby mìl tvar kulového

vrchlíku o polomìru r. Odhadnìte, jakou rychlostí do nìj musíme foukat?

Úloha III . 2 . . . zasekanej!
Jistì jste si v¹imli, ¾e pøi podélném parkování zpáteèkou se auto mù¾e vejít i do celkem malé

mezery. Mìjme auto délky L, ¹íøky d se vzdáleností kol l. Kola se mohou otoèit maximálnì
o α stupòù (tzv. þplný rejdÿ). Do jak velké mezery budeme schopni zaparkovat pøi pou¾ití
zpáteèky? A pøi parkování popøedu? Jaká je ideální parkovací strategie? Auto musí být samo�
zøejmì dokonale zarovnané v øadì (tj. rovnobì¾nì s chodníkem ve vzdálenosti maximálnì d0
od chodníku) a pøi parkovacím manévru se auto smí pohybovat pouze jedním smìrem, tzn.
buï dopøedu nebo dozadu.
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Úloha III . 3 . . . čichač Aleš
Ale¹ má na koleji na polièce neprody¹nì uzavøenou válcovou prùhlednou nádobu s to�

luenem, z 90% plnou. Ale¹ si svùj toluen pochopitelnì bedlivì støe¾í. Kdy¾ se po víkendu
vrátil na kolej, v¹iml si, ¾e se hladina toluenu v nádobì o kousíèek sní¾ila a okam¾itì obvi�
nil spolubydlícího ¹nEka z kráde¾e. A¾ posléze si uvìdomil, ¾e o víkendu zaèali topit a tep�
lota v ubikaci tudí¾ stoupla o 20◦C. Rozøe¹te tento detektivní pøíbìh a zjistìte, zda ¹nEk
skuteènì èichal toluen. Jinak øeèeno: Jak velký pokles hladiny mohla zpùsobit zmìna tep�
loty? Mohl by si takového poklesu Ale¹ vùbec v¹imnout? K øe¹ení lze pou¾ít data uvedená na
http://en.wikipedia.org/wiki/Toluene (data page).

Úloha III . 4 . . . rumové ovoce

2r

Obr. 1. Miska s brèky

Uva¾ujme misku, do které polo¾íme dvì spo�
jená brèka, která mají tvar písmene V a polo�
mìr r. Brèko se smí dotýkat pouze okrajù misky.
Urèete nejprve podmínku stability a potom vy�
poèítejte periodu kmitù brèka v soumìrné po�
loze.

Úloha III . P . . . wassermánie
Voda má spoustu zajímavých, výjimeèných

a anomálních vlastností ve srovnání s jinými ka�
palinami. Podrobný výèet tìchto anomálií lze nalézt na stránce http://www.btinternet.com/
~martin.chaplin/anmlies.html. Zamyslete se, jaký tyto anomálie mají význam pro ¾ivot na
zemi, èlovìka a také techniku.

Úloha III . E . . . papír
Zmìøte, jak závisí prùsvitnost papíru na úhlu, pod kterým je sklopený. Máme soustavu

oko papír ¾árovka v jedné pøímce. Mìøíme závislost intenzity pro¹lého svìtla na úhlu stoèení
papíru vzhledem k ose aparatury.

Øe¹ení II. série

Úloha II . 1 . . . rozcvička (4 body; prùmìr 1,05; øe¹ilo 19 studentù)

a) Jakubova snídaně
Jakub jí k snídani cereální kulièky o hustotì %, které si sype do misky ve tvaru komolého
ku¾ele (horní podstava má polomìr R, spodní r a vý¹ka je l), ve kterém má do vý¹ky
h nalité mléko. Koe�cient zaplnìní prostoru koulemi je κ. Kolik nejvíce kulièek mù¾e do
misky nasypat?

b) magnetický monopol
Máme velkou plechovou desku, kterou zmagnetujeme tak, ¾e na její horní plo¹e bude severní
magnetický pól (a na dolní plo¹e ten ji¾ní). Vylisujeme z ní dvì stejné polokoule. Na vnitøní
stranì obou polokoulí je teï ji¾ní a na vnìj¹í severní pól. Polokoule k sobì pøiblí¾íme tak, ¾e
vyrobíme celou kouli. Ta má nyní venku pouze severní pól, tak¾e se chová jako magnetický
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monopól. A nebo ne? Co nám vytvoøení takovéto koule zabrání?
Kulièky ke snídani rozsypal Jakub, magnety zamotaly hlavu brnìnským teoretikùm.

Jakubova snídanì

Uva¾ujme, ¾e pokud kulièky dosáhnou okraje misky, tak se rozsypou a pokud okraje do�
sáhne mléko, tak se rozlije. Oznaème m hmotnost kulièek, kterou hledáme. Dále platí

V =
π

3
l

R− r
(
R3 − r3

)
,

Vh =
π

3
h

rh − r
(
r3h − r3

)
,

kde V je celkový objem misky, Vh je objem mléka a rh = r + h(R − r)/l je polomìr hladiny
mléka.

Obecnì mohou nastat tøi pøípady:

a) Hustota kulièek je men¹í ne¾ hustota mléka a kulièky plavou na mléku.
Objem misky je rozdìlen na tøi èásti. Dole je jen mléko, uprostøed je mléko s kulièkami

a navrchu jsou jen kulièky. Oznaème Vm objem kde je jen mléko, Vkm objem kde je mléko
s kulièkami a Vk objem kde jsou jen kulièky. Dále oznaème %m hustotu mléka a %k hustotu
kulièek a nakonecm jejich hmotnost. Pak platí lineární soustava rovnic o ètyøech neznámých

m = κVkm%m , (1)

m = κ (Vkm + Vk) %k , (2)

Vh = (1− κ)Vkm + Vm , (3)

V = Vm + Vkm + Vk , (4)

kde V je objem celé misky a Vh je cekový objem mléka. Rovnice (1) vychází z Archimedova
zákona, (2) vyjadøuje celkovou hmotnost kulièek, (3) vyjadøuje celkový objem mléka a (4)
je celkový objem misky. Vyøe¹ením této soustavy získáme

m =
κ%m%k(V − Vh)
%m − (1− κ)%k

.

Podmínka plavání kulièek je ovìøitelná nerovností m < V %kκ.
b) Kulièky narazily na dno a pøepadávají kulièky.

Kulièky zabírají celý objem misky, mléko je v prostoru mezi kulièkami. Pak platí

m = V %kκ .

Podmínka pro náraz na dno je

m >
κVh%m
1− κ ,

která vychází z archimedova zákona, kde Vh/(1−κ) je objem, ve kterém se nachází mléko.
c) Hustota kulièek je vìt¹í ne¾ hustota mléka a mléko pøeteèe.

Kulièky zabírají objem velikosti V − Vh, a tedy

m = %k(V − Vh) .
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Podmínka pro pøeteèení mléka je Vh > (1 − κ)V , tedy mléka je více, ne¾ by se ve¹lo do
mezer mezi kulièky.

Pro nalezení správného výsledku pro konkrétní hodnoty by tedy bylo potøeba provìøit
v¹echny tøi mo¾nosti a zkontrolovat, které jsou splnìny podmínky.

Magetický monopol

Jedna z Maxwellových rovnic nám øíká, ¾e tok magnetické indukce libovolnou uzavøenou
plochou je nulový. Matematickou symbolikou lze zapsat∮

S

B · dS = 0 ,

kde B je pole magnetické indukce, S je uzavøená plocha a dS je vektor velikosti elementu
plochy s normálovým smìrem.

To ov¹em platí za pøedpokladu, ¾e neexistuje magnetický monopól. Kdyby existoval, platila
by obdoba Gaussova zákona elektrostatiky i pro pole magnetické: Tok magnetické indukce
libovolnou uzavøenou plochou je pøímo úmìrný magnetickému náboji uvnitø plochy. Zapsáno∮

S

B · dS = kM ,

kde k je konstanta úmìrnosti a M je celkový magnetický náboj uvnitø plochy.
®ádná z polokoulí magnetický náboj nemá a proto uzavøeme-li libovolnou z nich do plochy,

magnetický tok touto plochou bude nulový. Z principu superpozice musí platit, ¾e magnetický
tok plochou, kde jsou uzavøené obì polokoule musí být roven souètu tokù plochou ve chvíli,
kdy obsahuje pouze první a pouze druhou polokouli. Seètením dvou nul získáme znovu nulu
a výsledný tok je zase nulový. Vidíme tedy, ¾e se magnetické úèinky polokoulí vyru¹í a získáme
magneticky neutrální kouli.

Jinými slovy: bez monopólu monopól nevytvoøí¹.
Jáchym Sýkora
jachym@fykos.cz

Úloha II . 2 . . . Lennard-Jonesův potenciál (4 body; prùmìr 2,19; øe¹ilo 16 studentù)
Mezi dvìma atomy inertního plynu pùsobí tzv. Lennard-Jonesùv potenciál

U(R) = 4ε

(( σ
R

)12
−
( σ
R

)6)
.

Pøedpokládejte, ¾e pohyb atomù je omezen na pøímku. Urèete rovnová¾nou polohu, ani¾ byste
derivovali! Význam konstant σ a ε bude podrobnìji vysvìtlen ve vzorovém øe¹ení.

Jakub si rád hraje s atomy

Lennard-Jonesùv potenciál je zjednodu¹eným matematickým modelem chování dvou èástic
plynu. Chování èástic závisí na jejich vzdálenosti R a modeluje se pouze v jedné dimenzi.

Pro lep¹í pøedstavu mù¾eme vidìt na obrázku, jak vypadá závislost potenciální energie na
vzdálenosti mezi tìmito èásticemi. K urèení rovnová¾né polohy tedy vlastnì musíme zjistit,
kde je minimum této køivky, kterou mù¾eme popsat rovnicí

U(R) = 4ε

(( σ
R

)12
−
( σ
R

)6)
. (5)
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Minimum bez derivování mù¾eme zjistit pomocí upravení na ètverec.
Pro vìt¹í pøehlednost si nejprve zavedeme substituci

A =
2σ6
√
ε

R6
.

Pravou stranu rovnice (5) pak mù¾eme pøepsat jako

U(R) = A2 − 2A
√
ε = (A−

√
ε)2 − ε . (6)

Pro doplnìní na ètverec jsme pøièetli a odeèetli ε (èím¾ se hodnota nezmìní) a ji¾ vidíme, ¾e
kvadratický èlen bude (A−

√
ε) a konstantní −ε. Z tohoto tvaru je ji¾ patrné, ¾e minimum má

potencál v bodì A =
√
ε, tj.

r0 = σ
6
√
2 .

Hloubka tohoto minima je rovna
U(r0) = −ε .

Vypoèteme-li U(σ) = 0. Nyní je ji¾ znám význam konstant σ a ε. σ je vzdálenost, které
odpovídá nulová energie a ε je hloubka potenciálové jámy.

K vyøe¹ení úlohy mù¾eme pou¾ít i jiný obecnìj¹í postup. Budeme zkoumat rovnici U(R) =
= U0 a hledat U0 takové, aby tato rovnice mìla právì jeden koøen. Tento je extrémem a jemu
odpovídající konstanta U0 jeho hodnotou.

Uka¾me si tento postup v praxi. Vyjdìme z rovnice (6).

A2 − 2A
√
ε− U0 = 0 .

Tato rovnice bude mít jeden koøen, právì tehdy pokud diskriminant D = 0, tj.

D = 4A2ε+ 4A2U0 = 0 ,

toto je splnìno pro U0 = −ε. Dále pro jediný koøen této rovnice platí

A =
2
√
ε

2
=
√
ε .

Tento výsledek se shoduje s výsledkem uvedeným vý¹e.
Lada Peksová
lada@fykos.cz

Úloha II . 3 . . . překapávač (4 body; prùmìr 2,25; øe¹ili 4 studenti)

l

d

h

Obr. 2. Pøekapávaè
a stoupající bublina uná¹ející

trochu vody

Luká¹ si k psaní protokolù z praktika vaøil kávu a mírnì
si upravil kávovar. Ke dnu nádobky pøidìlal zahnutou tru�
bièku, na kterou namotal topnou spirálku. Spirálka byla ve
vý¹ce d nade dnem nádobky (viz obrázek), hladina vody ve
vý¹ce h. Parametry trubièky a spirálky jsou právì takové, aby
pára vzniklá varem vody pøivádìné z rezervoáru v nádobce
vytlaèovala vodu nad sebou nahoru. Spoètìte výkon, který
musíme dodávat do spirálky, aby z ústí trubièky ve vý¹ce l
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vytékala voda. Jaká je úèinnost takovéhoto tepelného stroje?
(4 body) Z nudy zkou¹el Luká¹.

Bìhem výroby kávy se bude v trubici v blízkosti spirálky
odpaøovat voda, a takto vzniklá vodní pára bude vytlaèo�
vat nad sebe vodu, která pak bude vytékat z kávovaru. Nad
spirálkou bude tedy smìs vody a vodní páry.

V trubici musí nastat rovnost hydrostatických tlakù. Oznaème %s hustotu smìsi vody
a vodní páry nad spirálkou a jako %v hustotu vody. Platí

(h− d)%vg = (l − d)%sg .

Oznaème �V objem smìsi páry a vody, která vyteèe za èas �t. Hmotnost vyzdvi¾ené smìsi
nech» je �m. Nyní zanedbáme hmotnost páry v kapiláøe. Oznaèíme-li �Vv objem vody a �Vp
objem páry; �V = �Vp +�Vv, dostáváme

�Vv = �V
h− d
l − d , (7)

�Vp = �V

(
1− h− d

l − d

)
(8) .

Nyní se zamyslíme, co se stane, kdy¾ ohøíváme vodu spirálkou. Za krátký èasový úsek �t
se odpaøí voda o hmotnosti �Vp%p a z ústí trubièky vyteèe �Vv vody. To nám umo¾òuje
vypoèítat dodávané teplo, které je urèené skupenským teplem L

�Q = L�Vp%p .

Nyní dosadíme za �Vp a �V ze vztahù (7) a (8)

�Q = L%p

(
1− h− d

l − d

)
l − d
h− d�Vv .

Nyní celý výraz na pravé stranì roz¹íøíme g%v(l − h)/�t, proto¾e celkový výstupní výkon
je �mvg(l − h)/�t. Výstupní výkon je roven energii, kterou získáme na vyzvednutí vody
o hmotnosti �mv z vý¹ky h do vý¹ky l za èas �t. Proto platí

Pin =
�Q
�t

=
L%p

%vg(l − h)

(
1− h− d

l − d

)
l − d
h− dPout .

Algebraickými úpravami dostáváme

Pout =
%vg(h− d)

L%p
Pin .

Úèinnost je de�novaná jako vyu¾itelná energie ku celkové energii. Platí tedy

η =
%vg(h− d)

L%p
.
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Je¹tì je potøeba vypoèítat, èemu se rovná %p. Voda se vypaøuje za ka¾dé teploty. Var v¹ak
nastane tehdy, pokud se tlak nasycených vodních par rovná tlaku okolního vzduchu. Proto
platí %p = paMH2O/Mvzduch, kde Mx znaèí molární hmotnost látky x. Tento fakt vychází
ze stavové rovnice ideálního plynu. Celková úèinnost je smì¹ná. Dosadíme-li h − d = 10 cm,
L = 2,25MJ·kg−1, dostáváme η = 0,05%.

Petr Ryšavý
petr@fykos.cz

Úloha II . 4 . . . nemyslíš, zaplatíš (4 body; prùmìr 1,54; øe¹ilo 13 studentù)
Za jakých podmínek dojde k zablokování a smýkání pøedního kola pøi brzdìní, ani¾ bychom

pøeletìli pøes øidítka? Jaký na to má vliv brzdìní zadním kolem?
Silnièní li¹aj si poøídil Luká¹.

Soustavu cyklisty a kola budeme pova¾ovat za tuhé tìleso (tzn. vzdálenosti jednotlivých
bodù tìlesa jsou s èasem konstantní) charakterizované tøemi body { styèné body pøedního
a zadního kola s podlo¾kou (jejich¾ vzdálenost je d) a poloha tì¾i¹tì T. Písmeno xp znaèí
vodorovnou vzdálenost tì¾i¹tì a dotyku pøedního kola. Sledujte obrázek 3.

F
Y
K
O
S

Nz
Tz

Np

Tp

FG

FsT

d

xz xp

h

Obr. 3. Jízdní kolo s cyklistou a síly na nìj pùsobící pøi brzdìní

Celá soustava se pohybuje rovnomìrnì pøímoèaøe. Pokud zaèneme brzdit se zrychlením a
bude vzta¾ná soustava spojená s cyklistou neinerciální a pøi popisu pohybu budeme muset
uva¾ovat setrvaèné síly.

Aby cyklista nepøepadl, musí být celkový moment sil na nìj pùsobících nulový. Za osu
otáèení si zvolíme bod styku pøedního kola s vozovkou. Mù¾eme z rovnováhy momentù urèit
mezní zrychlení, pøi kterém je¹tì pøes øidítka cyklista nepøeletí (v tomto pøípadì bude normá�
lová slo¾ka pùsobící na zadní kolo nulová { ne¾ pøeletí musí se nejprve odlehèit zadní kolo). Na
obrázku si mù¾ete prohlédnou síly, které na celou soustavu pùsobí, pak u¾ jsou jejich momenty
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zøejmé
xpFG − hFS − dNz = 0 ⇒ amez =

gxp
h

, (9)

kde FG je tíhová síla urèená celkovou hmotností m kola a cyklisty, FS = ma je síla setrvaèná
zpùsobená právì zrychlením a.

Nyní mohou nastat dva pøípady závislé na hodnotì souèinitele smykového tøení s vozovkou.
Buï budeme schopni dosáhnout amez brzdìním pøední brzdou bez prokluzování a nebo ji¾ pøi
zrychlení a < amez dojde ke smyku. Abychom to mohli posoudit, je tøeba si napsat vztah
urèující velikost tøecí síly mezi pneumatikou a vozovkou.

Nejdøíve budeme muset urèit, jaký je normálový tlak na jednotlivá kola. Pou¾ijeme první
a druhou impulsovou vìtu

xpFG − hFS − dNz = 0 ⇒ Nz =
xp
d
mg − h

d
ma ,

Np =
xz
d
mg +

h

d
ma . (10)

Pro tøecí sílu pùsobící na pøední kolo platí

Tp = ma ≤ Npf ⇒ f ≥ mamez
Np

,

aby nedocházelo ke smýkání, kde Np znaèí hodnotu normálové slo¾ky tíhy celé soustavy na
pøedním kole. Dosadíme-li za Np ze vztahu (10), mù¾eme vyjádøit zrychlení a

a ≤ gxzf

d− hf .

Za pøedpokladu, ¾e souèinitel smykového tøení je dostateènì velký, je v¾dy mo¾né dosáhnout
vìt¹ího zrychlení ne¾ amez. Potom nastane nerovnováha momentù sil a cyklista pøepadne pøes
øídítka. Tento jev mù¾e nastat pro

gxzf

d− hf = a ≥ amez =
gxp
h

,

f >
xp
h
. (11)

Pokud souèinitel smykového tøení bude men¹í, ne¾ urèuje podmínka (11), dostane se pøední
kolo do smyku døíve, ne¾ dosáhneme mezního zrychlení amez. Cyklista ji¾ více brzdit nemù¾e
{ pøední kolo se neotáèí. A právì v ten okam¾ik bude zajímavé zaèít brzdit zadní brzdou
(zrychlení cyklisty je men¹í ne¾ mezní zrychlení a tedy normálová slo¾ka tíhy Nz v místì styku
zadního kola a vozovky není rovna nule).

Uva¾ujme maximální dosa¾itelné zrychlení. Toho dosáhneme, pokud budeme brzdit s pou�
¾itím obou brzd. Pro zrychlení platí

ma = mgf .

Dosadíme-li za maximální zrychlení amez z (9), dostáváme podmínku pro pøepadnutí

f >
xp
h
,

8
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co¾ je shodou okolností stejný výsledek, jako pøi brzdìní pouze pøední brzdou. Bude-li splnìna
tato podmínka, mù¾e v¾dy dojít k pøepadnutí.

Z tohoto vyplývá, ¾e brzdìní zadní brzdou nemá vliv na pøepadnutí; má vliv jenom na
brzdnou dráhu.

A nakonec, pokud bude souèinitel smykového tøení nabývat hodnot

f <
amez
g

=
b

h
,

dojde v¾dy pouze ke smyku a cyklista pøes øídítka nikdy nepøepadne.
Nyní je ov¹em zajímavé zamyslet se nad rovnováhou cyklisty. Pokud dojde v¾dy ke smyku,

cyklista mù¾e zablokovat obì dvì kola a nic se nezmìní (bude pouze zpomalovat úmìrnì
velikosti tøecí síly). Rovnováha na kole je ov¹em zpùsobena tím, ¾e se kola otáèí. Jsou to
vlastnì rotující setrvaèníky, které kdy¾ rotují, tak se þsna¾íÿ udr¾et osu rotace ve stejném
smìru vùèi inerciálnímu systému (pokud je výsledný moment vnìj¹ích sil nulový, jinak pùsobí
momentem opaèným ne¾ moment vnìj¹ích sil { tím je zpùsobena napøíklad precese), tedy nám
pomáhají udr¾et na kole rovnováhu. Pokud by se kola netoèila, s velkou pravdìpodobností
cyklista spadne na bok.

Z toho plyne jediné ponauèení { i kdy¾ myslí¹, tak zaplatí¹, ale aspoò si mù¾e¹ vybrat
kolik!

Tereza Jeřábková
terkaj@fykos.cz

Úloha II . P . . . šmoulové a Darth Vader (5 bodù; prùmìr 3,06; øe¹ilo 18 studentù)
Po nadýchání se helia se èlovìku mìní hlas tak, ¾e mluví jako ¹moula. Stejnì to funguje,

nadýcháte-li se vodíku (kuøáci, pozor!). Ale dá se dosáhnout i zmìny na hlas podobný Darthu
Vaderovi, nejznámìj¹ím médiem je uorid sírový. Jak funguje zmìna hlasu? Pokuste se ji
kvantitativnì odhadnout. U chemikù sebral Michal.

Nejprve si povíme nìco o tvorbì hlasu { kde a jak vzniká, a to nám následnì pomù¾e pøi
úvaze, jak dochází ke ¹moulovskému efektu.

Základní vlastnosti lidského hlasu jsou dány fyziologií hlasového ústrojí. Význam má pøede�
v¹ím délka hlasivek (u ¾en se udává pro soprán 14 a¾ 19mm, u mu¾ù pro bas 24 a¾ 25mm); èím
jsou hlasivky krat¹í, tím rychleji kmitají a bì¾ný mluvený hlas je vy¹¹í. Intenzita práce hlasivek
je mimoøádnì velká. I kdy¾ u velmi hlubokého hlasu je vyluzovaná frekvence jen 50Hz, ¾enské
vysoké hlasy v¹ak dosahují a¾ 480Hz. Dále hlas vycházející z hlasivek nemá barvu lidského
hlasu. Charakteristické znìní, individuální pro jednotlivce, získává a¾ prùchodem nadhrtano�
vými prostorami { rezonátory, v nich¾ se mìní nìkteré ze svrchních tónù základního hlasu. Na
koneèném efektu se podílí i rezonance celé lebeèní dutiny a lícních kostí. Zmìnou postavení
rtù, jazyka, hrdla je mo¾no barvu hlasu modi�kovat. Samotný hlas pak vzniká tak, ¾e proud
vzduchu z plic rozechvívá sevøené hlasivky, èím¾ vznikají zvuky o rùzných kmitoètech.

Obecnì se dá øíci, ¾e hlasivky vydávají jednak jeden konkrétní tón a mimo toho je¹tì celé
spektrum vy¹¹ích tónù. A v tom je právì ten trik. Základní frekvence øeèi je toti¾ nezávislá
na tom, zda testovaná osoba dýchá ve vzduchu nebo v heliu { hlasivky toti¾ kmitají v obou
pøípadech se stejnou frekvencí. Z hlasivek se ozývá základní tón, ale ji¾ zmínìné spektrum
vy¹¹ích tónù se chová ve vzduchu a v heliu odli¹nì. V dutinách vyplnìných vzduchem zesílí
urèité frekvence a v dutinách s heliem zase jiné { vy¹¹í frekvence. A proè právì vy¹¹í? Rychlost
¹íøení zvuku v heliu je pøibli¾nì tøikrát tak vìt¹í ne¾ ve vzduchu. Tyto vy¹¹í frekvence pak

9



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 3/7

mìní ná¹ pocit z toho, jaký hlas sly¹íme, tedy mìní barvu a artikulaci, ale nemìní základní
tón!

Chcete-li si doma zkusit, ¾e to tak opravdu je, navrhuji následující experiment: Se¾eòte si
heliový balonek a nìjaký dechový nástroj { napø. étnu, trubku apod., který nám poslou¾í jako
jakýsi rezonátor. Jednodu¹e na nìj zahrajeme nìkolik základních intervalù, naèe¾ si dýchneme
helia (experimentujte opatrnì, prosím!). Co se stane: Tóny se posunou nìkam úplnì jinam ne¾
jsme zvyklí, budou vy¹¹í, pøièem¾ se v¹ak intervaly zachovají! Pro pøehledné vyèíslení se dají
vyu¾ít poèítaèové programy nebo osciloskop, ale myslím si, ¾e pro názornost toto bohatì staèí.

Co se zmìny hlasu na Darth Vadera týèe, nemìli jsme pøíle¾itost experimentovat, nebo»
se uorid sírový nedá sehnat v men¹ím balení ne¾ 10 kg. Ale princip je obdobný jako u helia,
jen uva¾ujeme tak, ¾e spektrum vy¹¹ích tónù doplòující základní tón se neozve jako vy¹¹í, ale
ni¾¹í. Rychlost ¹íøení zvuku ve uoridu sírovém je toti¾ o nìco men¹í ne¾ ve vzduchu.

Zuzana Dočekalová
zuzka@fykos.cz

Úloha II . E . . . Jin a Young (8 bodù; prùmìr 4,00; øe¹ilo 10 studentù)

Pravdìpodobnì jsme ji¾ v¹ichni sly¹eli o dvou¹tìrbinovém Youngovì experimentu. Zkou¹el
si ale nìkdo z Vás podomácku þvyrobitÿ interferenèní prou¾ky na stínítku osvìtleném dvìma
¹tìrbinami? K optickému Youngovì pokusu existují i mechanická analogie, kdy sledujeme sklá�
dání dvou vlnìní na vodì, nebo akustická analogie, kdy se skládají dvì zvukové vlny. Ve v¹ech
tøech pøípadech je mo¾né zkoumat interferenèní obrazec vznikající v urèité rovinì. Pokuste se
realizovat jeden nebo i více z uvedených tøech pokusù a získat tak interferenèní obrazec. Poté
urèete vlnovou délku, pøípadnì rychlost ¹íøení vlnìní. Uvítáme fotodokumentaci.

Pozdrav ze ©panìl posílá Mára.

V roce 1801 Thomas Young experimentálnì ukázal, ¾e svìtlo je vlna. Demonstroval, ¾e
svìtlo vykazuje interferenci stejnì jako vodní vlny, zvukové vlny a v¹echny ostatní typy vln.
Na obrázku je jedno z mo¾ných uspoøádání Youngova experimentu.

Teorie

Monochromatický, koherentní zdroj záøení jsme umístili za pøepá¾ku se dvìma ¹tìrbinami
o zanedbatelné ¹íøce. Podle Huyghensova principu se ka¾dý bod, tedy i ¹tìrbiny, které v dù�
sledku zanedbatelné ¹íøky mù¾eme pova¾ovat za body, stávají zdroji záøení. Za pøepá¾kou zá�
øení z dvou novì vzniklých zdrojù interferuje a na stínítku ve vzdálenosti l vzniká interferenèní
obraz maxim a minim.

10
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d

m

l

Obr. 4. Schéma experimentu

Zamìøme se na mechanické analogie a to konkrétnì na interferenci vln na vodní hladinì
a interferencí zvuku. V klasickém pokusu se pøi odvozování vzdáleností maxim, resp. minim,
mù¾e v pøípadì kdy l � d pou¾ít pro úhel ϕ sevøený rovinou clony a bodem na stínítku
aproximace sinϕ = tgϕ = ϕ. Tento pøedpoklad, v¹ak v uspoøádání, které je popsáno ní¾e
nelze pou¾ít a proto vyjdeme ze vztahu

√
l2 +

(
mk +

d

2

)2
−

√
l2 +

(
mk −

d

2

)2
=

2k − 1
2

λ ,

kde m je vzdálenost minima od osy aparatury a k je þpoøadové èíslo minimaÿ smìrem od
støedu.

Pro vlnovou délku, její¾ hodnotu chceme zmìøit, dostáváme vztah

λ =
2

2k − 1

√
l2 +

(
mk +

d

2

)2
−

√
l2 +

(
mk −

d

2

)2
.

Mìøení

a) Interference na vodní hladinì: V Petriho misce jsme pomoci dvou oscilátorù vybudili vlnìní
(dvì ¹tìrbiny na nich¾ difraktuje rovinná vlna mù¾eme nahradit dvìma zdroji kruhových
vln). Dvì vzniklé vlny navzájem interferovaly. Interferenèní obrazce byly zachyceny foto�
aparátem, viz obrázek 5. Prùmìr èoèky, kterou meotar promítal misku na plátno, tedy
prùmìr zobrazeného svìtlého kruhu je 11,2 cm, co¾ nám poslou¾ilo jako mìøítko.
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Obr. 5. Interference na vodní hladinì

Na obrázku byla vzdálenost l = 6 cm a d = 1,5 cm. Odeètené polohy minim jsou: m−2 =
= 3,6 cm, m−1 = 1,5 cm.

Dosazením tìchto hodnot do vý¹e uvedeného vztahu dostaneme

λ1 = (0,75± 0,03) cm .

Vlnová délka odeètená z obrázku je

λ0 = (0,75± 0,05) cm ,

co¾ v rámci chyby odpovídá

b) þInterference obrázkù:ÿ Dvì prùhledné fólie se soustøednými kru¾nicemi o polomìrech zvìt�
¹ujícími se po 1mm (oznaème λ = 1mm) jsme pøekryli tak, ¾e støedy od sebe byly vzdálené
d = 7mm. Vidíme, ¾e i toto je analogie Youngova experimentu, jen ve statickém provedení.

12
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V tomto pøípadì, na rozdíl od analogie s vodou budeme sledovat polohy maxim. Zamì�

Obr. 6. Interference obrázkù

níme-li význam m v døíve uvedeném vztahu z minima na maximum, zmìní se vztah pro λ
takto

λ =
1
k

√l2 + (mk +
d

2

)2
−

√
l2 +

(
mk −

d

2

)2 .

Z obrázku 6 odeèteme hodnoty maxim: m−2 = 3,6 cm, m−1 = 1,5 cm.
Rovinu, kde jsme odeèítali maxima, jsme umístili do vzdálenosti l = 6,8 cm a d =

= 0,7 cm, jak jsme ji¾ uvedli. Odeètené polohy minim jsou: m−1 = 0,5 cm, m−2 = 1 cm,
m−3 = 2,6 cm, m−4 = 3,7 cm.

Hodnoty λ pro jednotlivá m jsme shrnuli do tabulky.

Dopoèet výsledkù experimentu

k −1 −2 −3 −4
mk [cm] 0,5 1,0 2,6 3,7
λk [cm] 0,0513 0,0753 0,0832 0,0862
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Diskuse výsledkù

V experimentu zkoumajícím interferenci vln na vodní hladinì jsme dospìli ke stejnému
výsledku jak pøímým mìøení vlnové délky, tak výpoètem na základì teoretického vztahu a na�
mìøených parametrù. Vzniklé odchylka je jak statistická (pùvodem zejména v mìøení délek),
tak i systematická. Pøíèina systematické chyby je pravdìpodobnì hlavnì ve zvoleném zpùsobu
udávání mìøítka.

V druhém pokusu zkoumajícím þinterferenci obrázkùÿ mù¾eme vidìt pomìrnì velkou sys�
tematickou chybu, opìt zpùsobenou mìøítkem, tedy pøepoèítáváním namìøených délek, èím¾
chyba rychle narùstá. V prvním maximu v¹ak i pøesto sedí vypoètená hodnota s tou namìøenou
velmi pìknì.

Tereza Steinhartová
terkas@fykos.cz

Úloha II . S . . . zakompexovaná (5 bodù; prùmìr 2,83; øe¹ilo 6 studentù)

a) Po jaké trajektorii (polodii) se pohybuje pól pøi pohybu tyèe padající v rohu? Vyøe¹te
u¾itím komplexních èísel.

b) Pro ε → 0 uva¾ujte otoèení o úhel ε, které zapisujeme Rε, a posunutí Tε. Vy¹etøete
a porovnejte zobrazení RεTεR−εT−ε a komutátor [RεTε].

c) Otoèení jsme v úvodní poznámce poskládali z miniaturních otoèení eiϑ = (1 + iϑ/N)N .
Doká¾ete pomocí exponenciály zapsat také posunutí funkce?

d) Nakreslete obrázek, na co funkce z2 zobrazí møí¾ rozteèe ε. Za bonus mù¾ete nakreslit obraz
møí¾e po funkci cos(z).

e) Pomocí komplexních èísel vypoètìte impedanci støídavého obvodu série cívky, rezistoru
a paralelnì zapojeného kondenzátoru s odporem, pøièem¾ obvod pokraèuje iterativnì dále
(viz obr. 7).

R L

G C

Obr. 7. Koaxiální kabel

Jakub Michálek a Luká¹ Ledvina

Pohyb pólu

Uva¾ujme tyè v poloze charaktrizované: vzdáleností konce na podlaze od poèátku x a vzdá�
leností druhého konce od poèátku y. Pøedpokládejme, ¾e se tyè otoèí kolem bodu P o úhel �ϕ,
resp. dojde k posunutí koncù tyèe o �x, �y.

Uva¾ujme bod z, tento otoèíme o malý úhel �ϕ okolo bodu P, potom pro novou polohu
bodu ~z platí

~z = P + ei�ϕ (z − P ) ≈ P + z − P + (z − P )i�ϕ = z + (z − P )i�ϕ . (12)

Nyní aplikujme vztah (12) na pohyb koncù tyèe

x+�x = x+ (x− P )i�ϕ ⇒ �x = (x− P )i�ϕ ,

iy + i�y = iy + (iy − P )i�ϕ ⇒ i�y = (iy − P )i�ϕ .

14
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My v¹ak víme, ¾e �x a �y jsou reálné, proto¾e se tyè pohybuje po souøadnicových osách.
Proto musí být výrazy (x−P ) ryze imaginární a (iy−P ) reálné èíslo. Z této úvahy jednodu¹e
plyne P = x+ iy, co¾ je pól otáèení.

Otáèíme svìt

Z textu seriálu víme, ¾e platí Tε(z) = a+ z, Rε(z) = eiϕz
.
= (1+ iε− ε2/2)z. Dosaïme nyní

do výrazu z úkolu, kde budeme zanedbávat èleny ε3

RεTεR−εT−ε =
(
1 + iε− 1

2
ε2
) (
ε+

(
1− iε− 1

2
ε2
)
(z − ε)

)
=

=
(
1 + iε− 1

2
ε2
) (
ε+ z − iεz − 1

2
ε2z − ε+ iε2

)
=

=
(
1 + iε− 1

2
ε2
) (
z − iεz − 1

2
ε2z + iε2

)
=

= z − iεz − 1
2
ε2z + iε2 + iε(z − iεz)− 1

2
ε2z =

= z + iε2 .

Jde tedy o translaci ve smìru osy y. Zbývá vy¹etøit komutátor. Komutátor je operátorù A a B
je de�novaný [A,B] = AB −BA. Vypoètìme tedy [RεTε](

1 + iε− 1
2
ε2
)
(z + ε)−

(
ε+

(
1 + iε− 1

2
ε2
)
z
)
− =

= −ε+ ε
(
1 + iε− 1

2
ε2
)
= iε2 .

Posouváme svìt

Vyjdìme z toho, jak jsme de�novali derivaci. Pro malé ϑ platí

f(z + θ) = f(z) +
df
dz
θ =

(
1 + θ

d
dz

)
f .

Nyní jsme na¹li operátor posunutí, je to vý¹e uvedený výraz v závorce. Pokud tento þoperátorÿ
budeme aplikovat na nìjakou funkci, dostaneme její hodnotu ve vzdálenosti θ, v¹ak pouze pro
malé θ. Toto posutí mù¾eme v¹ak aplikovat i vícekrát. Proto pro posunutí � = Nθ platí

f(z +�) =

(
1 + θ

d
dz

)N
f(z) =

1 +
�

d
dz
N


N

f(z) .

Tento výraz mù¾eme v¹ak zapsat jednodu¹¹ím zpùsobem, uvá¾íme-li N →∞,

f(z +�) =

1 +
�

d
dz
N


N

f(z) = e�d/ dzf .

Proto mù¾eme objekt e�d/ dz pova¾ovat za operátor posunutí o �.
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Zobrazení møí¾ky

Zaènìme nejdøíve s funkcí f(z) = z2 =
(
x2 − y2

)
+ 2xyi. Pro svislé pøímky møí¾e platí

m(t) = x0 + it, pro vodorovné n(t) = t+ iy0; jim odpovídající køivky jsou

ϕ(t) =
(
x20 − t2

)
+ 2x0ti ,

ψ(t) =
(
t2 − y20

)
+ 2y0ti .

Vidíme, ¾e hledané køivky jsou paraboly s vrcholem v poèátku. Grafy si mù¾eme prohlédnout
na obrázku 8.

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Obr. 8. Zobrazení møí¾e funkcí f(x) = z2

Dále si zkusme nakreslit funkci f(z) = cos z. Polo¾íme-li z = x+iy a cos z =
(
eiz + e−iz

)
/ 2,

dostáváme

cos z = 1
2

(
e−y + ey

)
cosx+ 1

2

(
e−y − ey

)
sinx = cosx cosh y − i sinx sinh y .

Je vidìt, ¾e hledanými køivkami jsou elipsy se støedem v poèátku. Mù¾eme si je prohlédnout
na obrázku 9.
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Obr. 9. Zobrazení møíze funkcí f(z) = cos z

Impedance proudu

Proto¾e uva¾ujeme nekoneènì dlouhý kabel, jeho impedance se nezmení, ani pokud odebe�
reme jeden èlánek. U¾ijeme nyní vztahu pro sériové a paralelní zapojení odporù. Proto platí

Z = R+ iωL+

(
iωC +

1
G

+
1
Z

)−1
,

Z = R+ iωL+

(
iωCGZ + Z +G

ZG

)−1
,

Z = R+ iωL+
ZG

iωCGZ + Z +G
,

0 = Z2 − (R+ iωL)Z −G R+ iωL
iωCG+ 1

.

Pro typický koaxiální kabel platí C → 0 a G → ∞. Díky tomu lze pro malá ω zanedbat
lineární èlen a urèit

Z =

√√√√ R+ iωL

iωC +
1
G

.

Lukáš Ledvina
lukasl@fykos.cz

17



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 3/7

Seriál na pokraèování

Kapitola 3: Pou¾ití holomorfních funkcí k øe¹ení fyzikálních úloh

V této kapitole si uká¾eme, k èemu mù¾eme vyu¾ít Cauchy-Riemannovy podmínky ve fy�
zice. Budeme se zabývat hledáním elektrického pole v rùzných situacích, které jsme doposud
nedokázali øe¹it, napøíklad elektrickým polem ve vodivém rohu.

Nebude v¹ak v¹echno tak rù¾ové, jak se zatím zdá. Budeme v¾dy omezeni pouze na dvojroz�
mìrné úlohy. Budeme proto u úloh z elektrostatiky pøedpokládat nezávislost parametrù úlohy
na souøadnici z.

Co je to integrál?

a b

f(x)

Obr. 10. Dolní Riemannùv integrál

Nyní se je¹tì budeme potøebovat seznámit s tím, co je integrál. To slovo zní stra¹nì, ale
skrývá se za ním jednoduchá my¹lenka, a to vypoèítat plochu pod grafem. Chceme-li na�

pøíklad vypoèítat plochu pod grafem na obrázku, mù�
¾eme ji zdola odhadnout obsahem obdélníèkù ¹irokých
nejvý¹e ε (tomu øíkáme dìlení intervalu) a vysokých
tak, aby se ka¾dý ve¹el pod graf funkce. Za hodnotu
integrálu budeme pova¾ovat supremum1 pøes v¹echna
dìlení tohoto intervalu. Této de�nici se øíká dolní Ri�
emannùv integrál. Analogicky de�nujeme horní Rie�
mannùv integrál, kde uva¾ujeme obsah obdélníèkù vy¹�
¹ích ne¾ graf funkce. Riemannùv horní i dolní integrál

existují v¾dy, ale rovnají se pouze pro funkce, které jsou spojité skoro v¹ude.
Riemannova de�nice integrálu je jistì názorná, ale není moc pøíjemné plochu pod køivkou

z této de�nice poèítat. Slavný Newton si integrál de�noval jinak. Tvrdil, ¾e integrál pøes nìjaký
interval 〈a, b〉 je rozdíl hodnot primitivní funkce F (x). Primitivní funkce je ka¾dá taková, její¾
derivace je pùvodní funkce. Budeme u¾ívat symboliku∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) ⇔ F ′(x) = f(x) .

Celé integrování se redukuje na problém nalezení F (x), pokud známe f(x). Pro polynomy,
exponenciálu a goniometrické funkce lze výsledek uhádnout ze znalosti derivace.

Je¹tì si uká¾eme, ¾e oba dva postupy integrace dávají pro spojité funkce stejný výsledek.
Pro to staèí ukázat

d
dx

∫ x

0

f(t) dt = f(x) .

Tento výrok je podle na¹í de�nice derivace ekvivalentní∫ x+�x

x

f(t) dt = f(x)�x+ o(�x) .

1) Supremum je nejmen¹í horní závora mno¾iny (viz kapitola 0). Pro mno¾iny v R existuje v¾dy.
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Nicménì urèitì najdeme takové �x, aby se funkce f(t) na intervalu 〈x, x + �x〉 li¹ila od
f(x) nejvý¹e o 1/N . Levá strana se bude pohybovat v rozmezí f(x)�x ± 1/N�x, vydìlením
�x a pøechodem N → ∞ lze docílit ký¾eného výsledku. Gra�cký význam spoèívá v tom, ¾e
pøírùstek obsahu pod grafem (integrálu) je pøibli¾nì obdélník o základnì �x a vý¹ce f(x),
která zùstává v limitním procesu konstantní.

Køivky

V dal¹ím uva¾ujeme køivku γ z bodu A1 procházející body A2, . . . ,An−1 a konèící v bodì
An, kterou znaèíme γ = A1A2 . . .An, podobnì jako jsme znaèili úseèku.

V následujícím uva¾ování se bude hodit koncept prùmìtu na køivku. Pro vektorové pole
A(r ) a køivku γ rozumíme prùmìtem pole na køivku výraz∫

γ

A(r ) · dl ,

kde dl je diferenciál posunutí po køivce. Analogicky de�nujeme prùmìt na normálu plochy
výrazem ∫

�

A(r ) · dS ,

kde diferenciál plochy dS má smìr vnìj¹í normály k povrchu. Typickým pøíkladem prùmìtu
na køivku je cirkulace, kdy uva¾ujeme uzavøenou køivku (viz minulá kapitola). Prùmìt pole na
normálu plochy se nazývá tok.

Zavedeme je¹tì alternativní notaci derivace. Tato notace je velmi výhodná, pokud derivu�
jeme vektory. Budeme pou¾ívat

∂Ex
∂x
≡ Ex,x .

Obecnì ty promìnné, podle kterých derivujeme, budeme nadále psát za èárku a indexy pøed
èárku.

Základní rovnice elektrostatiky

Jako základní postulát elektrostatiky mù¾eme vzít jedno ze tøí tvrzení:

a) Gaussùv zákon, který øíká

tok elektrického pole uzavøenou plochou =
1
ε0

celkový náboj uvnitø této plochy .

Pomocí integrálu, který jsme právì de�novali, to znamená∫
∂


E · dS =
1
ε0

∫



% dV , (13)

kde 
 znaèí oblast,2 ∂
 hranici této oblasti (uzavøená plocha), E · dS prùmìt pole na
diferenciál plochy a % objemovou hustotu náboje.

b) Dal¹ím ekvivalentním postulátem elektrostatiky je Coulombùv zákon. Ten nám pøímo øíká,
jak veliká je intenzita elektrického pole v konkrétním bodu prostoru

E =
1

4πε0

q

r2
n ,

2) Oblast zde de�nujeme jako jednodu¹e souvislou a otevøenou mno¾inu. (To znamená, ¾e ka¾dou
uzavøenou køivku lze spojitì þstáhnoutÿ do jednoho bodu, resp. nemá v sobì díry.)
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kde r znaèí vzdálenost náboje q od místa pozorování a n odpovídající smìrový vektor3 od
náboje k pozorovateli.

c) Gaussùv zákon lze formulovat i v diferenciálním tvaru jako jednu z Maxwellových rovnic

∇ · E =
%

ε0
. (14)

Nám je nejbli¾¹í první a druhý vý¹e uvedený koncept, budeme je proto výhradnì dále
vyu¾ívat. V dal¹ím výkladu se ji¾ striktnì omezíme na rovinný problém.

Uva¾ujme nejprve úlohu, ve které se nebudou vyskytovat ¾ádné zdroje. V na¹em pøípadì
to znamená, ¾e v prostoru nebudou ¾ádné volné náboje a celá úloha bude urèena potenciály
na vodièích. Za oblast 
 budeme uva¾ovat hranol vý¹ky 2H, který rovinu xy protíná kolmo
ve ètvereèku ε× ε (viz obr. 11 a 12). Z Gaussova zákona (13) dostáváme

0 = 2εH
(
Ex(x− 1

2
ε, y) + Ey(x, y − 1

2
ε)− Ex(x+ 1

2
ε, y)− Ey(x, y + 1

2
ε)
)
.

Vytkneme-li je¹tì ze závorky ε dostaneme

0 = Ex,x(x, y) + Ey,y(x, y) , (15)

kde musíme pou¾ívat parciální derivace, proto¾e ty zajistí, aby druhá souøadnice zùstala
pøi derivaci konstantní. Nyní jsme dostali bezbolestnì vyjádøení Maxwellovy rovnice (14).

xy 2H

ε
ε

Obr. 11. Aplikace Gaussova zákona

(x, y)

Ex
(
x+ 1

2
ε, y
)

Ey
(
x, y + 1

2
ε
)

−Ex
(
x− 1

2
ε, y
)

−Ey
(
x, y − 1

2
ε
)

Obr. 12. Aplikace Gaussova zákona na
ètvereèek

Podívejme se je¹tì na zákon elektromagnetické indukce. Ten nám øíká, jaké je napìtí
indukované na uzavøené køivce, pokud zmìníme tok magnetického pole jejím vnitøkem.
Jako uzavøenou køivku budeme opìt uva¾ovat ètvereèek (obr. 13). Zmìna magnetického
toku jeho vnitøkem musí být nulová, proto¾e v elektrostatice neuva¾ujeme magnetické pole.
Proto musí být nulové také indukované napìtí

0 = ε
(
Ex(x, y + 1

2
ε)− Ey(x+ 1

2
ε, y)− Ex(x, y − 1

2
ε) + Ey(x− 1

2
ε, y)

)
,

Vyu¾ijeme-li de�nice derivace z minulého dílu seriálu, dostáváme

0 = Ex,y(x, y)− Ey,x(x, y) . (16)

3) Proto má jednotkovou velikost.

20



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 3/7

(x, y)

Ex
(
x, y − 1

2
ε
)

Ey
(
x+ 1

2
ε, y
)

−Ex
(
x, y + 1

2
ε
)

−Ey
(
x− 1

2
ε, y
)

Obr. 13. Aplikace zákona elektromagnetické
indukce

Zamysleme se nyní nad tím, jak
vhodnì pou¾ít holomorfní funkce k øe�
¹ení problémù.

Pokud jsou funkce

f(z) = Ey + iEx (17)

a

g(z) = if(z) = −Ex + iEy

holomorfní, jsou rovnice (15) a (16) spl�
nìny automaticky, proto¾e jsou jen pøe�
pisem Cauchyho-Riemannových podmí�
nek pro funkci f(z). Pro v¹echna z jsou
f(z) a g(z) navzájem kolmé; dále zkoumáme jen f(z).

Povedlo se nám splnit Maxwellovy rovnice pro elektrostatiku pouze volbou holomorfní
funkce f : C → C. Tento tvar ale není je¹tì pøíli¹ vhodný pro øe¹ení problémù, ve kterých
známe okrajové podmínky, tj. potenciály na vodièích.4

Potenciál elektrostatického pole

Zaveïme koneènì potenciál elektrostatického pole ϕ tak, aby platilo

− gradϕ = ~E (18)

Reálnou funkci ϕ(x, y) teï explicitnì zkonstruujeme ze vhodné komplexní funkce w(z).
Nech» O je pevnì zvolený bod. Vypoèteme-li integrál f(z) po køivce γ = OX, dostaneme
pro ka¾dý bod X komplexní èíslo

w(X) =
∫
OX

f(z) dz .

Toto èíslo je v¹ak urèeno jednoznaènì, nezávisle na volbì køivky. To lze nahlédnout jed�
nodu¹e (dùkaz sporem). Pro bod X uva¾ujme dvì køivky OX oznaèené γ1 a γ2 takové,
¾e ∫

γ1

f(z) dz 6=
∫
γ2

f(z) dz .

Proto¾e obrácení prùbìhu køivky mìní znaménko integrálu, platí∫
γ1

f(z) dz +
∫
−γ2

f(z) dz 6= 0

a integrál po uzavøené køivce OXO nevymizí. To ale zjevnì odporuje Cauchyho vìtì z minulé
kapitoly seriálu!

4) V elektrostatice rozli¹ujeme dvì prostøedí: Jednak vakuum, ve kterém se budeme sna¾it urèit po�
tenciál, jednak vodièe, na kterých je potenciál zadaný.
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Vy¹li jsme z de�nice f(z) podle rovnice (17). Postupným dosazováním vztahù jako je
y,z = −i dostaneme

f(z) = Ey + iEx = −(ϕ,y + iϕ,x) = −i (ϕ,xx,z + ϕ,yy,z) = −iϕ,z ,

odkud plyne

ϕ(X) = i
∫
OX

f(z) dz = iw(X) .

Proto¾e funkce ϕ je reálná, platí
ϕ = − Imw .

My v¹ak zvolíme opaèný postup: Budeme volit holomorfní funkci w(z) a bude nás
zajímat, jak vypadá potenciál ϕ pota¾mo vektor elektrické intenzity E . Velmi pøíjemnou
vlastností je, ¾e funkce f(z) = dw/dz je také holomorfní. Poznamenejme je¹tì na okraj, ¾e
køivky Rew(z) = konst jsou siloèáry elektrického pole, proto¾e jsou kolmé na ekvipotenciály
Imw(z) = konst. Tyto køivky zároveò odpovídají potenciálu generovanému funkcí g(z), pro
kterou se siloèáry a ekvipotenciály prohodí.

Øe¹ení jednoduchých, ale nev¹edních úloh

a) Pro funkci w(z) = konst dostaneme konstantní potenciál, proto¾e její imaginární slo¾ka
je konstantní dw/dz = Ey + iEx = 0, co¾ odpovídá nulovému elektrickému poli.

b) Pro funkci w(z) = az, kde a ∈ R, platí Imw = ay, tedy ekvipotenciály odpovídají
situaci y = konst, mù¾eme proto pøedpokládat homogenní pole. Ovìøme toto tvrzení
dw/dz = a = Ey + iEx, tak¾e Ey = a,Ex = 0 a jde opravdu o homogenní pole.

c) Pro funkci w(z) = az2 je situace mnohem zajímavìj¹í. Funkci w(z) mù¾eme pøepsat

w(z) = az2 = a
(
x2 − y2

)
+ 2axyi .

Za ekvipotenciály budeme uva¾ovat imaginární èást této funkce.

2axy = −ϕ , ⇒ y =
−ϕ
2ax

.

To jsou rovnoosé hyperboly nacházející se mimo jiné v prvním kvadrantu. Zamysleme se
nad tím, jak vypadají ekvipotenciály pro ϕ→ 0. Jsou to pøímo polopøímky x > 0 , y = 0
a x = 0 , y > 0. Tyto dvì polopøímky v¹ak svírají pravý úhel a urèují tak roh. Tato
volba urèuje, jak vypadá pole uvnitø vodivého rohu. Takový výsledek jsme klasickými
cestami nebyli schopni dostat. Mù¾eme je¹tì vypoèítat slo¾ky elektrického pole derivací
funkce w(z). Z rovnice dw(z)/ dz = 2az platí

Ex = 2ay , Ey = 2ax .

Póly holomorfní funkce

Zkusme se je¹tì podívat na elektrické pole dané funkcí f(z) = ai/z. Proto¾e tato funkce
není de�nována v poèátku, platí sice Cauchyho vìta, ale musíme opatrnì volit oblast, ze
které vybíráme integraèní køivku. Tato oblast nesmí obsahovat poèátek! Naopak na libo�
volné oblasti, která neobsahuje poèátek mù¾eme pou¾ít vý¹e odvozenou teorii a pova¾ovat
tuto funkci za øe¹ení rovnic elektrostatiky.
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Pro øe¹ení se hodí vìdìt, jak se derivuje pøirozený logaritmus ln y, co¾ je inverzní funkce
k exponenciále y = ex

y =
dy
dx

=
dy

d ln y
⇒ d ln y

dy
=

1
y
.

Podívejme se nyní, jak vypadá potenciál odpovídající funkci

f(z) =
ai
z
=

ia�z
|z|2 . (19)

Integrací funkce f(z) dostáváme

w(z) = ia ln |z|

Nyní se podíváme na imaginární slo¾ku funkce w, tak abychom urèily tvar ekvipotenciál

− Imw(z) = −a Im (i ln |z|) = −a Im
(
i ln
(
|z|ei arg z

))
=

= −a Im (i ln |z| − arg z) = −a ln |z| = ϕ .

Proto jsou ekvipotenciály kru¾nice se støedem v poèátku. Podle (17) toto øe¹ení fyzikálnì
odpovídá poli

Ex =
ax

x2 + y2
, Ey =

ay

x2 + y2
.

Toto pole odpovídá vodièi s konstantní délkovou hustotou náboje.

Úloha III . S . . . hluboká orba
a) Dopoètìte fyzikální význam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, znáte-li délkovou hus�

totu náboje τ .
b) Vypoèítejte a nakreslete ekvipotenciály a silokøivky pole v okolí rohu, který má vr�

cholový úhel ϑ. Nápovìda: pou¾ijte funkci tvaru w(z) = Azs, kde s je vhodná reálná
konstanta.

c) Urèete pole, které generuje elektrický dublet. Dublet jsou dvì tyèe vzdálené d s opaènou
nábojovou hustotou, pøièem¾ dτ = konst. Zajímá nás limita d → 0. Nápovìda: platí
ln(1 + x) ≈ x pro x blízké 0.

d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existující komplexní potenciál w(z) zobrazíme jinou
holomorfní funkcí v(z). Bude potenciál tvaru v(w(z)) i nadále øe¹it rovnice elektrosta�
tiky?
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Poøadí øe¹itelù
po II. sérii

Kategorie druhých roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S II % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 5 34 100 70

1. Jakub ©afín G, P. Horova, Michalovce 1 4 { 3 4 0 3 15 59 39
2. Kristýna Kohoutová G, ®amberk 3 4 { 2 5 8 { 22 63 33

3.{4. Tomá¹ Axman G, Boskovice 0 { { 1 5 4 { 10 47 22
Lubomír Grund G Zábøeh 1 4 2 2 { { 1 10 55 22

5. Filip Murár G, Masarykovo nám., Tøebíè 1 { { { 5 { { 6 66 21
6. Veronika Doèkalová G, Elgartova, Brno 1 1 { { 3 0 1 6 37 19
7. Martin Gajdo¹ík G, Uherské Hradi¹tì { { { { 5 { { 5 79 15
8. Jakub Dole¾al G, ©pitálská, Praha 0 1 { 1 2 { { 4 47 14
9. Luká¹ Timko G P. de Coubertina, Tábor { 0 { 2 1 { { 3 52 13
10. Jiøí Juøena G, Uherské Hradi¹tì { { { { { { { 0 85 11
11. Vladimír Macko G ¥. ©túra, Zvolen { { { { { { { 0 47 8
12. Luká¹ Fusek G, Uherské Hradi¹tì { { { { { { { 0 70 7
13. Markéta Tesaøová G, Boskovice { { { 1 4 { { 5 56 5

14.{15. Vojtìch Erbrt G J. K. Tyla, Hradec Králové 0 1 { { { { { 1 25 3
Vladan Glonèák G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 33 3

16.{17. Klára Kymlová G a SO©E, Sedlèany { { { { { { { 0 50 2
Klaudia Mráziková G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 50 2

18. Morta Plyèiuraityte-Pl. Vilniaus jezuitu gimnazija 0 0 { { { 1 { 1 6 1

Kategorie ètvrtých roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S II % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 5 34 100 70

1. Martin Bucháèek G Luïka Pika, Plzeò { { { { { { 5 5 79 22
2. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 65 17
3. Ivo Vinklárek G, Ro¾nov p. Radho¹tìm 2 1 { 2 { { { 5 55 16
4. Dominika Kalasová G, Boskovice 2 { { { 0 { { 2 43 12
5. Vojtìch Havlíèek G Christiana Dopplera, Praha { 4 { { { { { 4 83 10

6.{7. Ondøej Maslikiewicz SP©, Hronov 0 { { 1 { { { 1 43 9
Jan Sopou¹ek Gymnázium, Brno-Øeèkovice { { { { { { { 0 39 9

8. Tomá¹ Pikálek G, Boskovice { { { { { { { 0 27 7
9.{10. Anna Chejnovská G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 50 5

Jakub Kocák G L. Svobodu, Humenné { { { { { { { 0 63 5
11. Tomá¹ Havelka G, Neumannova, ®ïár n. S. { { { { { { { 0 50 4
12. Ján Pulmann G Grösslingova, Bratislava { 3 { { { { { 3 75 3
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Kategorie prvních roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S II % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 5 34 100 70

1. Tomá¹ Koøínek 1 { 1 0 2 3 { 7 36 15
2. Jan Palounek G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 60 6
3. Markéta Vohníková PORG, Praha 1 { { { { { { 1 38 3

Kategorie tøetích roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S II % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 5 34 100 70

1. Jakub Vo¹mera G Matyá¹e Lercha, Brno 4 4 4 4 5 8 6 35 90 63
2. Jakub Kubeèka G, Nymburk 1 1 2 { 2 4 { 10 47 26

3.{4. Tomá¹ Bárta G, Nad ©tolou Praha 1 2 { 1 2 7 1 14 49 24
Stanislav Foøt G P. de Coubertina, Tábor { { { { { { { 0 67 24

5. Jakub Maksymov G a SO©, Jaromìø 1 { { { 5 { { 6 60 18
6. Gabija Mar¹alkaite Vilniaus jezuitu gimnazija { 4 { { 2 { { 6 62 16
7. Ondøej Míl Jiráskovo G, Náchod { { { { { 5 { 5 69 11
8. Peter Kosec G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 69 9

9.{11. Jan Byd¾ovský G J. Heyrovského, Praha { 1 { { { { { 1 41 7
Samuel Havadej G J. A. Raymana, Pre¹ov { { { { { { { 0 54 7
Bedøich Said G Brno, tø. Kpt. Jaro¹e 14 { { { { { { { 0 41 7

12. Kristýna Ne¹porová G, Boskovice { { { { { { { 0 46 6
13. Alena Harlenderová Slovanské G, Olomouc { { { { { { { 0 50 4
14. Gita Steponaviciute Vilniaus jezuitu gimnazija { { { { 3 { { 3 60 3

15.{16. Lucia Fiµová Hotelová akadémia, Brezno { { { { { { { 0 25 1
Patrik ©vanèara G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 13 1

17. Jan Èesal SP© Otrokovice 0 { { 0 0 { { 0 0 0
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