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Uvodem

Drazi FYKOSéci,
je tu pfedposledni série FYKOSu, takze miizete znovu fesit rozlicné fyzikalni dlohy. Nékteri
vyvoleni z véas, kterym se dafilo v prvni poloviné ro¢niku, se mizou tésit na jarni soustiedéni,
o némz jisté jednou budou vypravét pravnoucatiim. Ostatni nemusi byt smutni, protoze mohou
stale ziskavat body na pristi soustifedéni. Upfimné vam vSem prejeme hodné dobrych napadi,
néktefi z nas jsou pomérné lini a spravna reseni se mnohem 1épe opravuji.
Organizdtori

Zadani V. série

Termin uploadu: 15. 4. 2014 20.00
Termin odeslani: 14. 4. 2014

Uloha V.1 ... natlakovana Zirafa 2 body

Porovnejte krevni tlak v hlavé dospélé zirafy a dospélého clovéka. Systolicky tlak na trovni
srdce je u clovéka pni1 = 120mmHg a u zirafy pg1 = 280 mmHg, hustota krve obou zivocichti
je 0 = 1050kg-m®. Uvazujte pouze piipad, kdy &lovék i zirafa stoji. Rychlost proudéni krve
v téle povazujte za konstantni.

Uloha V.2 ... uranova hvézda 2 body

Predstavme si, ze ve hvézdach neprobihd termojaderna faze, nybrz stépna jadernd reakce. Od-
hadnéte, jak dlouho by takova hvézda dokézala vyzafovat, jestlize na pocatku svého zivotniho
cyklu sestava pouze z uranu 235, jeji hmotnost i zarivy vykon jsou priblizné konstantni a od-
povidaji sou¢asnym hodnotdm pro Slunce.

Uloha V.3 ... ta jemna nadoba 3 body

Méjme valcovou nadobu, jez zaujima objem V' = 11. Nadoba je uzaviena vzduchotésnym pohyb-
livym pistem, ktery ma nezanedbatelnou hmotnost M. Déale vime, ze naddoba je vodorovnymi
prepdzkami rozdélena na n komor a v i-té komote (&islovano odshora) je 2‘a &astic, kde a je
blize neurcend konstanta. Prepazky nejsou k nddobé pripevnény, presto nedovoluji, aby si ko-
mory, v nichz je idealni plyn, vyménovaly teplo nebo ¢astice. Cely systém je v rovnovaze. Poté
zdvojnasobime hmotnost pistu a pockdme, az se nas systém opét ustavi v rovnovaze. Jak se
zméni objem, ktery plyn v nddobé zaujima? Atmosfericky tlak neuvazujte.
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Uloha V.4 ... trojthelnikovy odporni¢ek 4 body

Urcete odpor trojihelniku vytvoreného z odporového dratu mezi svorka- A
mi A a B, které vidite na obrdzku. Jedna strana malého trojihelnicku (ze

kterych se sklddé velky trojuhelnik) mé odpor Rp. Odpor privodnich vodi¢u
neuvazujte.

Uloha V.5 ... hlidani dé&ti 5 bodii

Méjme houpacku zavésenou na dvou svislych lanech délky [ = 1,5m na vodo-

rovné tyc¢i o poloméru r = 4 cm. Ditéti sedicimu na houpacce udélime v dolni B
uvrati takovou rychlost vg, aby dité vykonalo celou otocku kolem horizontal-

ni tyCe a lana byla béhem namotavani stdle napnutd. Zaroven chceme, aby Obr. 1:
pocétecni rychlost byla nejmensi mozné. Urcete rozdil ithlové rychlosti wy hou- Trojuhelnik
packy s ditétem po navratu do dolni tvrati a poc¢atecni tthlové rychlosti wo.

Ndpovéda  Pro vypocet odstredivého zrychleni mizete uvazovat, ze se dité pohybuje lokalné
po kruznici.

Uloha V.P ... fyzika v plamenech 5 bodu

Na jakych fyzikdlnich (a chemickych) parametrech zavisi teplota, kterou hofi néjaka konkrétni
latka? Jak? Urcete tuto teplotu pro néjakou konkrétni latku.

Uloha V.E ... gumipuk 8 bodu

Zavazi o hmotnosti m na gumicce délky lp je zavéSeno v pevném bodé o soufadnicich x =

v

dosazeného bodu na poloze na ose =?

Uloha V.S ... strunna 6 bodil

1. Uvazujme oteviené struny a omezme se jen na tii prostorové rozméry. Namalujte, jak vypadé

a) struna volné se pohybujici v ¢asoprostoru,

b) struna pfipevnénd obéma konci k D2-brang,

¢) struna natazend mezi D2-branou a D1-brénou.

Jaké jsou moznosti, kde mohou struny koncit v pfipadé konfigurace t¥i rovnobéznych D2-
bran?

2. Vyberte si jednu z funkci P nebo P definovanou v prvni ¢asti seridlu a najdéte jeji explicitni
tvar (tj. piimo zavislost na X* a X'*). Ukazte, ze podminky X' - X =0 a ’X|2 =X
opravdu vedou na zjednoduseni uvedené v textu.

3. Najdéte spektrum energii harmonického oscildtoru.

a) Energie harmonického oscildtoru je ddna Hamiltonidnem
R S

H = Ei;;; + Ei77l&]

~2
x .
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Druhy ¢len je ocividné potencidlni energii, zatimco prvni déva po dosazeni p = mo
kinetickou energii. Definujme linedrni kombinaci & = a& + ibp. Urcete redlné konstanty a
a b, tak aby mél Hamiltonidn tvar

kde &' je komplexni sdruzeni a.
Ukazte ze znalosti kanonickych komutacnich relaci pro Z a p, ze plati

[a,6] =0, [a',a]=0, [aa']=1.

Ve spektru oscildtoru bude jisté stav s minimalni energii odpovidajici nejmensimu moz-
nému kmitdni. Ozna¢me ho |0). Tento stav musi spliiovat a|0) = 0. Ukazte, Ze je jeho
energie rovna hw/2, tj. H|0) = hw/2|0). Déle ovéite, ze pokud by bylo a|0) # 0, pak
mame spor s tim, Ze ma |0) minimaln{ energii, tj. Ha|0) = Ea|0), kde nyni je E < hiw/2.
Vsechny vlastni stavy Hamiltonidnu mtizeme potom psat jako (ozT " |0) pron =0,1,2,...
Najdéte energie téchto stavi, tj. cisla E,, takové, ze H (oﬁ)n |0) = E, (aT)n |0).

Tip Pouzijte komutaéni relace pro &' a é.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... zase jedna neofezani 2 body; primér 1,52; fesilo 60 studentt

Cerstvé ofezana tuzka 6B ma hrot tvaru kuZele s polomérem podstavy r = 1 mm a vyskou h =
= 5mm. Jak dlouhou ¢aru s ni dokdazeme udélat, jestlize vzdalenost dvou grafitovych vrstev
jed=3,4A a stopa tuhy obsahuje takovychto vrstev v priuméru n = 1007

Mirek pocital, za jak dlouho si bude muset sehnat orezdvdtko.

Nez zacneme tlohu resit, zavedeme dva predpoklady. Prvni se tyka drzeni tuzky. Pokud bychom
béhem psani stdle ménili sklon a rotaci tuzky, mohli bychom vyuzivat hran plosek, které na
tuze vznikaji, ¢imz bychom jeji stopu nedefinované prodlouzili. Pfedpokladejme proto, ze tuzku
drzime stéle pod stejnym thlem, a sice kolmo k papiru. Kdyby byl sklon mensi, nevyuzili
bychom pfi psani cely objem ¢nici tuhy a opét bychom se dostali do problému pti popisovani
otéru zbylého objemu. Zadruhé budeme predpoklddat, ze se jednd o tuhu z ¢istého grafitu a jeho
jednotlivé vrstvy jsou neporusené a rovnobézné s rovinou papiru?

S témito predpoklady dokdzeme vyuzit informace o vzdalenosti jednotlivych grafitovych
vrstev a jejich primérném poctu ve stopé tuhy. Primérny pocet chdpeme tak, ze kolmy fez
skutecnou stopou mé stejny obsah jako fez stopou tloustky nd. Je zfejmé, ze délka stopy ! je
nepfrimo tmérna tloustce nd. Déle je urcité primo imérna vysce hrotu h a pfimé imérnost mezi
r a [ jiz plyne z rozmérové analyzy. Délka cary je tedy dana vztahem

l=c— 1

-, &)
kde ¢ je zatim nezndma kladna konstanta, kterou musime urcit. Zkusme nejprve naivné pred-
pokladat, ze zkraceni hrotu je primo tmérné aktuilni Sifce stopy. Potom ma stopa pudorys
rovnoramenného trojuhelniku a jeji objem je

Vi =ndrly.
Porovnanim s objemem hrotu? dostaneme

nrh .
h=g—=154m,
coz muzeme povazovat za horni odhad délky cary.

Nyni pouzijme model zndzornény na obrazku 2, v némz se hrot tuzky skladd z diskd o po-
loméru r; a tloustce n'd. Kuzel takto aproximovat miizeme, nebot n’'d < h. Nova veli¢ina n’
oznacéuje podéet vrstev v jednom disku, ziejmé n’ > n, protoze ve stopé se vrstvy z diskid musi
,rozprostiit do mezer®. Délku ¢ary muzeme zapsat pomoci sumy jako

N
lg =2 Z T, (2)
i=1

Ve skutecnosti se pro vyrobu tuzek pouzivé smés rozemletych jili a grafitu, protoze Cisty grafit je prilis
meékky.
2Pro zajimavost — pii dané tloustce stopy ¢ary pokryjeme timto objemem asi 2,5 stran formatu A4.
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Obr. 2: Model otirdni tuhy.
kde N je pocet diski. Ten je dan vztahem
h
N=_——. 3
vy ®3)
Déle muzeme vyjadrit )
TP = %r (4)
a dosazenim (3) a (4) do (2) ziskdme
rh
lg = — . 5
2 n'd ()

Pfi pohledu na (5) a (1) vidime, Ze jsme na dobré cesté. Zbyvd urcit ¢ = n/n’. Plat{

n_5

n' S’
kde S’ je obsah disku a S obsah ¢tverce, kterému je disk vepsany — viz te¢kované étverce v 2.
Potom

n' S 42 4 ©)

n S wl on

Ctverce jsou aproximaci lichob&znikti vznikljch pii kresleni spoleénych tecen diski, nebot
pro ¢ > 1 plati

T2 2
s’ N 5 (Ti +7‘i+1) _n r? +7"¢2+1 o=
Slich (ri + 7i41) 2ri +22”+1 2(ri +riv1)’ 4

Dosazenim za n’ z (6) do (5) dostaneme

nrh .
lp =— =115m.
>~ dnd o
Podle ocekavani vychazi lo < l1, jelikoz se stopa ze zac¢atku rozsituje rychleji, nez jsme predpo-
kladali v prvnim pripadé.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz
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Uloha IV.2 ... zkumavky 2 body; prumeér 1,37; fesilo 43 studenti

Zkumavky o objemu 3ml a 5ml jsou spojeny kratkou tenkou trubickou, v niz je pérovita tepel-
né nevodivd prepazka, kterd umoziuje dosazeni tlakové rovnovahy v systému. Obé zkumavky
puvodné obsahuji kyslik pri tlaku 101,25 kPa a teploté 20 °C. Prvni zkumavku (3 ml) ponorime
do nddoby s rovnovdznou soustavou ledu a vody a druhou (5ml) do nddoby s pdrou. Jaky
bude tlak v soustavé obou zkumavek po dosahnuti mechanické rovnovahy? Jakého tlaku by se
doséahlo, pokud by ve zkumavkach byl za stejnych podminek dusik misto kysliku?

Kiki vyhrabala néco z fyzikdlni chemie.

Pfed ponofenim do prislusné nadoby ma prvni zkumavka objem Vi = 3ml, tlak v ni je po =
= 101250 Pa, teplota v ni je Tp = 293,15 K a obsahuje n1 mola kysliku. Druhd zkumavka ma
objem V2 = 5ml, stejny tlak a teplotu a n —ni mola kysliku, nebot celkové je v soustavé n mola
kysliku.

Pro obé zkumavky si mizeme napsat stavové rovnice idedlniho plynu (kyslik povazujeme za
idedlni plyn). Pro prvni zkumavku plati poVi = n1RTo, z ¢ehoz lze vyjadrit

_ poV1

RT,’
pro druhou zkumavku plati obdobny vztah poVa = (n—n1)RTy, zde pouze podet molu vyjadiu-
jeme jako vyse uvedeny rozdil mezi celkovym poctem molad a poc¢tem mold v prvni zkumavce.
Po tpravé a dosazeni za n1 miuzeme psét

" — po(Va + V1)
a RTy '

Po ponotfeni do nadoby s ledem bude v prvni zkumavce teplota 77 = 273,15 K, druhé zku-
mavka ponofend do nddoby s parou bude mit teplotu 7> = 373,15 K a po vyrovnani tlaka bude
v obou zkumavkéch tlak p12 Aby se tlaky mohly vyrovnat, musi dojit ke zméné rozlozeni l4tko-
vého mnozstvi v jednotlivych zkumavkach, coz umoznuje pérovitd prepazka. V prvni zkumavce
tedy bude nf molt a v druhé n—n) mold, protoze celkovy podet molii n zlistane stejny. Objemy
obou zkumavek ziistavaji stejné.

NapiSeme si stavovou rovnici pro prvni zkumavku za této situace p1 V4 = nj RT1, z ni jsme
znovu schopni vyjadrit vztah pro to, jaky je v ni pocet moli

ni

n = »Vi
1 RTl )

stejné tak si lze napsat stavovou rovnici pro druhou zkumavku p1Ve = (n — n})RTs a vyjadiit
z ni vztah pro celkovy pocet molt (pti dosazeni za n})

n— piVe  piWi
RT> RTy
Z obou situaci jsme ziskali vyrazy pro celkové latkové mmnozstvi plynu n, které je stéle
stejné, takze pokud tyto vyrazy spojime a upravime, jsme schopni z nich vyjadrit, ¢emu se
rovnd tlak p; a dopocitat jeho ¢iselnou hodnotu.

_ poTh o (Vo + V4)
To (T1 Vo + ToVA)

P =113320Pa.

3Teplota ledu a pary neni zadan4, piedpokldadame tedy, Ze jsou rovny teploté téni ledu a teploté varu vody,
tlak v okoli uvazujeme normaélni p = 101,325 kPa.
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Po dosazeni mechanické rovnovihy bude v obou zkumavkach tlak asi 113 320 Pa. Pro vypo-
Cty jsme pouzivali stavovou rovnici pro idedlni plyn, takze na vysledny tlak nem4d vliv, zda byl
ve zkumavkach kyslik, nebo dusik, protoze oboji bychom povazovali za idealni plyn.

Nicméné pii vypoctech s redlnym plynem by pravdépodobné rozdily mezi tlakem ve zku-
mavkach pfi pouziti kysliku nebo dusiku nebyly zanedbatelné. Pro vypocet pouzijeme van der
Waalsovu rovnici

(p+n2a> (V —nb) =nRT.

Jednd se o kubickou rovnici v proménné n. Pii pozadované presnosti nelze tuto rovnici apro-

ximovat tak, aby byla tloha snadno analyticky feSitelnd. Budeme ji proto fesit jako sousta-

vu rovnic v proménnych n, ni a p;. Koeficienty pro dusik a kyslik jsou v jednotkich SI

ax = 0,1427m3Pamol™2, by = 3,913 - 107°m3*mol™!, ap = 0,1396 m*- Pa-mol~2, bp =

= 3,183-107° m3-mol~'. Tlak po ustanoveni mechanické rovnovahy ma hodnotu px1 = 112220 Pa
pro dusik a po1 = 114 700 Pa pro kyslik. Pfi pouziti dusiku by tedy vysledny tlak byl o 2480 Pa

mensi.

Komentare k resenim

Uloha nebyla nejlehéi, jakou lze na aplikaci stavové rovnice idealniho plynu zadat. Stavovou
rovnici totiz evidentné skoro vsichni znéte, nicméné casto byl problém v tom, jak jste si celou
situaci dokézali predstavit a mnozi z vas jiz v tomto zdkladnim bodé chybovali. Velice se mi
libilo, co hned na zacatek napsal Zdenék Turek: ,,Nejprve si musime uvédomit, jakym zpisobem
se vyrovnava tlak. V obou zkumavkach je stily objem plynu. Tlak tudiz muze byt vyrovnan
pouze prechodem plynu z jedné zkumavky do druhé, coz poérovitda prepazka umoznuje.“ To je
pravé to, co casto nékomu uniklo, nebot asi nejcastéjsi chybou bylo, ze jste predpokladali, ze
v prvni zkumavce bude po celou dobu stejny pocet ¢dstic (mola) kysliku, stejné tak v druhé
zkumavce, zatimco ve skutecnosti je staly jen celkovy pocet ¢astic v obou zkumavkach dohro-
mady. Tyto pocty ¢astic jste si poté spocitali a z nich zjistovali, jaky bude jakysi izolovany
tlak v prvni zkumavce a pak v druhé zkumavce. S témito dvéma tlaky jste pak provadéli rizné
veselé matematické operace, takZze vysledny tlak v soustavé jste povazovali za jejich soucet,
prumér, nebo tfeba i vizeny prumér. Tento pristup je hodné prazvlastni a hlavné ignoruje to,
ze zkumavky jsou propojené a ze se v nich tlak néjakym mechanismem ma vyrovnat, coz jste
se pravdépodobné snazili suplovat témi priaméry. Mimo toho se objevovali i dalsi pozoruhodné
pristupy, jakym byl tieba vypodet vychédzejici z predpokladu zachovani energie (i pies to, ze
¢ast soustavy chladime a ¢ast ohfivame). Co se ty¢e zdmény kysliku za dusik, vétSina z vas
tak néjak tusila, ze se tim pro jejich vipodet nic nezméni. Casto jste to zdiivodnovali tak, ze
nepocitate s ni¢im , co by bylo zavislé na kysliku (dusiku, nebo jiném plynu), coz je pravda, ale
skutecnd podstata spociva v tom, ze jakykoliv plyn pro vase vypocty povazujete za tzv. idedlni
plyn, takze diky tomu muzete pouzivat stavovou rovnici idedlniho plynu a nemoftite se s rovnici
redlného plynu (napiiklad van der Waalsovou), kterd uz specifické vlastnosti jednotlivych plyna
uréitym zpusobem zohlednuje. Jak je vidét ze vzorového feseni, rozdil mezi vypoctem pomo-
ci stavové rovnice idedlnfho plynu a van der Waalsovy rovnice nebyl zcela nepatrny, nicméné

4Koeficienty a, b pro molekuldrni kyslik a dusik najdeme na http://en.wikipedia.org/wiki/Van_der_Waals_
constants_(data_page).
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ani markantni. Pochvalu si zaslouzi Kuba Kvorka, ktery se pustil do uvazovani a vyjadfovani
i v roviné redlnych plyniéi pomoci jiz zminéné van der Waalsovy rovnice.

Kristina NesSporovd
kiki@fykos.cz

Uloha IV.3 ... racek 4 body; pramér 3,26; fesilo 61 studentt

Naproti sobé pluji dvé lodé, prvnif rychlosti uy = 4m-s~* a druhd rychlosti uz = 6m-s~'. Ve
chvili, kdy jsou od sebe vzdaleny so = 50 km, vzlétne z prvn{ lodi racek a leti smérem ke druhé.
Leti proti vétru, jeho rychlost je vi = 20m-s™*. Kdy# dorazi k druhé lodi, obrati se a leti zpét,
nyni po vétru rychlosti v = 30 m-s~*. Takto 1ét4 tak dlouho, dokud se obé lodi nesetkaji. Jakou
celkovou drahu racek urazi? Mirek vylepsoval dlohy pro ZS.

Ulohu vy¥esime v soustavé prvni lodi (rackovy ,,domovské“ lodi). Z pohledu této soustavy se
druh4 lod pfiblizuje rychlost{ o velikosti w = 10 m-s™*, racek vylétava rychlosti o velikosti wy =
= 16m-s~! a vraci se rychlost{ o velikosti ws = 34 m-s~1. Jeliko? racek leti pFesné polovinu své
cesty rychlosti w; a polovinu rychlosti ws, je jeho primérna rychlost na vsech tsecich ,tam
a zpét® stejnd a rovna

_ wiw2
w=2——:"
w1 + w2
Jelikoz vime, ze druhd lod dorazi k prvni za ¢as t = so/w, muZzeme (z definice primérné

rychlosti) pro celkovou drahu, kterou racek ve vztazné soustavé spojené s lodi urazi, psat

_ wiwz2  So

Tlog = Wt = 22— — .

w1 + w2 w

Ciselné pak mame z1oq = 109km. A¢ se zd4, Ze jsme v cili, opravdu nesmime na tomto misté
zapomenout, ze se pordd nachdzime v soustavé prvni lodi, ve které racek naléta jinou vzdéle-
nost nez v soustavé, ve které mame zadané pavodni rychlosti® Vzdélenost, kterou racek uletél
vzhledem k pivodni soustavé, potom ziejmé bude rovna & = Ziog + u1 (11 — 12), kde T» je
celkovy cas, po ktery se racek k prvni lodi priblizuje a T1 je celkovy cas, po ktery se racek od
prvni lodi vzdaluje. Zdroven ale vime, ze T1 + To = so/w a T1/T> = wa /w1, takze mizeme
pfimocare vyjadrit 11,2 a psat

( wW1W2 wz — wl) S0
=2 U1 —
w1 + w2 wy + w2/ w
Ciselné pak méme z = 116 km.

Kuba Vosmera
kuba@fykos.cz

Uloha IV .4 ... vybity puding 4 body; pramér 2,94; fesilo 31 studentt

Modelii atomu vodiku bylo nespocetné mnozstvi a mnohé z nich uz jsou prekonané, ale my
madme radi puding a tak se vratime k tzv. pudinkovému modelu vodiku. Atom tvori koule
o poloméru R s rovnomérné rozloZzenym kladnym nébojem (,puding®), v kterém se nachdzi

5Trividlng, i kdyby racek v soustavé lodi sedél na misté, z hlediska ptvodni soustavy se bude pohybovat
rychlosti u1.
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jeden elektron (,rozinka“). Samoziejmé nejlépe je elektronu v misté s nejniZsi energii, tak
sedi ve stredu pudingu. Celkové je soustava elektricky neutralni. Jakou energii musime dodat
elektronu, abychom ho dostali do nekonecna? Jaky by musel byt polomér pudingu, aby se
tato energie rovnala Rydbergové energii (excitacni energie elektronu v atomu vodiku)? Polomér
vyjadrete v nasobcich Bohrova poloméru. Jakub varil puding.

Najprv si uré¢ime hustotu elektrického ndboja p kladne nabitej gule s polomerom R. N&boj
elektronu je —e a kedze je atéom celkovo neutrdlny, tak kladne nabitd gula ma naboj +e. Pre
homogénne rozlozenie naboja v guli je hustota v nej vsade rovnaké. D4 sa teda vypocitat ako
podiel celkového néboja e a objemu gule V'

_e e e
P2V T LR T R

Budeme chciet vypocitat elektrické pole, ktoré vytvara kladnd cast atému (v jej poli sa
bude elektrén pohybovat). Nato ndm bude uzitoénd Gaussova veta. T4 vravi, ze ak vezmeme
Tubovolnt uzavrett plochu® S, tak tok elektrickej intenzity” ® plochou S je imerny naboju Qin

vymedzenému plochou S, tj.
7{ E-ds— %,
s €o

Vo vztahu este vystupuje konstanta o, aby sedeli jednotky (naschvdl si to mozete vyskusat
pre gulu a jeden bodovy ndboj v jej strede). Vyuzijeme symetriu nasej situdcie a zvolime za
uzavreti plochu povrch gule K(r) s polomerom 7 a so stredom v strede nabitej gule. Jednak zo
symetrie vieme, ze vektor elektrickej intenzity smeruje od stredu, teda je vzdy kolmy na povrch
gule (bude sa Tahko ratat skaldrny sti¢in), a po druhé vieme, ze jeho velkost je na povrchu gule
rovnakd a ozna¢ime ju E(r). Dostaneme tak

]{ E(r)dS = Qun(r) .
K(r) €o

Velkost intenzity je v ramci integracie konstanta, takze ju mézeme vybrat pred integral. Zvysny
integral je integral povrchu gule, teda vysledkom integralu je povrch gule 4nr?. Dostaneme tak
dnr® B(r) = Qun(r) .

€0
Teraz si rozdelime vyber gule na dva pripady. Ak je polomer gule r va¢si/rovny polomeru R
alebo ak je polomer gule r mensi/rovny polomeru R. V prvom pripade je ndboj vo vnitri gule

polomeru r rovny celkovému nédboju kladnej gule e. V druhom pripade je ndboj vo vnutri gule
polomeru r rovny sic¢inu hustoty kladného naboja a objemu gule polomeru r. Dostaneme tak

Qin(r)—{ ©y T2

ez, T<R.

SUzavreta plocha v trojrozmernom priestore znamena plocha, ktora nemé hranicu, okraj. Napriklad povrch
gule nema hranicu, preto je to uzavreta plocha. Ale ak by sme povrch gule rozrezali rovinou na dva gulové
vrchliky, tak tieto vrchliky maji hranicu — kruznicu v mieste rezu — a preto nie st uzavreté plochy.

7Tok vektorového pola A plochou je analégiou toku vody plochou, kde vektormi st vektory rychlosti. Tok
cez celu plochu sa ziska spoéitanim/integriciou malych tokov d® cez jednotlivé malé plochy dS. Ak vektor A
smeruje kolmo na plochu dS, tak je velkost toku d® = AdS. Ak vektor A smeruje v rovine plochy dS, tak
cez plochu ni¢ "netecie” a tok je nulovy. Tok teda zavisi od orientécie vektora A a plochy. Preto sa definuje
vektor plochy dS, ktory ma velkost dS a mé smer normdaly plochy dS = dSn. Tok je potom skaldrny sdaéin
vektorov A a dS, d® = A-dS.
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A pre velkost elektrickej intenzity E(r) dosadenim dostaneme

1 e
Bey={ T 2R
4meg R3 TSR

Vsimnime si, ze pre r > R rovnomerne nabita gula vytvara rovnaké pole ako bodovy néboj
rovnakej velkosti umiestneny v jej strede. Vo vnutri gule elektrickd intenzita linedrne rastie
z nuly v strede po maximum na povrchu gule.

A teraz vypocitame energiu/pracu W potrebni na prenesenie naboja zo stredu gule do
nekonecna. Na elektrén pdsobi sila velkosti F(r) = eE(r) smerujica do stredu gule. Najprv
ukdzeme surovy postup integrovania. Praca je

—+oo
w- |
0

Rozdelime si integrdl na dva integraly na dvoch intervaloch

+oo
W = / dr+/ F(r)dr,
R

dosadime vztah pre silu a elektrickt intenzitu

+oo 1 €2
W = ——d
/ dreg R5 dr +/R dneo 2 O

vyberieme konstanty pred zatvorku a zintegrujeme funkcie

e
= — | =7 + —— s
4TE€0R3 2 0 4drneg TlR

dosadime medze a dostaneme vysledok

_ 3e?
- 8TE€0R ’

Teraz ukdzeme postup bez integrovania (integrovanie za nds urobili ludia pred nami). Précu
na presun do nekonecna mézeme rozdelit na pracu zo stredu na povrch Wi a z povrchu do
nekonec¢na Wa.

V prvom pripade posobiaca sila zavisi linearne od vzdialenosti od stredu, ¢o ndm pripomina
pruzinu s urcitou tuhostou k

2
€

—T
dreoR3 "’

62

dneoR3

F(r) =

Vieme, Ze potencidlna energia pruziny je® E, = kx2/2. 7 toho vieme zistit pracu Wi ako rozdiel
potencidlnych energii v R a 0:

8Veli¢ina r by v pruzine prislichala vychylke .

10
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V druhom pripade, ako sme uz spomenuli, sa pole sprava ako pole bodového nédboja. Teda
pracu Ws vypocitame z rozdielu potencidlnych energii bodovych nédbojov v nekonecnej vzdia-
lenosti a vo vzdialenosti R. Potencidlna energia bodovych ndbojov opac¢nej polarity je

1 e?

dneg 7

E, =

Potom praca Wa je

2
€

Wa = Ep(+00) — Ep(R) = dreoR

Dokopy praca W je
3e?
87[€0R '
Teraz tuto energiu polozime rovni Rydbergovej energii (energia zdkladného stavu atému
vodika, ioniza¢nd energia elektrénu), ktorej vztah si mézeme néjst/odvodit:

W=W;+ W=

2 4
3e Me€

=W = .
8neo R 8h2e3

Vyjadrime si polomer R
3h2€o

Tmee2 ’

R=

porovndme so vztahom pre Bohrov polomer Rp (polomer dréhy elektrénu v zédkladom stave
v Bohrovom modeli, vzdialenost od jadra vodika v zdkladnom stave s najvicsou elektrénovou
hustotou)

B2
Rp = —2,
TMee
a dostaneme
R=3Rgp.
Jakub Kocdk
jakub@fykos.cz
Uloha IV.5 ... kulky 4 body; pramér 1,77; fesilo 53 studentt

O kolik se zvysi teplota stejnych ocelovych kulek po jejich vzdjemné srazce? Pohybuji se stejnym
smérem rychlostmi vy = 0,7 c a v = 0,9 ¢, kde c je rychlost svétla. Uvazujte konstantni tepelnou
kapacitu a uvazujte, ze kulky jsou stale v pevném skupenstvi.

Lukds vymyslel dlohu do Fyzikldini online a pak ji obménil do série.

Vieme, 7Ze pri zrazke sa zachova energia a hybnost, len ich obe musime chapat relativisticky.
V relativite sa pouziva takzvany ~ faktor popisujici ,relativistickost* castice s rychlostou v. Je
definovany ako

11
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Energia ¢astice s pokojovou hmotnostou® m je potom ymc?. Jej hybnost je jej klasickd hybnost
vynasobend v, teda hybnost s relativistickou hmotnostou. Faktory v dvoch castic ocislujeme
dolnymi indexmi ako zo zadania a smelo mdzeme pisat zdkony zachovania. Nesmieme zabudnut,
ze vysledna Castica mdze mat vSeobecne hmotnost M, jej rychlost oznac¢ime vg

YoM = By + Bz = yime® + yamc® = m(y1 + 72)02 .
Castice letia rovnakym smerom. Prislugné zlozka hybnosti mé teda rovnaké znamienko
YoMuvo = p1 + p2 = yimwv1 + yamos .
7 tychto dvoch rovnic mézeme napriklad jednoducho vyjadrit

_ mv1 + Y22
n=—————.
Y1+ 72

Odtial lahko spocitame

2
M = m% =m(n+y2)4/1- (%0) =my/(71 +72)% — (1101 /c + y2v2/c)?

a ak roznasobime vyraz pod odmocninou a vyuzijeme definiciu 7, dostaneme

M = m\/2 + 27172(1 — viva/c?) .

Po dosadeni by sme dostali

M _ 2+A =2,092.
m /969

Vidime, ze vyslednéd pokojova hmotnost bude vacsia ako siucet pokojovych hmotnosti pévodnych
gil — asi 0 5 %. Teraz sa musime zamysliet, ¢o to v skuto¢nosti znamen4.

To, Ze sa spojend gula zohreje je zrejmé uz z nasich klasickych predstav. Pri klasickej zrazke
(pomalych) gul vacsinou zanedbavame energiu, ktord unikne v podobne zvukovej energie, rov-
nako urobme aj tu (aj ked by to bola poriadna rana). Pri relativistickych rychlostiach nastéva
eSte dal$ia moznost, a to rozpad alebo fiuzia jadier. Tuto moznost tiez nebudeme uvazovat.
Takyto proces totiz nevieme dobre popisat (unikalo by podstatné mnoZstvo energie).

Ak teda zrazime rovnaké gule, kazda s N atémami, vyslednd gula bude mat presne 2N até-
mov — tu samozrejme nie su ziadne relativistické korekcie. Presnejsie povedané, bude to pravda
prave, ak neuvazujeme jadrové reakcie. Kazdy z tychto atémov mé samozrejme rovnaki po-
kojovih hmotnost ako tie v povodnej guli, pretoze pokojovad hmotnost je vlastnost konkrétneho
izotopu. To sa ale nedd povedat o zotrvacnosti tychto atémov. Prave pri zrazke sa rapidne
zrychlia. Toto zrychlenie teda spdsobi zmenu nameranej hmotnosti spojeného telesal®

9Znacit relativisticki hmotnost, teda ym, nejako Specidlne vedie iba k zmitkom.

9Teraz by ste sa mali spytat otdzku, preo meriame relativistickd a nie pokojovti hmotnost atémov v latke?
Odpoved je v spésobe merania hmotnosti: va¢sinou polozime teleso na vdhu a meriame tlak, ktorym na nu
posobi. Ak sa teda zvysi relativistickd hmotnost Castic, rovnako sa zvysi aj ich hybnost, a teda aj hybnost,
ktorti budu predavat vahe. Dobra otazka je, ako do toho vstupuje gravitacia. Odpoved je, ze gravitacia posobi
na celkovi energiu, prave vdaka ¢omu sa teleso zohriatim neodrazi od svojej podlozky.

12
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Zrychlenie pohybu castic sme uz ale videli aj v klasickej fyzike, tam ho interpretujeme
prave ako ohrievanie. Dodané teplo je teda prave rovné pridanej energii castic, ktora je jedno-
ducho (M —2m)c?. Uz len potrebujeme tepelnii kapacitu ocele'® ¢y, = 466 J-kg™"-K ™! a ziskant
energiu na kilogram

- = —1|=41PJkg™'.

2+ 74
(M —2m)c? (1 M 1) 2 /969

om ~—\2m 2

Nakoniec len podelime energeticky prirastok kapacitou a ziskame

AT =% Z89TK.
Cm
Takyto vysledok si zaslizi kratky komentar, terakelviny nestretdvame kazdy den. Ukazuje to
na nase predpoklady, ktoré st velmi nefyzikalne: aj keby pri zrazke nenastala jadrova reakcia,
kazdopadne by sme namiesto pevného objektu pozorovali oblak castic rozlietajici sa na vsetky
strany.

Poznamky k rieSeniam

Najcastejsia chyba bola neuvazovanie zmeny pokojovej hmotnosti pri nepruznej zrazke'?. Chva-
lim kazdého, kto na to nezabudol a menovite Martina Stykse, ktory sa ako jediny dopracoval
ku spravnemu vysledku.

Vela Tudi uplne zabudlo na relativitu alebo nespravne skladalo rychlosti. Naopak, zopar
riesitelov riesilo vSeobecnejsi pripad s koeficientom restiticie pri zrazke.

Jdn Pulmann
janci@fykos.cz

Uloha IV.E ... n&kdo to rad vlazné 8 bodti; primér 4,29; fesilo 48 studentii

Zmeérte zavislost teploty na case v uvareném sSalku caje. Promérte klidny pripad i ¢aj michany
IZickou. Dale ovérte, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezdvisi na tom, zda se s Cajem
micha ¢i nikoli. Michal upravil zkcd.

Teorie

Budeme predpokladat prenos tepla pouze vedenim. Uvazujme, Ze teplota vody t, je v celém
objemu stejnd a je rovna teploté hrnku (keramika vede teplo oproti vzduchu velmi dobfe).
Pokojovou teplotu oznacme t¢,. Uvazujme, ze teplota vody se méni tak pomalu, ze vedeni tepla
miuzeme povazovat za ustilené. Pak za dobu dr se vedenim prenese teplo

dQ =k (tp —tv) dr, (7)

kde k je konstanta. Tepelny tok je zaporny, protoze jde ven z hrnku. Abychom snizili teplotu
vody a hrnku o teplotu dt, musime odebrat teplo

dQ = Cdt, (8)

Mhttp://en.wikipedia.org/wiki/Heat _capacity#Table_of _specific_heat_capacities
12 Ak by sme chceli zniet pompézne, povieme, Ze aj teplo mé zotrvainost

13
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kde C je tepelnd kapacita hrnku a vody. Rovnice (7) a (8) dohromady dévaji
k (tp —t.) dr = dQ = Cdt.

Nezndme obecné ani konstantu k, ani C, proto zavedeme jinou konstantu A = k/C. Pak po

upravé (separaci proménnych)
1 1

Nt —tp

coz je diferencidlni rovnice. Obé strany zintegrujeme a dostaneme

dt =dr,

1
—tht—%):r+LL
kde D je néjakd integracéni konstanta (uréime pozdéji z pocateénich podminek), odkud
tr)=e P 4y

po upravée
t(r) = Be ™ 4+t (9)

kde F je opét konstanta, kterou je mozné vyjadrit pomoci ptivodni D a kterou tedy téz mtizeme
uréit z pocatecnich podminek. Poc¢iteéni podminka je, Ze na pocétku (v ¢ase 0) je teplota to,
tedy ¢(0) = 0. Po dosazeni do (9) dostaneme

to=E+t, = FE=to—tp,
a tedy zavislost teploty na case je
tr) = (to —tp) e ™ +tp. (10)

Rozdil ptripadi, kdyz se s ¢ajem michd a kdyz nikoliv, nedokdzeme snadno kvantitativné
popsat, pokusme se alesponn odhadnout nékolik rozdila. Vyse jsme predpoklddali, Ze teplota
vody je v celém objemu v kazdém cCase stejnd a je stejnd jako teplota hrnku. To vsak neni
pravda, nejvyssi teplotu bude mit voda priblizné ve stfedu hrnku, blize u stén bude teplota
o malo nizs{ a teplota hrnku bude téz nizsi. Jestlize cajem michdme, pak tuto teplejsi vodu
ze stfedu hrnku premistujeme k okraji. Z rovnice (7) vidime, Ze teplo prenesené za jednotku
Casu je imeérné teploté vody a hrnku, pfesnéji teploté vnéjsi stény hrnku. Jestlize tuto teplotu
michdnim zvysime, tepelny tok bude vyssi, a tedy caj se bude ochlazovat rychleji. Kovova
1zice navic teplo velmi dobfe vede a odvadi z vody pry¢. Jestlize michdme lzickou, pak nad
hladinou rukou pfemistujeme vzduch, nad hladinu se dostdva vzduch chladnéjsi a opét dojde
k rychlej$imu ochlazovéni. Ze vSech téchto divodu by doba vychladnuti na pitnou teplotu méla
byt nizsi v pripadé, ze se s cajem micha.

Meéreni teploty

Teplota byla méfena pomoci NTC termistorti 2322 6403, ktery ma pii teploté 25°C od-
por 10kS2, prfi vyssich teplotdch odpor klesd (termistor je NTC — negative temperature co-
efficient).

Automatizovat méreni odporu by bylo mozné pomoci multimetru pfipojeného k pocéitadi,
nicméné by v jednom okamziku bylo mozné mérit jen tolik teplot, kolik médme k dispozici

13http: //www.gme.cz/img/cache/doc/118/042/ntc640-10k-datasheet-1.pdf

14
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multimetri pripojitelnych k pocéitaci. Protoze chceme provadét vice méreni paralelné, zvolime
jiny zptsob.

Méfen{ odporu muzeme snadno pfevést na méfeni napéti pomoci napétového délice (viz
obrazek 3), ktery se sklddd obecné ze dvou ruznych odporl, v naSem piipadé z termistoru
a odporu Ryer = 10k. Zanedbdme-li proud tekouci pripadnym voltmetrem, pak obéma sou-
castkami tece stejny proud, proto dle Ohmova zdkona pomér napéti na nich je roven poméru
jejich odpori. Budeme-li mérit napéti na referenénim odporu Ry, pfi teploté 25°C naméri-
me Uer/2, jestlize teplota stoupne, odpor termistoru klesne, napéti na ném taktéz a my na
referenénim odporu naméfime napéti vyssi.

HT7533-1
™ Uin Uout

= GIETD 3 é 'é é
— — — — oo
O O o
5V  Uset ; ; ;

GND A:

A

o

An
Arduino E E E
Nano = S S

Obr. 3: Schéma zapojeni pro automatizované méreni teploty pomoci termistoria a Arduino
Nano.

Automatizovat méfeni napéti je jiz podstatné snazsi. Pouzili jsme Arduino Nano'*, coz

je deska obsahujici mikrokontrolér Atmel ATmegal68 a prevodnik UART na USB. Obsahuje
nékolik 10bitovych analogovych vstupl (na obrdzku oznadenych Ai,..., A,), které umoznuji
méfeni napéti (presnéji mér{ pomér méfeného napéti a referenéniho napéti Uyer). Jako referenéni
napéti (a téz napéti pro napétovy délic) slouzil 3,3 V stabilizdtor HT'7533-1. V principu je mozné
za referenci pouzit pfimo 5V z USB, nicméné toto je velmi zavislé na pouzitém kabelu, dalsich
pripojenych zafi{zenich apod. a muze se v prubéhu méfeni velmi ménit (ackoliv na jeho hodnoté
méfeni nezdvisi, Sum na referenénim napéti zvysi Sum méfenych hodnot), proto je vhodnéjsi
pouzit stabilizator.

Mikrokontrolér snadno naprogramujeme, aby v néjakych ¢asovych intervalech (v nasem
pripadé asi 1s) po sériovém portu posilal aktudlni hodnotu napéti na analogovych vstupech.
Na poditaci, ke kterému je Arduino pres USB pfipojeno, pak tyto hodnoty ze sériového portu
¢teme a ukldadame do souboru.

Je tfeba téz prevést namérené napéti na teplotu. To je mozné bud s pomoci udaju, kte-
ré uvadi vyrobce termistoru (nejprve je tieba ze znalosti Ryef piepocitat napéti na odpor;
po kratkém vypoétu zjistite, ze na Uyer skuteéné nezdvisi), nebo provedeme kalibraci jinym
mérfidlem. My zvolili druhou metodu a provedli kalibraci pomoci dvojice ¢islicovych teploméru
Dallas DS18B20*®, které byly téz pfipojeny na mikrokontrolér. Oba teploméry i viechny termis-

http://arduino.cc/en/Main/arduinoBoardNano
Shttp://www.gme.cz/img/cache/doc/530/067/ds18b20-datasheet-1.pdf
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tory byly ponoreny ve vodé, kterd byla michdna, na poc¢atku méla teplotu asi 95 °C, postupné
byla okolnim vzduchem ochlazena na pokojovou teplotu a nakonec byla ochlazena ledem na
asi 0 °C, pfi¢emz byly zaznamenavany teploty obou teploméra (nakonec se z nich vzal pramér)
a hodnota napéti (pfesnéji feCeno pomér méfeného a referenéniho napéti) naméfend mikro-
kontrolérem. Pro kazdy z termistort byla namérena kalibra¢ni krivka. Vzhledem k tolerancim
jednotlivych soucéédstek se kiivky pro kazdy termistor s danym referenénim odporem mirné lisily,
proto po provedeni kalibrace nebylo mozné termistory mezi sebou navzajem vyménovat, aniz
bychom vyrazné zvysili nejistotu méreni.

Na zavér kapitoly jesté poznamenejme, ze popsany postup je mozné pouzit pro méreni
i dalsich veli¢in, které dokazeme prevést na napéti.

Meéreni

Krivka chladnuti byla vzdy zaroven meéfena pro tfi pripady — voda v hrknu se nemichala,
voda byla michdna definované pomoci rotujici kanceldfské sponky na dné hrnku (pod hrnkem
rotoval magnet stdlou thlovou rychlosti) a voda byla michdna 1zickou. Méfeni vSech ti{ pfipada
vzdy probihala zdroven, aby se odstranil vliv rozdilné pokojové teploty, kterd se pohybovala
mezi 20,0 °C a 21,5 °C. Objem vody v hrnku byl vzdy asi 0,51.

Ve vsech pripadech byly pouzity pro méreni tii termistory, jeden pripevnény na dné hrnku
u okraje, druhy na vnitini strané stény hrnku tésné pod hladinou a treti priblizné na ose hrnku
v poloviné vysky hladiny. Zaznamenany byly vzdy vSechny tfi teploty, pricemz pfi zpracova-
ni bylo zjisténo, Ze jejich rozdil je srovnatelny s nejistotou méreni teploty, proto z nich byl
vypocitan primér, ktery byl dédle povazovan za primeérnou teplotu vody v hrnku.

U prvnich dvou pripadu predpokldddame, ze rozptyl namérenych hodnot bude maly, protoze
bud nemichame, nebo michdme vzdy stejné, nicméné michani 1zickou mohlo byt v kazdém
pripadé jiné, proto rozptyl predpokladame vyssi.

Krivka chladnuti pro vSechny tii pfipady byla vzhledem k casové narocnosti az do pokojové
teploty méfena jednou, viz obrdzek 4. Dalsi méfeni byla ukoncena p¥i 50 °C, coZ je pfiblizné
teplota, pri které dva organizatori jiz oznacili teplotu c¢aje za pitnou.

Meéfené kiivky vzdy zacinaly tésné nad 90°C (to proto, ze voda se lila do hrnku, ktery
meél pokojovou teplotu, a tedy jeji teplota poklesla drive, nez senzory teploty zaregistrovaly
zménu teploty). Za dobu vychladnut{ na pitnou teplotu, kterou médme mérit, tedy budeme déle
povazovat dobu, za kterou se teplota vody snizila z 90 °C na 50 °C. Naméfené casy uvddime
v tabulce 1.

Hypotéza o rovnosti stfednich hodnot

Z prumérnych hodnot a nejistot uvedenych v tabulce 1 by se jiz dalo usuzovat, Zze doba vy-
chladnuti na pitnou teplotu zavisi na tom, zda s ¢ajem michdme, protoze intervaly spolehlivosti
se neprekryvaji. Podivejme se vSak na problém, ktery mame resit, z pohledu statistiky.

Testujme hypotézu, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s ¢ajem
miché 1zickou ¢i nikoli. Znovu pfipomenme, ze méreni probihalo vzdy po trojicich, tedy v tabul-
ce 1 méreni, ktera jsou na jednom radku, probéhla soucasné a za stejnych podminek, méfeni na
ruznych radcich mohla probéhnout za rizné teploty, tlaku, vlhkosti. .. Pro testovani vyuzijeme
Studenttv test pro dvojice. Testujeme, Ze stiedni hodnota doby vychladnuti na pitnou teplotu
v pripadé, ze s Cajem michdme, je stejnd jako stfedni hodnota doby vychladnuti na pitnou
teplotu v pripadé, Ze s ¢ajem nemichdme.

16



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVII ¢islo 5/7

% I ' T T T T T T
| bez michani
1 ichatko
80 1% mic |
1zicka -
70 F
60
*t
¢ 50
40
30 +
20 I | ) | | . I _I\
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
T
min

Obr. 4: Namétené kiivky chladnuti.

Tabulka 1: Naméfené doby zchladnuti vody v hrnku z 90 °C na 50 °C v zévislosti na zpiisobu

michéni.

Tbez michani Tmichétko 71IZiéka
S S S
2035 1648 1723
1967 1666 1693
2018 1697 1737
2061 1731 1653
1996 1701 1683
1983 1682 1705
2034 1699 1716
2035 1709 1671

2020£40 1690+20 1700+ 20

Hypotézu budeme testovat na hladiné vyznamnosti a = 0,05 = 5%, kterd udava pravdé-
podobnost toho, ze hypotézu zamitneme, ackoliv plati (tzv. chyba 1. druhu). To nicméné nic
nefikd o pravdépodobnosti toho, Ze hypotézu nezamitdme, ackoliv neplati (tzv. chyba 2. druhu).

Ozna¢me n pozorované dvojice (zi,y;), kde ¢ = 1,2,...,n, a jejich rozdily d; = x; — ;.
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Vypocitame aritmeticky prumér jejich rozdilu

d_:

S|

i=1

a vybérovou smérodatnou odchylku jejich rozdila

s(d) = | = D7 (d—d)”.

Pozorovand hodnota testovaciho kritéria je
t= i\/n -1
s(d)
a porovnavame ji s doplnkem kritického oboru
Wa=(-tig(n—1)ti_g(n-1)),

kde t1_n/2(n — 1) je (1 — a/2)-kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Jestli-
zet € W o, hypotézu nezamitame, v opa¢ném piipadé hypotézu na hladiné spolehlivosti 1—a za-
mitame.

Aplikujme popsany postup na nase méfeni, tedy z; jsou hodnoty v prvnim sloupci ta-
bulky 1 a y; hodnoty ve tfetim sloupci, pficemz n = 8 je pocet radkid. Vypocitame jejich
rozdily a nésledné aritmeticky primér d = 319s a vybérovou smérodatnou odchylku s(d) =
= 47s. Odtud t = 18,0. Kvantil ¢,075(7) = 2,365 zjistime ze statistickych tabulek. Protoze
18,0 ¢ (—2,365;2,365), hypotézu, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu nezévisi na tom, zda
s ¢ajem michdme, na hladiné vyznamnosti 5 % zamitdme. Hodnota testovaciho kriteria je dokon-
ce vySSi nez to,0995(7) = 5,408, takze hypotézu bychom zamitli i na hladiné vyznamnosti 0,1 %.
Dle naméfenych hodnot je tedy mensi nez 0,1 % pravdépodobnost, ze rychlost vychladnuti na
pitnou teplotu nezavisi na tom, zda se s ¢ajem micha.

Nejistoty méreni

Dallas DS18B20 méii teplotu presnéji nez 0,5 °C, po kalibraci byl rozdil primérné teploty
naméfené dvojici téchto ¢idel a pomoci termistortt mensi nez 0,1 °C. Nejistotu méfeni teploty
tedy odhadneme na asi 0,5 °C.

Cas byl méfen pomoci mikrokontroléru s pfesnosti na nanosekundy. Zaznamenavan byl vzdy
Cas zacatku cyklu méreni, béhem kterého se postupné precetly a vypocitaly hodnoty ze vSech
snimact, coz dohromady trvalo asi 0,5s. Doby, za které se teplota vody snizila z 90 °C na 50 °C,
byly odecitany z grafu, pricemz vzhledem k Sumu odhadneme nejistotu jejich stanoveni na 2s.

Rozptyl vysledku je zfejmé velmi ovlivnén také tim, Ze objem vody v hrnku byl definovany
pouze na zikladé rysky v ném pred méfenim nakreslené, takze nejistotu objemu odhadujeme
na 10 ml.
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Diskuse vysledki

Zkusme prolozit naméfenou zdvislost teploty na ¢ase (tu, kde se s vodou nemichalo) teoretickou
zavislosti (10), viz obrdzek 5. Vidime, Ze teoretickd a naméfend zavislost si neodpovidaji. To
je zpusobeno zjednodusenimi, které jsme pouzili. Méfeni zacalo témét ihned po naliti vody do
hrnku, tedy v dobé, kdy teplota hrnku byla mnohem nizsi nez teplota vody, a tudiz hrnek vodu
ze zac¢atku ochlazoval mnohem rychleji. Dalsi podstatné zjednoduseni spociva v tom, ze jsme
zanedbali vypafovani vody!®

90 T T T T T T T T
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70

60
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20 1 1 1 1 1 1 1 1
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Obr. 5: Naméfené kiivka chladnuti pro pripad, kdy se s ¢ajem nemichd, prolozena teoretickou
zavislosti (10).

Z3vér

Byla naméfena zévislost teploty na ¢ase v uvafeném $alku ¢aje (obrazek 4) pro klidny ptipad, ¢aj
michany pomoci michdtka (stdlou tithlovou rychlosti rotujici kanceldrska sponka na dné salku)
a pro ¢aj michany lzickou. Testovali jsme hypotézu, ze doba vychladnuti na pitnou teplotu
(50 °C) nezavisi na tom, zda se ¢ajem michd, a na hladiné vyznamnosti 0,1 % jsme ji na zakladé
namétrenych hodnot zamitli.

Komentar k doslym resenim
Mnoho tesiteli si ziejmé neptecetlo celé zadani a neprovedli méreni zavislosti teploty na case,
pouze uvedli, na jakou teplotu se za jeden ¢as (jehoz volbu nekomentovali) voda ochladila.

16ptesnejsi modely najdete napf. na http://www-ucjf.troja.mff.cuni.cz/dolejsi/outreach/sedlacek_ajp.
pdf.
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Ptali jsme se na dobu, za kterou se v obou pfipadech ochladi voda na pitelnou teplotu.
Z toho je zfejmé, Ze je nejprve nutné tuto teplotu (subjektivng) zvolit a méla by se v FeSeni
objevit. Zaroven by se v feSeni mély objevit naméiené doby, nikoliv pouze graf zavislosti teploty
na case.

Neustéale opakujici se chybou je spatné zaokrouhlovani. Zopakujme proto, ze v pripadé vsech
méfeni bychom méli uréit nejistotu méfené veliciny (nejlépe z parametru pouzitych méridel urcit
nejistotu typu B a z namérenych hodnot nejistotu typu A a vypocitat kombinovanou nejistotu;
Casto ale postaci alespon odhad), tu zaokrouhlit na jednu platnou &islici (popf. dvé platné &islice,
je-li prvnf platna ¢islice 1 nebo nékdy i 2) a podle nejistoty se pak zaokrouhlf i namérend stredni
hodnota méfené veliciny.

Vétsina Fesitelt provedla jen jedno méfeni pro kazdy piipad (bez michani a s michdnim
1zickou) a na zdkladé tohoto méfeni dosla k néjakému zdvéru. Z jednoho méfeni vSak nelze na
nic usuzovat. PTi testovani hypotézy o rovnosti stfednich hodnot pouzivame kvantil Studentova
rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, kde n je pocet méfeni. Pro jedno méreni, a tedy 0 stupnu
volnosti neni Studentovo rozdéleni vibec definovano. Hypotézu se snazime zamitnout, proto
potfebujeme doplnék kritického oboru co nejmensi, a tedy potifebujeme provést co nejvice mé-
feni. Provedeme-li dvé méfeni, pak pouzivame to,975(1) = 12,71, coz je asi tfikrdt vice nez pro
tri méreni, ¢tyrikrat vice nez pro Ctyfi méreni a pétkrat vice pro pét méreni. Pro vice stup-
nu volnosti jiz kvantily klesaji pomaleji, a tedy provedenim vice méteni jiz doplnék kritického
oboru zmensime méné. Proto je vhodné vzdy alesponi 5 méfeni provést, je-li to mozné.

Jestlize méfime zavislost teploty na Case v diskrétnich casech, pak by graf mél obsahovat sa-
mostatné body (pripadné chybové tsecky), které by nemély byt spojeny. Samoziejmé, méfime-li
v mnoha ruznych ¢asech (napiiklad v grafech vyse jde o téméf 12000 bodu) a hustota bodu
v grafu by byla takovd, ze by vytvorily tlustou ¢aru, pak je samoziejmé mozné pouzit caru
(nejistotu miZzeme pak v grafu zndzornit dals$imi ¢arami okolo naméfrené zavislosti, které bu-
dou tvofit pas spolehlivosti). Je také tfeba vzdy popsat osy grafu a obsahuje-li vice ruznych
zéavislosti, pak je oznacit tak, aby mezi nimi Slo rozlisit.

Neékteri resitelé pouzili k méreni multimetr s termoclankem. Zde je tfeba dat si pozor, zda
multimetr provadi spravné kompenzaci studeného konce a zda jej spravné pouzivame. Pomoci
termoclanku totiz muzeme mérit pouze rozdil teplot jeho konct, a tedy potifebujeme znét teplo-
tu toho konce, ktery je pfipojen do multimetru. Presnost této kompenzace (kterou multimetry
provadéji) pak velmi ovliviiuje pfesnost méfeni, coz nikdo z téch, ktefi jej pouzili, do Feseni
neuvedli. Tento efekt je mozné demonstrovat tak, ze konec termoclanku vlozime do rovnovazné
smési vody a ledu, multimetr, ktery delsi dobu pobyl v mistnosti, by mél namérit teplotu 0 °C).
A skuteéné, multimetr ndm ukdzal hodnotu 1 °C, coz je pro termoc¢ldnek typu K (navic aplné
obycejny bez oznaceni) v rdmci nejistot méfeni. Pak cely experiment pfesuneme napf. do ledni-
ce nebo v zimé za okno. My presunuli experiment z mistnosti o teploté 20 °C za okno, kde bylo
asi 1°C a po chvili (kdyz se méfend teplota prestala na prvni pohled viditelné ménit) odecetli
hodnotu 12 °C! Po asi péti minutdch (jak se senzor teploty ukryty uvnitf multimetru postupné
ochlazoval) to bylo 8 °C, po deseti minutdch 6 °C, pokud bychom pockali dostateéné dlouho,
méla by se naméfrené hodnota priblizit té namérené pred presunutim. Odtud navic vidime, jak
velmi daleko od pravdy miuze byt tvrzeni, Ze mérime s nejistotou rovnou poloviné nejmensiho
dilku (coz v pfipadé pouzitého multimetru je 0,5 °C), které mnoho z vas uvedlo.

Tomds Pikdlek
pikos@fykos.cz
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Uloha IV.S ... kvantova 6 bodt; pramér 4,36; resilo 25 studentti

a)

b)

a)

Podivejte se do textu, jak ptisobi operdtor polohy X a hybnosti P na slozky stavového
vektoru v x-reprezentaci (vinovou funkci) a spocitejte jejich komutétor, tj.

(X)z ((P)ato(@)) = (P)a (X)ato(2)) -

Tip Zjistéte si, co se stane pri derivaci soucinu dvou funkci.

Problém energetickych hladin pro volnou kvantovou ééstici, tj. pro V(xz) = 0, vypadd nd-

sledovné: 2 o2

O  py(a)
m  Ox

1. Zkuste jako reseni dosadit ¢ (z) = e** a zjistéte, pro jakd a (obecné komplexni) je E klad-
nd (naddle pouzivejte pouze takovd o).

2. Je toto reseni periodické? Pokud ano, tak s jakou prostorovou periodou (vinovou délkou)?

3. Je ziskand vinovd funkce vlastnim vektorem operatoru hybnosti (v x-reprezentaci)? Pokud
ano, najdéte souvislost mezi vinovou délkou a hybnosti (tj. odpovidajicim vlastnim ¢islem
operatoru hybnosti) daného stavu.

4. Zkuste formalné spocitat hustotu pravdépodobnosti vyskytu cdstice v prostoru nasi vl-
nové funkci podle vzorce uvedeného v textu. Pravdépodobnost, Ze se Castice vyskytuje
v celém prostoru by méla byt pro fyzikalni hustotu pravdépodobnosti 1, tj. fR p(z)dz =
= 1. Ukazte, Ze nelze nasi vinovou funkci nanormovat (tj. prendsobit néjakou konstantou)
tak, aby jeji formdlni hustota pravdépodobnosti podle vzorce z textu byla opravdovou,
fyzikalni hustotou pravdépodobnosti.

5. Bonus Jaka si myslite, ze je limitné neurcitost polohy cdstice, jejiz vinova funkce je

Si? ('Tj. blizi se ve vSech vlastnostech, ale md vzdy normovanou hustotu

hodné blizka té nasi
pravdépodobnosti a je to tudiz fyzikdlni stav.) Lze odhadnout pomoci Heisenbergovych
relaci neurcitosti jaka pritom bude nejméné neurcitost hybnosti?
Tip Davejte pozor na komplexni ¢isla, napriklad kvadrat komplexniho cisla je néco jiného
nez kvadrat velikosti komplexniho cisla.
V druhém dile jsme si odvodili energetické hladiny elektronu ve vodiku pomoci redukované
akce. Zvlastni shodou by reseni spektra hamiltonianu v coulombickém potencidalu protonu
vedlo na uplné samé energie, tj.
Bu= Ry~
kde Ry = 13,6€eV je energeticka konstanta znama jako Rydberg. Elektron, ktery spadne
z libovolné hladiny na n = 2, vyzari energii ve formé jediného fotonu dmérnou rozdilu
energie danych hladin. Ze kterych hladin musi elektron na druhou hladinu spadnout, aby
bylo vyzarené svétlo viditelné? Jakou budou mit odpovidajici spektralni ¢ary barvu?
Tip Vzpomente si na fotoelektricky jev a na vztah mezi frekvenci svétla a jeho vinovou
délkou.

Z textu ¢tvrtého dilu seridlu vime, Ze (X)z p(z) =zp(z) a ze

(P), pla) = ~in - p(z).
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Zaroven pro derivaci soucinu plati (fg)' = f'g + fg’. Pro vyraz v zadani tedy dostdvdme

x (—ihg—i) + —ih% (zp(z)) = ihep(z),

coz je presné vztah postulovany v textu seridlu.

Podle zadani zkusime do rovnice dosadit e**. Musime pouze védét, ze (e**)’ = ae™®. Dosa-
zenim a zderivovanim tedy ziskavame
2
_ e E
2m '

Protoze E je nejen reilnd, ale i kladné veli¢ina, musi byt « Cisté imaginarni

A2mE
a = =i TR

Plati, Ze ¥ = cos ¢ +isin ¢. Vidime tudiz, Ze vinovd délka tohoto Feseni je (identifikujeme

»=vV2mE/h)

\— 2r _ 2nrh  _  h
¢  V2mE 2mE’
kde si vzpomeneme, ze h = h/(2n). Jednoduchym vypoctem zjistime, Ze naSe FeSeni je

opravdu vlastnim vektorem operatoru hybnosti a ze

(15)1 ™ = —iha%eaZ = —ihae™”,

a tudiz p = —iha. Vlnova délka pak je
-
pl~

Presné podle De Broglieho vztahu ze seridlu. Kvantova mechanika tedy presné predpovida
charakter ,hmotné viny“ castic!

Primym dosazenim naseho feseni do vzorce pro hustotu pravdépodobnosti z textu seridlu
dostavame

2 * *
p(x) = ()" = ¢" (z)p(z) = "e™*,

kde * znaci komplexni sdruzeni. Vime, Ze « je ¢isté imaginarni a tedy o™ = —a, takze
Neni tézké ukazat, ze tuto formalni hustotu pravdépodobnosti nelze nanormovat, protoze in-
tegrél z jakéhokoliv konstantniho ¢isla pres celou redlnou piimku je nekone¢ny a nemuze byt
tudiz roven jedné. Tato vinova funkce nebo vektor tedy neodpovida néjakému opravdovému
stavu Céstice, ale je spiS matematickou abstrakci.

Bonus Tato vinova funkce mé presnou hybnost p, a tudiz muzeme intuitivné pomoci He-
isenbergovych relaci fict, ze neurcitost jeji polohy tedy musi byt nekonecnéd. To vskutku
plati — hustota pravdépodobnosti je vsude stejnd, tudiz u blizkého stavu opravdové ¢astice
by byla vSude skoro stejnd, nebo pfinejmensim hodné rozprostiend, a tudiz bychom fakticky
nedokazali viibec fict, kde by se mohla nachézet.
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c¢) Pifmou aplikaci vzorce ze zadani a pouzitim faktu, Ze pro foton je'” E = hf = hc/\,
dostavame
he (1 1 )*1
Am=— = —— ,
Ry \22 m?2
kde m je hladina, na kterou z n = 2 elektron preskakuje. Dosazenim nékolika prvnich

preskoku dostavame:

A3 = 656 nm
A4 = 486 nm
As = 434 nm,
A6 = 410nm
A7 =397nm.

VsSechny dalsi preskoky uz maji kratsi vlnové délky. Porovnanim s tabulkami zjistime, ze
barvy prvnich ¢tyfech ¢ar jsou cervend, tyrkysova, modré a fialova. Paty preskok uz je pak
ultrafialovy a oku neviditelny stejné jako vsechny dalsi.

Vojtéch Witzany Miroslav Rapcdk
witzanyv@fykos.cz miro@fykos.cz

17Vztah mezi frekvenci a vinovou délkou svétla je zdkladni vztah vinové optiky.
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Serial: Strunny

Tento dil bude vyvrcholenim nageho seridlu. Odvodime pohybové rovnice, které plynou z Nambu-
Gotovy akce zavedené ve tietim dile. Rekneme si, #e ji lze za uréitjch dodateénych podminek
(které lze ale vzdy splnit) prepsat do tvaru vlnové rovnice klasické struny. Povime si néco
o Tesenich pohybové rovnice a objevime pojem D-bran. Prechod ke kvantové teorii provedeme
tak, ze z klasickych pozorovatelnych (v nasem ptipadé funkei X* (7, o) parametrizujicich strunu
v daném Case spolu s pfislusnou hustotou hybnosti na struné) prejdeme k operdtortim, které
splnuji kanonické komutaéni relace z minulého dilu seridlu. Dostaneme tak hledanou kvantovou
teorii relativistické struny. Po tomto matematicky vycerpavajicim dilu seridlu nas jiz pristé
cekd fyzikalni diskuze toho, co v sobé teorie strun skryva.

Pohybové rovnice relativistické struny

Zacnéme odvozenim pohybovych rovnic pro relativistickou strunu. Strunu pohybujici se v D-
rozmérném'® prostorodase jsme parametrizovali funkcemi

X(r,0) = (XO(T, o), X' (, cr),...,Xd(T,cr)) ,

kde d = D — 1 je dimenze prostorul® ve kterém se struna pohybuje. My uZ vime, Ze rozumnou
akci pro nasi strunu je Nambu-Gotova akce

S[X(ﬂa)]:/: /Ol[,(XX’) dodr,

kde jsme v analogii s klasickou strunou oznacili hustotu Lagrangidnu

o x) = =2y (5 x)? - X xe

Pro jednoduchost znac¢ime X derivaci vektoru podle 7 a X’ derivaci podle o. Pfipometnime také,

ze skalarni soucin a velikosti vektori nepocitdme stejné jako v eukleidovské geometrii: pro

vektory A = (1407141,A27 .. .,Ad) aB= (BO7Bl,B27 .. .,Bd) méame predpis
A-B=-A"B°+A'B'+ A’B* + ... + A'B".

Velikost vektoru lze pomoci tohoto skaldrniho soudinu spoéist jako |A|*> = A - A.
Vime jiz, ze pohybové rovnice, které nam popisuji vyvoj struny v casoprostoru, urcime
z podminky nulovosti variace akce. Provedme proto naposledy v tomto seridlu variaci

T2 l T2 !
6S [X(1,0)] :/ / L(X+6X X +65X") dadT—/ / £(X,X') dodr. (11)
T1 0 T1 0

18 Uvazovani obecného rozméru prostorocasu je nutné. Kdybychom se totiz omezili hned na za¢étku na D = 4,
dostali bychom nekonzistentni teorii.
19 Jednotlivé slozky znacime souhrnné X* (7, ).
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Pro malé zmény 9 X se ¢leny na pravé strané lis{ jen mdalo a muzeme pouzit v pripadé prvniho
¢lenu Tayloriiv rozvoj do prvniho fadu, a to v obou proménnych X i X’. Dostdvame tak

ot (AL (X, X)) asxm) L (X, X') 9 (5XH)
6S[X(T’UH:/ /Z oxn o T axw a0 | dodm

kde prvni ¢len v rozvoji se odecetl s druhym ¢lenem v (11) a dalsf ¢leny v rozvoji jsou imérné
prvnim derivacim hustoty Lagrangidnu. Ve vyrazu vyse jsme také prohodili derivaci a variaci 4.
Protoze se ndm zacinaji vyrazy komplikovat, oznacme

pr_ L . oL

W= oxn Tr T axm (12)

Stejné jako u vSech ostatnich variaci, i nyni bude néasledujicim krokem pouziti per partes,
v jednom pripadé k prohozeni derivace podle T a ve druhém k prohozeni derivace podle o

58 [X(r,0 / /Z(a’PT P, )5X“dad7’+/ Z P 5X“]7—2
n=0
+/QZ[P;’5X“]ng
1 =0

Nyni se vSak objevily dva okrajové ¢leny. Jeden z téchto ¢lenu je nulovy, protoze stejné ja-
ko v pripadé volné castice ¢i klasické struny predpoklddame, ze zname pocatecni a koncovou
konfiguraci struny, tj. dX*(r1,0) = 0X"(12,0) = 0.

Vymizeni druhého okrajového ¢lenu si zaslouzi vlastni kapitolu a podiviame se na néj za chvili.
Aby tedy byla variace akce nulovd pro vSechny § X*(7,0), mus{ byt nulovy i vyraz v zdvorce
a dostavame tak pohybové rovnice pro relativistickou strunu

opP, OP;
or Jo

=0.

Okrajové podminky a D-brany

Nyni je ¢as vratit se zpét k okrajovému clenu ve variaci Nambu-Gotovy akce. Nulovosti tohoto
¢lenu docilime tak, ze

[PeoX ] = Pg(r,0)6X" (r,1) — P (7,006X" (r,0) = 0

pro vsechna p = 0,1,2,...,d. Existuje nékolik moznosti, jak nulovosti docilit, a ty si nyni
podrobnéji rozebereme.
1. Uzavrené struny nemaji zadny okraj, a proto neni ani potieba anulovat zadny okrajovy
¢len. Hodnoty 0 = 0 a 0 = [ zde odpovidaji témuz bodu na svétoplose. Na tento piipad
Ize proto nahlizet také tak, ze se prislusné dva c¢leny ve vztahu vyse odectou diky tomu,
ze jde o hodnoty v témze bodé.
2. Otevrené struny prindseji zajimavéjsi moznosti. Uvazujme pro jednoduchost jeden index p
odpovidajici néjakému prostorovému rozméru a jeden z koncu oteviené struny. Mame
nasledujici dvé moznosti, jak zajistit nulovost:
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« V pripadé tzv. Neumannovy okrajové podminky je Py, (1,0) = P, (1,1) = 0. Toto je
dodatecnd podminka na konce struny, které se v tomto sméru pohybuji jinak volné.

e V pripadé tzv. Dirichletovy okrajové podminky mame na okraji 6 X* = 0. To zna-
mend, ze je poloha konce struny v tomto sméru fixovdna. Konec struny se v tomto
sméru nemuze pohybovat libovolné, ale je vizdn na pevnou trajektorii.

Na kazdém konci oteviené struny a pro kazdou prostorovou dimenzi muzeme zvolit bud Di-
richletovu, nebo Neumannovu okrajovou podminku. V d prostorovych dimenzich musime tak
zvolit celkem 2d okrajovych podminek. Podle toho, jak tyto podminky namichdme, dostavame
ruzné fyzikalni situace. Uvazujme naptiklad otevienou strunu, kterad splnuje Dirichletovy okra-
jové podminky na obou koncich v p prostorovych dimenzich, tedy §X* =0 prou=1,2,...p
a Neumannovy podminky v ostatnich rozmérech. Konce struny se nemohou volné pohybovat
v téchto smérech a maji tedy pevnou soufadnici (obecné vSak pro oba konce ruznou). Jsou
pfipevnény k p = d — ¢ rozmérnému objektu, ktery nazgyvame Dp-branou?® Tento nizev vznikl
slozenim souslovi Dirichletova-membrana, tj. membrana v Casoprostoru, kterd odpovida Di-
richletové okrajové podmince pro strunu.

D-brany jsou objekty, na kterych Ziji oteviené struny. Z nasi analyzy se ndm tak prirozené
vynotily objekty, které hraji vyznamnou roli v dnesni teoretické fyzice a vyrazné presahuji rdmec
teorie strun. Existuji napiiklad modely vesmiru, které predpokladaji, ze zijeme na 4-rozmérné
D-bréné ve vice rozmérném prostorocasu. Nékteré modely vzniku vesmiru zase predpokladaji,
Ze se vSechny éastice zrodily pii kolizi a ndsledném vymizeni (anihilaci) dvou nestabilnich D-
bran béhem velkého tfesku. D-brany staly také u vzniku tzv. AdS/CFT korespondence. Ukézalo
se totiz, ze dvé zcela odlisné teorie (teorie gravitace na anti de-Sitterové pozadi a konformni
teorie pole na jeho hranici) jsou svdzdny necekanou dualitou. Gravitaci v D dimenzich mizeme
popsat kvantovou teoriif v D — 1 dimenzich. Neni to uzasné?! AdS/CFT korespondence se stala
centrem vyzkumu mnohych teoretickych fyziki a dodnes ji nikdo pordadné nerozumi.

Reseni pohybové rovnice relativistické struny

Piestoze jsme nepoditali explicitné derivace (12), dokdzeme si predstavit jejich komplikovanost.
Dosazenim do pohybové rovnice bychom pak dostali prakticky nefesSitelnou soustavu diferen-
cidlnich rovnic. Nastésti se ndm podafi rovnici tak zjednodusit, ze jiz nebude dale co fesit.
Ziskdme totiz vinovou rovnici, kterou jsme vyresili jiz v tloze ke tietimu dilu seridlu.

Vyuzijeme toho, ze v nasem popisu struny je velikd nejednoznacnost. Fyzikalné pfeci nemiize
zéviset na tom, jak popisujeme svétoplochu struny. Nesmi zadviset na tom, jak vypadaji ¢ary
konstantntho 7 a ¢ na svétoplose. Rozhodujici je pouze tvar této svétoplochy. Jinak receno,
ruzné funkce X* (7, o) mohou popisovat stejny vyvoj struny. Mizeme tedy vybrat parametrizaci
(kfivky konstantniho 7 a o) specidlné tak, aby se ndm pohybové rovnice zjednodusily.

Uz drive jsme volili tyto ¢ary konstantniho 7 a o navzdjem kolmé. To muzeme urcité vzdy
udélat a vede to na podminku

X'(1,0) - X(1,0) =0. (13)

Vzdy také mizeme zatidit to, ze o € (0,2r). Mame-li totiz funkci X*(7,5) parametrizujic
svétoplochu a konce struny odpovidajici & = 0 a & = [, stadi vzit ¢ = 2n5/l a mame tuto
podminku splnénu. Déle mizeme ménit to, jak jsou na sebe ,nahustény* ¢ary konstantniho 7,

20Pokud nespecifikujeme rozmér tohoto objektu, mluvime jen o D-brané.
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tedy jak daleko jsou od sebe tyto ¢ary odpovidajici parametru 7 liSiciho se o jednotku. Vzdy
mtizeme brat?!
X" =—|x]". (14)
Zvolime-li nyni libovolné ¢ary konstantniho o na svétoplose, fixuji ndm tyto podminky jiz
jednozna¢né parametrizace celé svétoplochy. Vezmeme-li podminky (13), (14) v Gvahu, deriva-
ce (12) se dramaticky zjednodusi a lze ukézat,ze

To

C

TO i

P;: an“, PZ = *?nqu s
kde nu, je stejné jako v prvnim dile seridlu rovna —1 pro p = 0 a n,, = 1 jinak. Dosazenim

do pohybové rovnice dostdvdme opravdu vinovou rovnici
XH—X"™ =0

pro kazdy smér v Casoprostoru pu.

Toto je rovnice, kterou jsme se jiz naucili fesit. Muzeme ocekavat, ze ptijde o néjakou kombi-
naci sint a kosinu stejné jako v jedné z predchozich seridlovych tloh. Kromé téchto ¢lent bude
obecné feSen{ obsahovat také linedrni ¢dst v proménné 7. ReSeni rovnice by vedlo na zdlouhavy
a ne prilis zajimavy vypocet, a proto ihned feseni napiseme a pouze ho okomentujeme. Poctivy
Ctendr si muze vyzkouset, Ze jsou pohybové rovnice i okrajové podminky splnény.

V pripadé oteviené struny s volnymi konci bychom naptiklad dostali feSeni

oo
1 —inT inT
XH(r,0) = xf +2a'p" 1 + iV 2/ Zl 7 (aﬁe nT o fte™ ) cosno . (15)

V feseni se vyskytuje spousta konstant, jejichz vyznam si nyni vysvétlime. Prvni dva ¢leny popi-
suji pohyb stfedu struny, zatimco posledni ¢len se sumou odpovida oscilacim struny. Jelikoz je
struna, velmi mal4d?? oéekdvame, ze se bude z dalky jevit jako bodové &astice. Pokud na tuto ¢as-
tici nepusobi zadn4 sila, oekdvame, Ze se bude pohybovat rovnomérné primocare. To zajistuji
pravé prvni dva cleny, které popisuji pohyb hmotného stfedu struny. Dosadime-li do vyra-
zu 7 = 0, zjistime, Ze poloha hmotného stfedu je uréena prévé konstantami zf. Zderivujeme-li
vyraz podle 7, méli bychom ziskat vyraz, ktery odpovida rychlosti. Prvni ¢len feseni pti deriva-
ci vypadne a posledniho oscilujictho ¢lenu si zatim nevsimame. Jako rychlost hmotného stredu
muZeme tedy identifikovat 2a/ply. Konstantu 2’ jsme zavedli pouze z konvenénich divodi a za-
jistuje to, Ze muzeme p! povazovat za hybnost struny. ' je konstanta vSudypi{tomnd v teorii
strun, ve které se objevila jiz od jejiho samotného pocatku. Tuto konstantu lze také vyjadrit
jakozto funkci napéti struny 7o, ale nebudeme se nyni zdrzovat takovymi malickostmi.

Nyni prejdéme k Césti obsahujici sumu. I zde se objevuje konvenc¢ni konstanta, tento-
krét iy/2a’/n, kde i je imagindrn{ jednotka. Nékoho by mohla zmést exponencidla komplexniho
c¢isla. Té se ovSem nemusime bat, protoze podle definice plati

e = e (cos b+ isin b)
a pomoci tohoto vyrazu dostaneme v rozvoji (15) ocekdvané ¢leny se siny a kosiny a nynf jiz s re-
alnymi argumenty. Celkové mame nésledujici parametry feseni pohybové rovnice pro otevienou
relativistickou strunu s volnymi konci: 2§ a pl pro vSechna n pfirozend ¢isla a p=0,1,...d.

2lysimnéme si znaménka na pravé strané. To odpovidé tomu, ze je vektor X Gasupodobny a jeho velikost
na druhou je zadporna. Znaménka se tak vyrusi.
22Tak mals, Ze ji je§té nikdy nikdo nepozoroval.
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Kvantujeme strunu!

Tato kapitola bude tivodem ke kvantovani relativistické struny. Protoze jde vétsinou o naro¢né
vypocty s komplikovanym vysvétlenim, nebudeme vse délat do detailu, ale jen celou proceduru
nastinime.

Prvnim krokem ke kvantové teorii je povyseni klasickych veli¢in na operatory a postulovani
kanonickych komutac¢nich relaci mezi nimi. Musime tedy najit analogii polohy ¢éstice a jeji hyb-
nosti v pfipadé struny. Jak lze snadno vytusit, polohdm bude odpovidat X* (7, o). Hybnost musi
v néjakém smyslu odpovidat casové derivaci polohy. Rozumnym kandidédtem na roli hybnosti
bude proto funkce Py, (7, o), kterd je az na konstantu derivaci X*(7,0) podle parametru 7.

Pti feseni vlnové rovnice je ovSem potieba vzit v Givahu vztahy, které nam zafixovaly para-
metrizaci struny. Lze proto ofekavat, ze ne vSechna X*(7,0) a P}, budou nezdvislé, ale obecné
jsou spojeny podminkami fixujicimi parametrizaci. Je-li dimenze Casoprostoru D, pak bude
nezavislych komponent jen D — 2. To lze prirozené ocekavat, vezmeme-li v tvahu fakt, ze te-
orie musi byt nezavisla na parametrizaci svétoplochy, kterd je dvourozmérna. To neni tplné
pravda a presné vysetfovani podminek na fixovani parametrizace dovoluji jesté dvé dalsi pro-
ménné, které oznaéime x, a p. Ty odpovidaji kombinacim poloh a hybnost{ hmotného stfedu
ve zbyvajicich dvou rozmérech. Celkové mame ndasledujici nezavislé operdtory kvantové teorie
relativistické struny

X'(r,0), P, 2y, P, (16)

kde nyni I = 2,3,...,d. Stiisky nad pismenky znamenaji, ze jiz nejde o ¢islo, ale o operator.
Méme-li definovany operatory, je dalsim krokem pro kvantovani postulovani komutacnich relaci.
Minule jsme se dozvédéli, ze kanonické komutacni relace mezi operdtorem polohy a operatorem
hybnosti maji tvar

[, p;] = ihdij
kde §;; je nulové, pokud i # j, a je rovno jedné, pokud jsou si indexy rovny. V nasem piipadé
méame vsak indexy dva. Mame index I a k tomu jesté spojity index o. Zobecnénim komutacnich

relaci je R A
[XI(T, o), P™ (7, &)] =ihd1;6(c — &),

kde jsme §(o — &) nazvali 0-funkci a je zobecnénim symbolu d;; pro ptipad spojitého indexu o.
Z matematického pohledu jde o ptiklad tzv. distribuce, ale my se pro nyni spokojime s intu-
itivnim pohledem, Ze jde pouze o zobecnéni §;;. Kromé komutacnich relaci vyse musime také
postulovat

20 (1),p"(1)] = ~in
a vSechny ostatni komutdtory operatoru (16) jsou nulové.

Méme prozatim nekoneéné mnoho kvantovych operatori (16) parametrizovanych spojitym
parametrem 023 Bude vyhodné piejit od tohoto spojitého parametru k diskrétnimu. To ndm
prinese dvé vyhody. Operatory budeme schopni ocislovat prirozenymi ¢isly namisto redlného o
a navic se nam z d-funkce stane d;;, se kterym uz umime pracovat. Jak tedy provést diskretizaci?
My jiz zndme klasické feSeni (15) pohybové rovnice. V rozvoji jsou jiz koeficienty ¢&islované
celymi Cisly p a n. V kvantové teorii se z koeficienti stanou operatory a mame tak novou
mnozinu operatori

AT AFI A AT A At
Qnpy Ap Zo, Po, Lo p .

23Kazdému odpovidd o jeden operator.
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Vidime, Ze jiz vSechny spojité indexy zmizely a zustaly jen diskrétni I = 2,3, ...,d an pfirozend
¢isla. Trocha pocitdni s integraly a d-funkcemi by ndm umoznila spocitat komutétory téchto
operatoru

[afn, aLJ] = nIJémn , [ai,{, aLJ] =0, [afm ai] =0.

Posledni ingredienci, kterou budeme pristé potiebovat, je operator energie, tj. Hamiltonidn.
Jeho tvar lze opét spocist ze znalosti Lagrangianu. My jeho tvar ale uhddneme. Vyuzijeme zku-
Senosti ziskané z klasické struny. Energie je souctem kinetické a potencidlni energie. Kinetickd
energie je imérnd hybnosti na druhou, zatimco potencidlni energie byla v piipadé klasické stru-
ny umeérna derivaci parametrizace struny v pevném case. V analogii s klasickou strunou nas
neprekvapi tvar Hamiltonidnu

My jsme ovSem fekli, Ze budeme pracovat s diskrétni mnozinou operdtori, a proto musime
i predpis pro Hamiltonian vyjadrit pomoci této mnoziny. Dosazenim z feSeni pohybové rovnice
dostaneme jednoduchy vyraz>*

d o d
I:I:O/ZpIpIJr Z Zjaj.[a;fl.
=2

j=—o00 I=2

Zde vidime, pro¢ jsme volili konstanty v feseni pohybové rovnici tak, jak jsme volili. Je to proto,
aby nam vysel vztah pro energii takto jednoduse.

Nyni médme vSechny potiebné ingredience k tomu, abychom nasli vSechny fyzikdlni stavy
nasi teorie. V pristim dile se zaméfime na tyto stavy a ukazeme si, ze ruzné médy kmitajici
struny odpovidaji riznym c¢asticim. Prvni méd pro uzaviené struny bude napriklad odpovidat
gravitonu (Castici zpusobujici gravitaci), zatimco prvni méd oteviené struny odpovida fotonu
(castici svétla, ale také ¢éstici zprostiedkujici elektrickou a magnetickou interakei).

Pristé si také povime o problémech teorie, kterou jsme vybudovali, a jaké jsou feseni téchto
problémi. Jednim z problémi je to, Ze naSe teorie neobsahuje fermiony (naptiklad elektron),
které se v nasem svété vyskytuji. Teorie je tedy netplné. ReSenim tohoto problému je supersy-
metrie a teorie superstrun, ktera je o néco komplikovanéjsi nez teorie bosonovych strun, o které
jsme se jiz leccos naucili. Druhym problémem je existence tachyonu, tedy castice s imaginar-
ni hmotnosti. Resenim je opét pfechod k teorii superstrun, ale ne tak tplné. Rekneme si, Ze
tachyony jsou v teorii strun néco pfirozeného a nastinime jejich roli. Dalsim problémem je
predpovézend dimenze casoprostoru D = 26, kterou zatim jesté nikdo nepozoroval. Na zavér
zminime par zajimavosti a aplikaci teorie strun, které vas snad motivuji k hlubsimu studiu
teorie a jednou treba i vyzkumu na tomto aktivnim poli teoretické fyziky.

247de je potieba pouzit jesté relativistické invariance teorie. Relativisti¢nost jsme narusili zvolenim pa-
rametrizace svétoplochy a aby byla vysledna teorie relativisticky invariantni, musi byt napfriklad dimenze
casoprostoru rovna 26. Dalsim dusledkem je také tento jednoduchy tvar Hamiltonianu.
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' /7 Vv Ve (-] Ve l
Poradi resitelii po IV. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
Kategorie prvnich rocniki
jméno skola 12345PES IV % b))
Student Pilng MFF UK 44444586 39 100 158
1. Matéj Mezera G Havlickiv Brod 22442 352 24 78 124
2. Jan Preiss G, Lovosice 22432472 26 77 121
3. Martin Styks G Jana Keplera, Praha 44444252 29 75 119
4. Jdchym Bdrtik G Havlickiv Brod 42441325 25 68 107
5. Jozef Liptdk G Tajovského, B. Bystrica 40332562 25 63 89
6. Premysl Stastny G, Zamberk 4-4-237- 20 61 82
7. Lucie Hronovd G Brno, tf. Kpt. Jarose 2011132- 10 51 76
8. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 4-3-134- 15 60 68
9. Jaroslav Janos G, Lesni ¢tvrt, Zlin 444 1 -5—- 18 78 66
10. Kldra Sevétkovd G Uherské Hradisté 4-4---4- 12 71 61
11. Vit Hordcek G L. Jarose, Holesov 4 -4 -—-4 -2 14 72 54
12.-13. Jozef Burkus G, Roznava 202 - - - 2 — 6 48 50
12.-13. Petr Jakubcik PORG, Praha 4---2-6- 12 63 50
14. Frantisek Zajic G, Nymburk 401 --2 - — 7 70 46
15. Aneta K. Lesnd G Christiana Dopplera, Praha 0 — 1 -1 2 1 — 5 36 43
16. Katerina Stodolovd G, Dasicka, Pardubice @~ - - - - - — — — - 76 41
17. Adam Polocek G, Havlickova, Cesky Tésin - — — — — — — — — 57 40
Kategorie druhych rocniki
jméno skola 12345PES IV % b))
Student Pilng MFF UK 44444586 39 100 158
1. Petr Hruby G, Policka 42422 4675 29 7, 117
2. Jakub Jambrich G J. A. Raymana, Presov 42422 362 25 64 101
3. Dominika Durovéiko- G Hlohovec 22323336 24 69 100
vd
4. Jiri Jarosik G J. Vrchlického, Klatovy 24412 252 22 66 98
5. Tomds Hrbek G J. Ressela, Chrudim 24312273 24 61 97
6. Samuel Obuch G Jana Hollého, Trnava 264-132- 18 54 76
7. Daniela Simdnkovd G, Pelhfimov 4244135 —- 23 67 75
8. Kldra Stefanovd G B. Némcové, HK 404423 —-—- 17 70 72
9. Vojtéch Jelinek G, Neumannova, Zd4r n. S. 424-232- 17 49 60
10.—11. Pavel Kiis G J. S. Baara, Domazlice @~ — — - — — — — — - 74 53
10.—11. Pawvel Soucek G, Nymburk 404-2--- 10 76 53
12. Kuba Pilar G J. Ressela, Chrudim 404-1-5- 14 55 52
13.—14. Jaroslav Stransky G, Tisnov 4-301-3- 11 60 46
13.—14. Minh Tran Anh G Brno, t¥. Kpt. Jarose 2 -—-—-245-—- 13 66 46
15. Marek Otypka G, Zidlochovice 4-4-1 - - - 9 52 45
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 12345PES IV % b))
Student Pilny MFF UK 224445 86 35 100 142
1. Filip Ayazi G Tudovita Stira, Trenéin 12442 487 32 99 140
2.—8. Pawvel Peterka G P. de Coubertina, Tabor 12442556 29 8 116
2.-3. Lubos Vozdecky G a SOSZZE Vyskov 32332337 26 82 116
4. Mojmir Poprocky G Matyéase Lercha, Brno 322-2486 27 79 106
5. Jakub Sldma G Opatov, Praha 12432 473 26 70 100
6. Jakub Dolejsi G B. Némcové, HK 224433 -6 24 8 90
7. Jozef Bucko G PdC, Piestany - - = = - 75 80
8. Tomds Kremel G J. Skody, Pferov 1--4-3 - - 8 & T1
9. Tomds$ Fiala G, S80S a VOS, Lede¢ n. Sdz. 3 - 333 4 — - 16 73 67
10. Pavel BlazZek G a ZUS, Slapanice 1-412 -4- 12 69 66
11. Jakub Maruska G Andreja Vrabla, Levice 22342 —-5- 18 68 65
12.—13. Samuel Kociscik G Postova, Kosice 104-235—- 15 66 59
12.—13. Miloslav Stanék G a ZUS, Slapanice 2-4-2-5- 13 77 59
14.—15. Lucie Brichovd PSG jazykové, HK 101--342 11 44 50
14.—15. Petr Dolezal G Z. Wintra, Rakovnik 22442 --3 17 78 50
16. Martin Vancura G J. V. Jirsika, C. Budéjovice — 2 4 3 1 - - 10 72 47
17. Viaclav Skdla G J. Vrchlického, Klatovy 1---- - - - 1 60 44
18. Viclav Rozhon G J. V. Jirsika, C. Budéjovice — — - — — — - 7 7T 91 41
19. Lubos Krnadc G A. H. Skultétyho, V. Krtis - — — — — 5 9 61 39
20. Katerina Smitalovd G, Dasicka, Pardubice - = - = - - - — 47 36
21. Krystof Sulc VOS, SOS a G, Evropskd, Pra- 1 — 1 31 2 — — 8 66 35
ha

Kategorie Ctvrtych rocniki
jméno skola 12345PES IV % b))
Student Pilng MFF UK 22444586 35 100 142
1. Jakub Kvorka G, Dubnica n. Vadhom 14442 486 33 96 137
2. Ondrej Zelenka SPS a SOSGS Most 32443597 37 8% 101
3. Lydia Janitorovd G, Srobérova, Kogice -————— - = — 56 49
4. Zuzana Vlasikovd G, Rumburk -=-2-3 - - - 5 67 47
5. Markéta Vohnikovd PORG, Praha = — = — — - — — — - 76 45
6. Michal Belina G Volgogradska, Ostrava - - - - - 65 33
7. Tomds Tméj G, Arabskd, Praha 00— - - - - — — — - 79 30
8. Denisa Lampdsovd G, Povazska Bystrica - —4 - - - — - 4 83 25
9. Patrik Turzdk G Postové, Kosice -—— - = - - - - 89 24
10.—11. Peter Hojnos G Skolska, Spisska Nova Ves — — — — — — — — - 78 21
10.—11. Jdn Ondrds G Grosslingova, Bratislava @ — — — — — — — — - 7521
12. Marek Martaus G Velkd okruzng, Zilina ~  — — — — — — — — - 65 20
13.—14. Norbert Slivka G Tajovského, B. Bystrica  — — — — — — — — - 79 19
13.-14. Karolina Sromekovd SpMNDaG, SR~ — — — — — — — — - 68 19
15. Lukds Knob G, Kojetin - == = = = - 9 18
16.—18. Julius Koval G Senica @ - == - - — - - 79 15
16.—18. Andrej Novdk G M. Hattalu, Trstena - - - = - 60 15
16.—18. Radka Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava ~  — — — — — — — — - 94 15
19. Daniel Slezak Svobodné chebskd skola - - - - - 68 13
20.—21. Jiri Guth G, Jirovcova, Ceské Budgjovice — — — — — — — — — 100 12
20.—21. Viktor Skoupy G, Moravska Trebova - — - - = = = = - 92 12
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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