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Uloha V.S ... strunna 6 bodt; pramér 4,00; fesilo 17 studentt

1.

Uvazujme otevrené struny a omezme se jen na tri prostorové rozméry. Namalujte, jak vypada
a) struna volné se pohybujici v ¢asoprostoru,

b) struna pripevnéna obéma konci k D2-brané,

¢) struna natazend mezi D2-brdnou a D1-branou.

Jaké jsou moznosti, kde mohou struny koncit v pripadé konfigurace tii rovnobéznych D2-
bran?

Vyberte si jednu z funkci P}, nebo Py, definovanou v prvni ¢ésti seridlu a najdéte jeji explicitni
tvar (tj. pfimo zavislost na X* a X'*). Ukazte, ze podminky X' - X = 0 a ’X|2 = —|x']?
opravdu vedou na zjednoduseni uvedené v textu.

Najdéte spektrum energii harmonického oscilatoru.

a) Energie harmonického oscildtoru je ddna Hamiltonidnem

2
2 p 1 242
H=—+_-mw"z”".
2m + 2
Druhy clen je ocividné potencialni energii, zatimco prvni dava po dosazeni p = mo

kinetickou energii. Definujme linedrni kombinaci & = a& + ibp. Urcete realné konstanty a
a b, tak aby mél Hamiltonian tvar

g:nw(aﬁ&+%),

kde &' je komplexni sdruzeni é.
b) Ukazte ze znalosti kanonickych komutacnich relaci pro & a p, zZe plati

@,a1=0, [ah,a]=0, [aal]=1.

¢) Ve spektru oscildtoru bude jisté stav s minimdlni energii odpovidajici nejmensimu moz-
nému kmitdni. Oznac¢me ho |0). Tento stav musi spliiovat a|0) = 0. Ukazte, Ze je jeho
energie rovna hw/2, tj. fI|0> = hw/2|0). Ddle ovérte, Ze pokud by bylo «|0) # 0, pak
méme spor s tim, Ze méa |0) minimalni energii, tj. Ha|0) = Ea|0), kde nyni je E < hw/2.
Vsechny vlastni stavy Hamiltonidnu miZzeme potom psat jako (oﬁ)n |0) pron =0,1,2,...
Najdéte energie téchto stavi, tj. ¢isla E, takova, Ze Jii (aT)n |0) = E, (ozT)n |0).

Tip Pouzijte komutaéni relace pro &' a a.

1. Na obrazku 1 vidite postupné otevienou strunu, strunu s obéma konci na D2-brané a na

D2-bréané a D1-brané. V textu jsme se dopustili chyby, kdyz jsme psali, Ze Dp-brana svazuje
p stupnt volnosti. Je tomu pravé naopak, p stupnu volnosti v rdmci Dp-brany ztstava volnych
a zbytek sméru je pro konec struny svazany. Pokud vés to zmétlo, uznavime samoziejmeé plny
pocet bodi i za obricené feseni. V pripadé konfigurace t¥i rovnobéznych D2-bran mohou
konce struny koncit kdykoliv na kterékoliv brané, takze moznosti je 6.

2. Derivaci Lagrangianu relativistické struny ziskdvame

LTy (X X)X — | X']PX,
¢ VX X2 - XX

Pr =
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Obr. 1: Nékresy strun.

K tomu jsme pouzili faktu, ze X - X' = na@XD‘X'B a 7e s X® = Xz, to vie samoziejmé
v Einsteinové sumacni konvenci. Zcela obdobné pro druhou hybnost ziskavame

Ty (X X)X, - XX,
¢ VXX - XX

Py =

Dosazenim X’ - X = 0 a substituci — |X'|2 = |X‘2 do prvniho vztahu (opa¢né do druhého)
pak ziskdvame trividlné vztahy z textu.
3. a) Dosadime prosté & = af + ibp do vyrazu

~ 1
H = hw (d*d + 5) ,
a pak nastavime konstanty tak, aby déval vyraz puvodni Hamiltonidn. Pro sdruzeny

operator plati &' = ai — ibp, protoze &, p jsou samosdruzené operatory a jinak sdruzeni
piisobi jako komplexni sdruzeni. Po dosazeni a roznisobeni dostavame®

H = hw (a2322 4 0%% — abh + %) .

Porovnanim s ptivodnim Hamiltonidnem z toho uz snadno plyne

a = me b= 71
Vo TV 2mAw

b) Prvni dva komutdtory nemusime pocitat, staci si uvédomit, ze je to rozdil dvou upl-
né stejnych vyrazi. Treti komutator je slozitéjsi, podobné jako v pfedchozim ptikladé
spocitame

a'a =d’2® +b°p° — abh, 66" = a®2® + b*p° + abh.
Rozdil téchto dvou je pravé kyzeny komutator. S pouzitim hodnot a a b z predchoziho

bodu dostavame jiz
[a,a"] =1.

! Nezapometite, ze &, p nekomutuji, musime proto jejich nisobeni prohazovat s pomoci komutétoru!
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¢) Zapusobenim Hamiltonidnu z pfedchozich bodi zni¢{ a z prvniho ¢lenu nés |0) vektor
a prispiva pouze ¢élen druhy, tj. hw/2. To je tedy energie stavu zna¢eného |0). Pro dalsi
¢ast tohoto bodu si ukdzeme, Ze operdtor o vlastni stav Hamiltonidnu |¥) pfevede na
dalsi s nizsi energii. Jedind nekonstantni ¢dst Hamiltonidnu je ata, poditdme tedy

&'aa|v) = aa'a|v) — [a,a'] 4|¥) = a (6fa — 1) ).

Kdyz toto porovnadme s Hamiltonidnem, zjistime, ze zaptusobeni operatorem & snizi energii
vektoru o iw. Pokud by tedy operdtor & vektor |0) neanihiloval, znamenalo by to, Ze jej
zobrazil na vektor s nizsi energii, coz je spor. Obdobnym odvozenim mizeme ukazat, ze
operator &' naopak o hw zvysuje. Energetické hladiny pak jednoduSe zaéinaji na fuw /2
a pak jdou nahoru o celé nasobky hw, tedy

En:ﬁw(nJrl).
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