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Serial: Termodynamické potencialy

Vratme sa na zaciatku do tretieho dielu seridlu a spomenme si na definiciu entropie
0Q =TdS.
Spolu s prvym termodynamickym zdkonom moézeme napisat
dU =6Q + W =TdS — pdV .

Toto znamend, Ze ak vezmeme vnutornu energiu ako funkciu S a V, parcidlnymi deriviciami
dostaneme teplotu 7' a zdporny tlak —p, opat ako funkcie S a V. V jednej funkcii U(S,V)
méme teda schované navyse aj funkcie T'(S,V) a p(S,V). Ak by sme dalej vyjadrili entropiu
napriklad z T'(S,V) a dosadili, dostaneme funkcie U(T,V) a p(T,V), ¢o by pre idedlny plyn
boli préave nasa kaloricka a stavova rovnica.

Funkcia U (S, V, N) obsahuje aj dalsie informécie o chemickom potencidli (ten budeme defi-
novat o chvilu), ktoré len zo stavovej a kalorickej rovnice nevieme uréit! Naozaj, vsetky infor-
mécie o systéme si obsiahnuté vo funkcii U(S,V, N). To moézeme chapat tak, Ze z nej vieme
vypocitat vysledky Tubovolnych experimentov s latkou, pokial neporusia predpoklady termo-
dynamiky (napriklad manipuldcia s jednotlivymi ¢asticami).

To je velky rozdiel oproti napriklad funkcii U (T, V). Pre idedlny plyn je to dokonca U (T, V) =
= $nRT, z ¢oho neziskam ziadne informéacie o tlaku.

Vidime, Ze pre vnitorni energiu méame $pecidlne premenné S a V. Ak je v nich vyjadren4,
potom obsahuje vsetky informacie o systéme. Tieto premenné sa nazyvaji prirodzené. Podobne
mé prirodzené premenné aj entropia, staci vyjadrit d.S

1 P
dS = =dU — =dV
T T
a vidime, ze z vyjadrenia S(U, V) vieme dostat teplotu T a potom aj tlak z p/T.

Chemicky potencial

Aby sme pre idedlny plyn zakédovali rovnaki informéciu ako mame v S(U, V, N) alebo U(S, V, N),
potrebujeme zavislosti teploty, vnitornej energie a chemického potencidlu na premennych p, V, N.
Chemicky potencidl sivisi prave s po¢tom cCastic N = nNa, ktord sme doteraz brali ako kon-
stantu. Preto sme nikde nepisali ¢leny ako dN. To sme ale robili len kvoli jednoduchosti, nic¢
nam nebrani menit pocet castic. Ak do plynu priddme casticu, zrejme tym zmenime jeho vn-
atornu energiu. To, o kolko sa zmeni jeho energia, ak pri pridani castice nezmenime entropiu
a objem, volame chemicky potencidl a znac¢ime p. To matematicky zapiSeme ako dalsi mozny
prispevok do energie
dU =0Q 4+ W =TdS — pdV + pdN .

Spravne su teda prirodzené premenné pre energiu S, V a N, pre entropiu zase U, V a N.
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Chemicky potencial sme tiez nevedeli dopocitat priamo zo stavovej a kalorickej rovnice. Pri
vypocte entropie sme totiz mali vo vysledku nezndmu funkciu poctu castic. Pretoze chemicky
potencidl vypocitame aj ako

S(U, V, N)

vysledok tiez zavisi na tejto funkcii. Entropiu sme nakoniec vedeli dopocitat pomocou tvah
o zdvojnasobeni poctu castic, ¢o su ale dodato¢né informécie. Ostala ndm len neznama kon-
Stanta so, ktord nevieme urcit. To ale len vyjadruje nejednoznacnost vo volbe nuly energie (ako
to pozname napriklad z elektrického potencidlu). V praxi sa to riesi tak, ze sa zvoli jeden stav
systému s nulovym p a ostatné sa udavaju voci nemu.

Termodynamicky potencial

Ak teda pozndme funkciu U(S,V,N), vieme dopocitat vSetko, aj chemicky potencil. Preto
nazyvame U aj termodynamicky potencidl.

Nazov potencidl zrejme sivisi s pouzivanim slova potencial v mechanike alebo elektrostatike. V tych-
to situdciach tiez vieme derivovanim potencidlu vypocitat sily.

Pomocou potencidlu vieme vypocitat vSetko, ale pre redlne latky sa moze stat, ze nevieme napisat
funkciu U(S, V, N). Vzdy ale vieme takéto funkcie merat experimentalne. Pre vodu sa napriklad tabulky
termodynamického potencidlu volaju parné tabulky.

Entropia tiez kéduje vSetky informadcie o systéme, ale nenazyva sa termodynamicky potencial, preto-
ze nema rozmer energie. Podobne ako pre energiu, vieme robit rézne Legendreove transformécie entropie.
Tie sa potom nazyvaju Massieuove funkcie.

Je vhodné upozornif na to, ze nazov chemicky potencidl nestvisi tplne s termodynamickymi po-
tencidlmi, hoci chemicky potencidl bude velmi tizko spojeny s jednym z termodynamickych potencidlov,
Gibbsovou energiou.

Mame teda vyjadrené vsetky vlastnosti systému pomocou jednej funkcie. To je vyborné, ale
moze to mat hacik. Aby sme mali vSetko vyjadrené pomocou termodynamického potencialu,
musime pouzivat prirodzené premenné, no tie mézu byt pre nads velmi nepraktické. Vidiet
to hlavne na vnutornej energii: popisovat systém podla toho, kolko mé entropie, je pre nés
velmi neprirodzené. Experimentalne vieme typicky menit teplotu a tlak, niekedy aj objem, ale
priama kontrola entropie je ndro¢né. Preto by sme chceli mat potencial, ktory by mal prirodzené
premenné napriklad 7, V, N ¢i T,p, N.

Uz sme ale videli, ze len vyjadrif entropiu ako funkciu 7, V, N zo vztahu

oU(S,V, N)
as

a dosadit do U ndm nedé termodynamicky potencial, nefunguje to napriklad ani na idedlnom
plyne. Dovod, preco to tak je, ma pekné geometrické vysvetlenie:

T(S,V,N) =

Pozrime sa na uplne jednoduchy pripad, funkciu f(z). My sa pokusame vyjadrit informécie,
ktoré m4 této funkcia, pomocou derivécie f(z). Ak iba dosadime za z(p) z rovnice p = f'(z), mé-
me zavislost hodnoty funkcie f na jej zmene. Teda namiesto dvojic [z, f(z)] mdme [f(x), f(z)].
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Tu ale stracame informéciu: Ak si vezmeme ind funkciu, ktorej graf je posunuty doprava ¢i
dolava, tak mame rovnaku zavislost hodnoty funkcie od zmeny funkcie.

To nemusi vyzerat ako problém, je to predsa len posun. Ak sa ale pozrieme na viacrozmerné
funkcie, namiesto konstanty, o ktord sa postivame, mame funkciu ostatnych premennych, o ktort
sa mbézeme posunut.

Toto je inak dovod, preco sme v tretom diele seridlu nedostali spravnu zavislost S na pocte
castic. Tym, ze sme presli ku jednotkdm teplota a objem, dostali sme neurcitost v lubovolnej
funkcii poétu castic. Nastastie sme tuto funkciu (az na konstantu) vedeli uréit z fyzikélnych
tvah a vlastnosti entropie, ¢o ale bola informacia navyse. Vidime teda, ze kaloricka rovnica
U(T,N) a stavova rovnica T'(p, V, N) nemaji vSetky potrebné informécie o idedlnom plyne.

Riesenie, ktoré sa pouziva v termodynamike, sa nazyva Legendreova transformdcia. M4 aj
pekni geometricku interpreticiu, ale pre nés je dolezitejsi zapis pomocou funkcii: Vezmime si
napriklad U(S, N, V) a chceme vyjadrit teplotu T'= 9U(S,V, N)/9S. Pozrime sa na vyraz

U-TS.

To je urcite dobre definovand veli¢ina, lebo kazdy stav systému mé presne definovant vnitornd
energiu, teplotu a entropiu. Pozrime sa teraz na jej mali zmenu pri malom posunuti systému

d(U—-TS)=dU — SdT — TdS = TdS — pdV + pdN — SAT — TdS = —SdT — pdV + pdN .

To je velmi zaujimavy vztah: Ak totiz vyjadrime U — T'S ako funkciu T, V a N, dostaneme
derivovanim ostatné veli¢iny: S, p a u. Funkcia U—T'S v tychto svojich prirodzenych premennych
opat obsahuje vsetky myslitelné informécie o systéme. Nepriamo to mdzeme dokézat tak, ze
z nej vieme spét vyrobit U vo svojich prirodzenych premennych. Na to stac¢i zderivovat U —T'S
podla teploty, ¢o da entropiu, potom pripocitat T'S, takze madme U—TS+TS = U v premennych
T,V, N, a nakoniec vyjadrit teplotu pomocou entropie.

Funkcia U — T'S sa nazyva Helmholtzova volna energia, vi¢sinou sa znaci F' (ako Free, nie
podla Helmholtza) a pozrieme sa na 1iu teraz podrobnejsie.

Helmholtzova volna energia

Prirodzené premenné Helmholtzovej volnej energie st T, V a N. Parcidlnymi derivaciami do-
staneme postupne entropiu, tlak a chemicky potencidl. Aby sme ju vyjadrili pre idedlny plyn,
potrebujeme vyjadrit U — T'S v prirodzenych premennych. Kedze U(S, V, N) eSte ani nemdme
vyjadrené, pouzime radsej pre nds zname vztahy pre U(T,V,N) a pre S(T,V, N):

s T3V
F:U—TS:inRT—nRTln — +nRso = F(T,V,N).

Moézeme napriklad overit vztah pre OF (T,V,N)/0V = —p:

L, OF(VIN) a0 nRT
ov ov \%
¢o je prave stavova rovnica! Vsimnite si, ako sa ndm vdaka logaritmu podarilo zbavit derivovania
takmer vsetkych clenov.
Vieme, ze ak médme dva systémy s vnitornymi energiami U; a Ua, tak ich celkovd vnitornd
energia je sucet tychto vnitornych energii. Rovnaki vlastnost sme definovali aj pre entropiu.
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Ak navyse maji oba systémy rovnaku teplotu, moézeme pisat pre ich celkovii Helmholtzovu
volnd energiu

FZU—TS=U1+U2—T(51+SQ)=U1—TS1+U2—TSQIF1+F2,

takze aj volna energia podsystémov sa sc¢itava. Taktuto vlastnost maji aj ostatné termodyma-
mické potencidly, ako sa lahko mozete presvedcit.

Fyzikalna interpretacia F'

Ak vo fyzike existuje takyto pekny matematicky postup, treba hladat aj zaujimavu fyzikalnu
interpretaciu:

Vezmime si nejaky systém v kontakte s rezervoarom. Vieme, ze v rovnovahe bude teplota
tohoto systému rovnaké ako teplota rezervodru, teda T = T. Dalej predpokladajme, Ze systém
samotny nie je cely v rovnovahe, napriklad pozostiva z dvoch plynov oddelenych prepazkou,
ktora sa moze hybat. Nechdme teda systém kvazistaticky vyvijat tak, ako ho to samého taha,
teda do rovnovahy. Pri malickom kroku sa nejako zmeni vnitorna energia systému a vnitorna
energia rezervoaru:

dUtotal = dU 4 dU: .

Vnutorna energia rezervoaru sa ale moéze menit len tym, ze don pritecie teplo, teda
dU, = 6Q, = T;.dS; .
Kedze ale postivame systém kvazistaticky a izotermicky, musi byt dS = —dS;, a teda
dU, = -T:dS.
Teplota systému je ale rovna teplote rezervoaru, moézeme pisat 7" namiesto 7. Spolu teda
dUsotal = dU — TdS = d(U — T'S) = dF,
pretoze teplota systému sa nemeni, takze s nou mézeme vojst dovnutra diferencidlu d.

Prave sme si ukézali, ze praca, ktort ziskame zo systému a rezervoaru, je rovna zmene
Helmholtzovej volnej energie! Ku tomuto zaveru vieme dospiet aj tym, ze sa pozrieme na dF":

dF = d(U — TS) = —SdT — pdV + pdN .

Ak drzime teplotu a pocet casti konstantny, tak potom je zmena volnej energie rovna prave
—pdV = JW.

Navyse, ak systém s rezervodrom moézu pracu konat, teda dF' < 0 pre nejaky maly proces,
tak ju aj konat budu: Je vSeobecny zdkon, zZe sa systém snazi dostat do minima energie. Ak
by bolo pre nejaky maly proces dF' > 0, tak pri opacnom procese bude dF' < 0 a systém
s rezervoarom sa dalej hybe. Cely proces sa zastavi az v minime volnej energie pre danu teplotu
T, teda pre

dFF=0.

To je druhé cast interpreticie volnej energie: Pre systémy v kontakte s rezervodrom tepla sa
minimalizuje. To je pre nds vyhodné pri vypoctoch. Staci si povedat, ze teplota systému je
rovna teplote rezervoaru, a mozeme na rezervoar zabudnuf.
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Ak je pre vds tdto cast tazko pochopitelnd, skiste si spocitat podilohu c) seridlovej ulohy.
Potom si o Helmholtzovej volnej energii precitajte este raz a predstavujte si pri tom proces
z tulohy.

Préave sme pouzili princip minimdlnej energie: Ak sa inak uzavrety systém méze pomaly vyvijat,
tak sa vyvija do stavu s minimdalnou energiou. To poznate dobre z mechaniky. Plati totiz, ze ak systém
pri malom posune zmensi svoju energiu, tlac¢i ho do tohoto posunu sila — to je nejakom zmysle dokonca
definicia sily vztahom F = —dE(z)/dx.

Ako to, ze plati princip minimélnej energie a sticasne zakon zachovania energie? Spomerte si na
mechaniku: Nechame guldcku kotilat sa po hrbolatej zemi. Ak ju nechdame tplne volne, tak sa jej
potencidlna energia zmeni na kineticki, takze sa nedostane hned do rovnovdahy. Postupne svoju energiu
premeni na iné formy a skonc¢i v jamke. Podobne, ak uvolnime termodynamicky systém, tak sa bude
hybat rychlo a nebude pren platit rovnovdzna termodynamika, teda ani vztah na vypocet vnitornej
energie. Po chvili sa kvoli treniu ustdli, ale s inymi termodynamickymi parametrami.

Cistejsi sposob, ako nechat systém vyvijat do rovnovahy, je robit to kvazistaticky. Pri tom bude
uvolnovat pracu, ktord my moézeme zbierat. Ak toto uvolnovanie bude navyse vratné, bude sa i zacho-
vavat entropia. To sme presne urobili v predchadzajicom vypocte pre systém napojeny na rezervoar.
Navyse sme zistili, ze tato pozbierana praca je rovnd prave zmene Helmholtzovej volnej energie.

Ak systém uzavrieme uplne, teda z neho nebudeme vyberat priacu, bude sa spravat podla principu
maximdlnej entropie. Pre takyto systém bude zachovana celkovd vnitorna energia, ale vntutorné procesy
(ktoré moézu byt nevratné) budi vzdy zvysovat entropiu. Preto sa proces zastav{ az na najvyssej entropii.

Vsimnite si, ako sa menia tieto principy. Predstavme si systém, ktory ma napriklad viac réznych
termodynamickych podsystémov.

o Pre uplne izolovany systém sa maximalizuje entropia. V tplne izolovanom systéme sa zachovava
celkova vnutorna energia, objem a pocet castic.

e Zasiahnime teraz do systému tak, Ze jeho entropiu budeme brat konstantni. To dosiahneme tym,
ze samovolné toky vo vnutri systému urobime vratne. Ak v predchddzajicom pripade vystrelil
piest, teraz ho pomaly posivame a Cerpame energiu, ak tieklo teplo medzi dvoma rezervoarmi,
teraz ho prendsame pomocou Carnotovho stroja a zvys$ni pracu si nechdvame. V takomto pripade
sa vnutornd energia nezachova, ale minimalizuje.

¢ Teraz navysSe pridajme podmienku konstantnej teploty, teda systém napojime na rezervoar teploty.
Entropia sa bude menit, pretoze bude tiect z rezervoaru do systému. Minimum tu nadobudne voIna
energia.

e S dalsimi potencidlmi to bude podobne. Ak prejdeme ku novej premennej X, tak pri konstantnom
X sa minimalizuje nejaky iny potencidl.

Dalsie termodynamické potencialy
Rovnakym spdsobom ako pri Helmholtzovej volnej energii mézeme definovat i dalsie termody-
namické potencialy. Entalpia je definovand ako H = U + pV. Pre jej diferencial plati

dH =TdS — pdV + pudN + d(pV) = TdS + Vdp + udN

a pri konstantnom tlaku a poéte Castic je jej zmena rovnd ndrastu tepla (podobne ako pre
energiu je dU = §Q pri konStantnom objeme a poéte Gastic). Kedze fdzové zmeny prebiehaji
prave pri konstantnom tlaku, teplo potrebné na ich realizaciu je préave zmena entalpie.
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Vymenit moézeme viacero premennych, ako napriklad u Gibbsovej energie G = H — T'S =
=U +pV —TS. Lahko spocitame

dG = =SdT + Vdp + pdN .

Gibbsova volna energia ma velké uplatnenie. Vela procesov, napriklad v chémii, totiz prebieha
pri konstantnej teplote a tlaku. To je kvoli tomu, Ze ich robime v otvorenych nadobach, kde
musi byt atmosféricky tlak a teplota. Pri tychto podmienkach, ak povolime premenny pocet
Castic, je zmena Gibbsovej energie na jednu c¢asticu rovné chemickému potencidlu.

Rovnako moézeme prejst i ku termodynamickym potencidlom zéavisiacim na chemickom po-
tencidli: Grandkanonicky potencidl je Q@ = F' — uN. Ten ma efekt vtedy, ak dovolime premenny
pocet castic. Priklad takéhoto systému je hemoglobin v plicach, ktory si méze vymienat mole-
kuly kysliku a oxidu uhli¢itého s molekulami vo vdychnutom vzduchu.

Takto by sme mohli samozrejme pokracovat dalej a vyrdbat dalsie potencidly. Vy si este
nieCo prepocitate v seridlovej tilohe. Termodynamické potencidly si ale velmi bohata oblast,
takze nabudice v nich budeme pokracovat. Okrem toho sa kone¢ne pozrieme na nieco iné ako
na dobre znamy idedlny plyn.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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