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Uloha 1.4 ... &olka smrti 4 body; pramér 1,46; fesilo 63 studentt

Predstavte si, ze kolem Slunce obihd po kruhové draze spojnd ¢ocka o pruméru rovném slu-
nec¢nimu primeru, jejiz ohnisko obiha s dostatecnou presnosti po obézné draze Zemé. Urcete,
jak moc cocka Zemi seZzehne béhem jednoho svého obéhu (tj. kolik ji preda slunec¢ni energie),
bude-li obihat kolem Slunce ve vzddlenosti Merkuru, a porovnejte tento vysledek se stavem,
kdy bude obihat ve vzdalenosti Venuse.
Bonus Uvazujte navic zatméni, které ¢ocka pri obéhu zpiisobi.

Mirek chtel pouzit cocku k fokusaci paprskiu ze Slunce béhem zatménd.

vivs

Pokud vas po precteni tlohy napadlo, ze ta cocka bude asi trochu hmotnéjsi, nejste sami. Pres
tyto drobné problémy se vSak pfeneseme a gravitaéni ptisobeni ¢ocky nebudeme uvazovat (je
prosté velmi tenkd).

V geometrii tlohy se vyskytuje jedna zaludnost. Obvykle predpoklddame, zZe paprsky ze
Slunce, které dopadaji na planety, jsou rovnobézné se spojnici téles. Kdyz si na Zemi vezmeme
obycejnou lupu, tak jeji vzdalenost od Slunce je radove vétsi nez jeji ohniskova vzdalenost, takze
skutecné muzeme predpoklddat, ze paprsky prichdzeji z nekonec¢na a zobrazi Slunce do bodu.
V nasi tloze jsou vsak vzdélenosti optickych elementt srovnatelné s ohniskovou vzdalenosti a
zminéné zjednoduseni nelze pouzit.

Uloha nés tedy stavi pfed nasledujici problém: Bez p¥itomnosti ¢odky se Zemé pohybuje po
kruznici, kterd lezi na sféfe s homogennim rozlozenim plosné hustoty energie slune¢niho zareni
(uvazujeme kruhové orbity, Slunce necht vyzatuje homogenné izotropné). Umisténim éocky se
rozlozeni energie v urc¢itém vyrezu sféry zméni a nasim tkolem je urcit jak. Také budeme muset
vypocist, kolik slune¢ni energie na ¢ocku dopada.

MERKUR

VENUSE

Obr. 1: Chod paprskil optickou soustavou. Cerné body znizortiuji ohniska. Sedé a Gerné
vyznacné paprsky zobrazuji pdly Slunce a zdroven ohranicuji kuzel (trojuhelnik), ktery nas
bude pozdéji zajimat.

Na obréazku 1 je vyobrazen chod paprsku optickou soustavou. Vsimnéme si nejprve poméru
vzdalenosti v soustavé. Tvrdime, ze rozmér Zemé je fadové mensi nez je ,obraz* Slunce ve
vzdalenosti 1 au, ze rozméry Slunce jsou fadové mensi nez vzdalenost Zemé od Slunce (oboji lze
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snadno ovéfit) a ze ohniskova vzdalenost je blizka vzdalenostem Slunce — ¢ocka, ¢ocka — Zemé.
Na zékladé téchto skutecnosti poté budeme budovat rizné aproximace. Rovnou upozorinujeme,
ze necilime na presny vypocet, jenz by nezbytné vyzadoval budto netrividlni integrovani nebo
numerické modelovani.

Zatim jsme mluvili velmi obecné, pustme se do konkrétnich vypocti. Jako prvni si urcime,
kolik energie (resp. jaky vykon) ze Slunce na ¢ocku dopadd. Predpoklddejme, Ze Slunce vy-
zafuje jen na jedné vinové délce, ¢imz se zbavime barevné vady cocky. Mohli bychom zafivy
vykon Slunce urcit ze Stefan-Boltzmannova zdkona, ale protoze bychom k tomu beztak museli
vyhledavat teplotu Slunce, miZzeme si rovnou najit jeho zafivy vykon Lo = 4 - 102 W. Jelikoz
je Cocka dostatecné vzdélend, muzeme tvrdit, Ze na ni dopadd vykon

2
ry

L =
' 4nD?

Lo, (1)

kde 7 je polomér cocky a D je vzdalenost ¢ocky od Slunce. Zanedbali jsme pfitom zakfiveni
sféry o poloméru D) na plose ¢ocky, konkrétné tedy predpokladdme r; < D). Zlomek ve vzorci
tedy vyjadiuje pomér obsahu cocky a plochy pomyslné sféry, na které éocka lezi. (Jednoduse
feCeno jsme pouzili aproximaci, kdy jsme kulovy vrchlik nahradili kruhem.) Ztratu energie pii
pruchodu ¢ockou, kterd by vedla k jejimu zahtati, zanedbdviame. Jelikoz pro nas bude pozdéji
pohodInéjsi pracovat s hustotou vykonu, zavedeme si jesté hustotu vykonu slunecniho zareni ve
vzdalenosti cocky

Lo
L= .
' 4nD?

Déle se podivejme na obéh ¢ocky. Predpokladejme, ze télesa obihaji nejen po kruhové tra-
jektorii, ale navic v jedné roviné — roviné ekliptiky. Obéhy téles ve slunecni soustavé podléhaji
Keplerovym zdkontim. Pfirozend télesa obihaji obvykle v jednom sméru, ale ¢ocka je objekt
umély, muze tedy obihat v obou smérech. Uhlové rychlosti zjistime z Keplerova zdkona

GM, = w?D}. (2)

V zadéani je napsdno, ze nas zajima energie predand béhem jednoho obéhu cocky. Jelikoz cocka
obihd podle rovnice (2) rychleji nez Zemé, nastanou tedy situace (v zavislosti na sméru obéhu),
kdy cocka potka Zemi jednou, dvakrat nebo viibec. Nejlepsi zptisob, jak zadani interpretovat,
je stfedovat predanou energii pres velky pocet obéhu. Obiha-li Zemé s periodou Tz a ¢ocka s

periodou Tj, potom se setkaji za

1
T 1o
T Ty,

T =

kde + je pro obéh v opa¢ném sméru a — pro obéh v souhlasném sméru. Pocet stfetnuti ohniska
cocky se Zemi potom bude
1 1 ) . (wl :I:wz)

N:T](—:I:

TET, (3)

w1
Timto koeficientem pozdéji budeme nasobit energii predanou pti jednom stfetnuti. To pro
vypocet N povazujeme za instantni. Naddle budeme pouzivat oznaceni w) + wz = Aw.

Uz jsme se nékolikrat zminili o energii, kterou ma cocka Zemi predat, ale stile jsme se
nezminili o tom, jak pfesné se bude energie k Zemi sifit. Uz jdeme na to. Podivejme se znovu
na obrazek 1. V pripadé polohy ¢ocky u Venuse se zobrazi Slunce jako prevraceny zmenseny
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obraz za Zemi, v pripadé Merkuru skuteény obraz neexistuje. Nas vSak nezajimé, kam se Slunce
zobrazi, ale jak prochézeji paprsky okolo Zemé. Zcela obecny postup by vypadal nasledovné:
Na zékladé geometrické optiky bychom zjistili, jak se zméni smér paprsku pii prichodu ¢ockou;
jakmile bychom védéli, jak je rozlozend intenzita slunecnich paprsku vychézejicich z jednoho
bodu, provedli bychom integraci pres vsechny body na Slunci a tim bychom ziskali celkové
rozlozeni hustoty energie v oblasti, kterou Zemé prochézi.

Nyni se pokusime postupovat tak, abychom se vyhnuli obtiznéjsi integraci a zaroven za-
chovali rozumnou pfesnost vypoctu. Slunce nahradime plosnym, kruhovym zdroje, ktery bude
vyzafovat rovnomérné smérem k Zemi, nebot vznikl zplosténim polokoule (projekce do roviny
odstrani vlastnosti kosinového zari¢e). K tomu déle potfebujeme paraxidlni aproximaci (paprsky
se $ff{ pod malymi thly vuéi optické ose), kterd dodd smysl uvedenému zplosténi a zajisti, ze
oblasti uzaviend na obrazku 1 paprsky vychézejicimi z jednoho bodu a dopadajicimi na ¢ocku
budou kuzelové. Potom bude rozlozeni zafivé energie na kolmém fezu kuzelem homogenni. Na
tomto zdkladu postavime tvrzeni, ze ,obraz“ (neni ve skutecnosti ostry) ve vzdélenosti Zemé
se bude linedrné posouvat spolu s bodem, ze kterého paprsky prichdzeji.

Na celou situaci se stdle divame z boku, ale to nam nevadi, protoze vime, ze rozlozeni energie
u Zemé je symetrické podél optické osy. Na obrazku tedy pracujeme s tseckami, ale ve sku-
tecnosti se jednd o malé krouzky. Abychom urcili velikost takového krouzku, budeme uz muset
vyuzit geometrickou optiku, omezime se ale na zobrazovaci rovnici a podobnost trojihelniki.

Oznacme si vzdélenost ¢ocky a Zemé Diz, potom podle zobrazovaci rovnice

o — D1z Dy
Dy - Dy’

kde @’ je vzdalenost obrazu od ¢éocky. Velikost obrazu (poloméru r1) je

rDiz
yl=5—FH—-
Dy — Dz

Jelikoz sitka svételného kuzele vychézejici z jednoho bodového zdroje na povrchu Slunce linedrné
klesd smérem od cocky k Zemi, vyuzijeme této linearity pro vypocet priméru fezu kuzele u
Zemé 9D
' 1271
d'==p5=. (4)
Vsimnéte si, Ze pro pifpad Merkuru bude |y’| > 71, sluneén{ zéfen{ se tedy po priichodu &ockou
rozptyli.

Pokud vam neni zfejmé, pro¢ by vyse zminéné linearni vlastnosti mély platit, staci si pa-
raxidlni geometrickou optiku pfepsat do maticového formalismu (tak také autor tohoto textu
postupoval). Paprsek vyslany ze Slunce z elementdrni plosky ve vzdélenosti r od optické osy
pod thlem o« popiseme vektorem

r
a

a do polohy v oblasti Zemé ho zobrazi matice prenosu’

0 —Dyz
1/Dlz 1—D1/D1Z ’

1Vice o maticové optice naleznete v FeSeni 5. tulohy V. série 28. ro¢niku nebo v ucebnicich optiky.
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Kdyz z bodu r = 7, tedy z "krajniho” bodu Slunce, vysleme paprsky na krajni body ¢ocky,
tedy pod udhly

_n +7r
a1 = D]
pro dolni bod ¢oéky v obrazku 1 a?
T —7T
)
pro horni bod, dostaneme pro vysledné vzdalenosti paprsku od optické osy hodnoty
v = _2nDig ,
D
rh=0.

Vidime, Ze jsme ve shodé s (4) a navic si dosazenim obecného r muzeme ovéfit, ze nezavisle na
poéateénim bodu bude polomér fokusovaného kruhu vzdy r1Diz/Di a Ze se jeho stfed posouva
linedrné s r. Navic si muzeme povsimnout, Ze z kazdého bodu na slunce prochézi alespon jeden
paprsek presné polohou Zemé; zde bude hustota vykonu nejvyssi.

Kazdy kruh (fez svételného kuzele na trovni Zemé) mé v kazdém bodé své plochy hustotu
vykonu

2

= 2 2 7 7 = 2 22
2nry 4nDy \ vy — 1) nry 8nDf Dy,

ds Lo ( 2, >2dS Lo D}

kde dS je velikost elementérni plosky na Slunci, nrf je plocha sluneéntho disku a faktor 1/2
zohlednuje fakt, ze ploché Slunce ma dvé strany. Vyraz v zévorce je ve Ctverci, nebo hustota
vykonu je imérna plose promitnutého kruhu. Speciadlné na optické ose, kde prispivaji vSechny

plosky, bude hustota vykonu
2

™M r,

ds
Jak nyni os$idime integraci téchto kruht s homogennim rozlozenim intenzity zareni? Jiz jsme si
tekli, ze v roving, na kterou promitdme paprsky, je rozlozeni hustoty vykonu radidlné symetrické.
Dale vime, Ze zaddny paprsek nedopadne dale od optické osy nez d’ a tedy Ze mnoZina stiedi
M zminénych kruhéi ma polomér r’ = d’/2. KdyZ nyn{ kolem Zemé vytvofime pomyslny kruh
o poloméru r’, bude ndm jeho prekryv A(g) s mnoZinou M uddvat pomér hustoty vykonu
vici poloze ¢ = 0, pricemz g je parametr vyjadiujici vzdalenost Zemé od optické osy. Hustota
vykonu v misté Zemé bude v zavislosti na p tedy ddna jako

L(o) = 2@ _L Df _, Ale) D?

Dy, br
12 2 2 272 4
7’2 8nD? D2, 8n2rZ DL

Nyni potfebujeme urcit tvar funkce A(p). Pro pfipad kruhu se stejnymi poloméry je jeji tvar
jesté relativné jednoduchy:

Alg) =2 arceos (2 = £\/ar = g2,

Jelikoz jsme si slibili, ze nebudeme provadét integraci slozitéjsich funkei, provedeme nasledujici
aproximaci: nahradime kruhy ¢tverci o stejné plose, tedy ¢tverci se stranou a = r/%. Vlastné
to znamend, Ze jsme Slunce nahradili étvercem, ale neni diivod se tim znepokojovat?

2Pozor na znaménkovou konvenci, vzdy méfime od paprsku smérem k ose.
3Lze ovétit, Ze se pro uéely nasledujici integrace dopoustime chyby mensi nez 5 %.
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Nyni tedy méme linedrni prekryvovou funkci
Ao) = r'? — or' /1

a odpovidajici hustotu vykonu (po algebraickych tpravach)

1 D
L=1L -
0 <8TED12Z 98113/27“1D13Z>

Energii pfedanou Zemi ziskdme jako integrél z 2L podle ¢ v mezich g € [0, a], ktery vydélime
rychlosti Zemé viéi ¢oéce v = Aw(D) 4 Diz) a vynasobime plochou zemského disku nrg. Tedy

Vrr1Diz/ Dy
2LOTET% / 2 &l
= —" L(o)do = nrzL . 5

' 7 Aw(Di + Diz) o (o)de ame 8v/PiAwD\Diz (D1 + Diz) ®)

Energii jesté potfebujeme vystfedovat, tedy vyndsobit koeficientem N z (3). Dostaneme

_ Aw 2 T
E1 = Eli = ‘[I’I'ZLO - .
w1 8v/piw1 D1 Dz (D1 + Dlz)

Nyni rovnou vyfesime i bonusovou ¢ast, nebot bez ni zanedbavame dilezitou skutecnost,
ze po urcitou dobu je slunce v pouze ¢astecném zakrytu a cocka tedy vrha polostin. Na ¢ocku
zde budeme pohlizet jako na stinitko, nebot energii £ jsme jiz spocetli a paprsky prochazejici
¢ockou nés tedy nezajimaji. Stéle jsme v paraxidlni aproximaci, ithlova velikost Slunce ze Zemé

je tedy
2r1

" Di+ Dy
Dokud je Slunce odkryté, dopadéd na zemi vykon o hustoté
o 4TE(D1 + Dlz)2 ’

©s

Ls

Nyni budeme fesit podobny integrél jako (5) s tim rozdilem, Ze integra¢ni proménnou zde bude
uhel ¢, integrovat budeme v intervalu [0, ¢s] a délit budeme thlovou rychlosti Aw, pfi¢emz
ve zminéném intervalu klesne hustota vykonu linedrné z L3 na nula. Pouzivime tedy hrubsi
aproximaci nez predtim, kdy kruh aproximujeme ¢tvercem o strané rovné dvojnasobku poloméru
kruhu? Integrujeme tedy hustotu ve tvaru

£(0) = g — P
= 4n(Dy + Diz)? SDSWTI(DI“‘DIZ).

Hledana energie je

2r)
o2nrZ [ DiFDiz 2 T

B, = L(p)dp = Loy——F—F———=

2T Aw /0 (plde =mrzlos R D+ D)?

po vystredovani

_ Aw 9 1
Ey=FEy— =mrilo—— .
2 2 w1 Tz ko 21'tw1(D1 + DIZ)3

ze Zemé je jina nez velikost Slunce, jednd se tedy o prekryv dvou kruht s riznymi poloméry. Numericky jsme
spocetli, Ze vyslednd hodnota integralu touto aproximaci vzroste o méné nez 20%.



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXIX.1.4

Celkova energie, kterd v pruméru dopadne na Zemi v oblasti ovlivnéné ¢ockou, je

_ _ _ 2
E—FE + By — LOTZTI ( 1 n \/E ) .

wi(Dr+ Diz) \ 2(D1 + Diz)?  8DiDig
Relativni narfist dopadené sluneéni energie® je tedy

:EZ D +ﬁD1+Dlz 6)
Eo  2(D1+ Diz) 8 Dz

£

kde
= Lor%rl
wiDi(Dy + Diz)?

je prumérnd dopadend energie bez pritomnosti ¢ocky. Pokud vyraz (6) vyjadiime v astrono-
mickych jednotkach, mizeme psat Diz =1 — D a
D \/E 1
D) =—+— . 7
D=5+ 51D (7)

Nés zajima hodnota této funkce pro Dy = 0,387 a Dy = 0,723, coz jsou vzdalenosti Merkuru a
Venus$e od Slunce v astronomickych jednotkéch (hlavni poloosy, excentricitu jsme zanedbali).
Dostaneme ey = 0,55 a ey = 1,16. Vidime tedy, Ze pokud ¢ocku umistime do vzdalenosti
Merkuru, tak Zemi prili§ nesezehneme, naopak ji jesté o cast slunecni energie pripravime.

Nékolik poznédmek na zavér: Béhem teseni jsme provadéli rizné aproximace a je ziejmé,
ze nase vysledky nebudou zcela odpovidat skutecnosti. Obzvlasté pro mald D) ¢i naopak D
blizkd vzdalenosti Zemé od Slunce selze paraxidlni aproximace, pro Dy = 1 vyraz (7) dokonce
diverguje. Intuitivné o¢ekdvame, ze pro Dy = 2/3 (tj. Slunce je dvé ohniskové vzdalenosti od
¢ocky) se energie predand Zemi viibec nezméni, nebot plocha fezu svételného kuzele u Zemé je
rovna ploSe Slunce. Rovnice (7) pro tuto hodnotu D; déva e = 0,998, z ¢ehoZ mizeme usoudit,
ze si na stfednich vzdalenostech uchovava nas vypocet dobrou presnost. Dile poznamenejme,
ze pokud bychom pocitali relativni hodnoty energie vzhledem k celé draze Zemé, byly by pro
velky interval D) rovny témeér jedné, nebof thel, ve kterém cocka Zemi ovliviiuje, povazujeme
za maly. Také si snadno vSimneme, Ze nase vypocty selzou pro Aw = 0. To nés ale nemusi prilis
trépit, protoze to zdroven podle (2) implikuje, ze ¢ocka obihd po obézné drize Zemé.

Komentare k doslym Fesenim

S litosti musime konstatovat, ze ani jedno z vasich feseni nebylo zcela spravné. Vsichni kromé
Daniely Pittnerové, Jonase Fuksy a Lukédse Supika nespravné diskutovali problém a nechali se
nachytat predstavou, ze kdyz vezmeme do ruky lupu, tak dokdzeme slune¢ni paprsky koncent-
rovat do jednoho bodu (ohniska), a proto to bude platit i pro ¢ocku smrti. Toto vSak plati pouze
pro paprsky, které na cocku dopadaji rovnobézné. Slunce je sice daleko v obou pripadech, avsak
¢ocka smrti je extrémné slabé, jeji ohniskova vzdélenost je o mnoho rfadu vétsi nez u béznych
cocek. Podminkou pro pouziti aproximace rovnobézné dopadajicich paprskid je fddovy nepo-
meér mezi vzdélenosti zdroje a ohniskovou vzdalenosti, a ten zde nenalézame. Vysledna energie
predand cockou je proto mnohem mensi, nez se vétSina z vds domnivala. Aproximace pouzitd
témér vsemi Tesiteli tedy davala Spatny vysledek a za takové feSeni jsme nemohli udélovat vice

5Zanedbavame albedo apod.
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nez polovinu bodu. Nékteri resitelé ani rovnobézné paprsky nepredpokladali a presto tvrdili, ze
veskeré zareni dopadajici na ¢ocku bude koncentroviano do ohniska, coz uz viibec neni pravda,
jak plyne z geometrické optiky ldmavych kulovych ploch.
Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz
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