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Uloha IL.S ... odhadnutelna 10 bodi; priamér 7,17; fesilo 35 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu slouzi intervalovy odhad stfedni hodnoty v normél-
nim rozdéleni a uvedte jeho fyzikdlni interpretaci (postaci viastnimi slovy popsat nésledujici:
fyzikdlni interpretace odhadu stfedni hodnoty, rozdil mezi (bodovym) odhadem a interva-
intervalového odhadu, nejistota méreni). Neni potfeba uvddét presnd matematickd odvozeni,
staci pozadované pojmy a vlastnosti strucné popsat.

b) V prilozeném datovém souboru merenil.csv najdete namérené hodnoty urcité fyzik4lni ve-
liciny (uvazujte nejistotu typu B sg = 0,1). Zkonstruujte z téchto dat bodovy i intervalovy
odhad mérené fyzikalni veli¢iny a krdtce interpretujte jejich vyznam.

¢) Predpoklddejme, ze mérime urcitou fyzikdlni veli¢inu a vime, ze vlivem pouzité metody
méreni budou mit naméfend data rozptyl rovny konstanté ¢ (nejistotu typu B neuvazujte).
Kolik musime priblizné provést méreni, abychom dosdhli nejistoty méreni mensi nez s?

d) V prilozeném datovém souboru mereni2.csv najdete data méreni stejné fyzikdlni veliciny
dvéma riiznymi zpiisoby (nejistotu typu B neuvazujte). U které metody byla pouzitd mérici
aparatura presnéjsi? Ktery zpuisob méreni dal presnéjsi vysledek méreni? U obou otdzek své
zaveéry 1 strucné zdiivodnéte.

Bonus Zkuste odvodit, ze v normalnim rozdéleni je vybérovy rozptyl nestrannym odhadem

skutec¢ného rozptylu (tj. stfedni hodnota vybérového rozptylu je rovna skutecnému rozptylu).

Pro feseni tohoto tikolu mizete pouzit libovolné zdroje (pokud je budete fddné citovat).

Pro préaci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto tikolii postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebnd syntaxe
jazyka R. Michal se snazil odhadnout nejoptimalnéjsi zaddni, snad se mu to povedlo.

a) Detailni{ odpovéd na tuto otédzku dostanete prectenim 2. dilu seridlu, na tomto misté si
se vysledek jednoho méfeni urcité fyzikdlni veliciny povazuje za ndhodnou velic¢inu, kterd
mé normalni rozdéleni a jejiz stfedni hodnota je rovna skuteéné hodnoté mérené fyzikalni
veli¢iny. Znamena to, ze predpoklddame, zZe neexistuje zadny systematicky posun mérenych
hodnot oproti skuteé¢né hodnoté méfené fyzikalni veli¢iny (pfipadné se s takovymto syste-
matickym posunem vypordddvame jinak). Odhadovani stfedni hodnoty z realizaci ndhodné
veli¢iny (tedy z namérenych dat) je vlastné odhadovani skuteéné hodnoty mérené fyzikalni
veli¢iny.

Hodnotu mérené fyzikalni veli¢iny nejsme nikdy schopni odhadnout presné. Proto si definu-
jeme dva typy odhadi: bodovy odhad a intervalovy odhad. Bodovy odhad stfedni hodnoty je
Cislo, které na zakladé namérenych dat nejlépe odhaduje skutecnou hodnotu mérené fyzikal-
ni veli¢iny (v pfipadé normalné rozdélené ndhodné veli¢iny je to vybérovy prumér). Protoze
je bodovy odhad nepfesny, ve vétsiné pripadu si s nim nevystac¢ime a musime zkonstruovat
jesté intervalovy odhad. Intervalovy odhad je interval, ktery s néjakou predem zvolenou
pravdépodobnosti pokryva skute¢nou hodnotu mérené fyzikalni veli¢iny. Intervalovy odhad
nam navic oproti bodovému odhadu dava i jistou informaci o tom, jak pfesné jsme mérenou
veli¢inu zmérili.

V pripadé normalniho rozdéleni mé intervalovy odhad tvar
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kde T, je vybérova stiedni hodnota (vybérovy primér), sk je kombinovand nejistota méfeni
atni-g je kvantil Studentova rozdéleni. Jeho nejdilezitéjsi vliastnost je ta, ze s pravdépo-
dobnosti 1 — a pokryva skutecnou hodnotu métrené fyzikalni veli¢iny.
Takovyto intervalovy odhad se velmi casto zkracené zapisuje jen jako

(ﬁ:l: SK) .

Tuto zkracenou formu zapisu mizeme vnimat tak, ze pokud zvolime hladinu spolehlivos-
ti rovnou 0,68 (tedy a = 0,32) a mame dostateény pocet méreni (alesponn 30), potom se
intervalovy odhad zkrati pravé na tento zapis (diky tomu, ze pro tyto hodnoty « a n pla-
tit,1-g = 1). Pripadné z této zkrdcené formy zapisu lze jednoduse priddnim pfislusného
kvantilu vyrobit intervalovy odhad o jiné hladiné spolehlivosti.

Nejistota méfeni (kombinovand) je pravé ¢len sk. Vznikne jako kvadraticky soucet nejistoty

typu A a nejistoty typu B
sk = /84 + 5%,

kde nejistota typu A je nejistota vyplyvajici z ndhodnosti méfenych dat (je pfesné rovna
vybérové smérodatné odchylce priméru) a nejistota typu B je nejistota plynouci z ostatnich
pri¢in (hlavné nepfesnosti méfidla). Kombinovand nejistota vyjadfuje jak presné jsme méte-
nou fyzikalni veli¢inu zmérili. Pfi fyzikalnich experimentech je cilem mit co mozna nejmensi
kombinovanou nejistotu méteni (tj. mit fyzikalni veli¢inu zméfenu co mozna nejpresnéji).
V prilozeném datovém souboru se nachézi 42 méreni urcité fyzikdlni veliciny. Jako prvni
spoéteme vybérovou stiedni hodnotu (vybérovy primér) podle vzorce
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V nasem konkrétnim piikladé po dosazeni dostavame
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Toto je nas bodovy odhad mérené fyzikalni veli¢iny.
Pro konstrukci intervalového odhadu nejprve spocitdme vybérovou smérodatnou odchylku
podle vzorce
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V nasem konkrétnim piipadé dostavame
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Naésledné spo¢teme vybérovou smérodatnou odchylku priméru (tedy nejistotu typu A) podle

vzorce
Sh
Sp = — .

vn



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXX.II.S

V nasem konkrétnim pripadé dostdvame

Sn

=0,27.

Spn =

8

Nyni musime vyjadrit kombinovanou nejistotu méreni podle vzorce

sk =/5% + 5%,
kde sa, s jsou nejistoty méfeni typu A a typu B. V nasem konkrétnim ptipadé dostavame
sk = /0,272 +0,12 = 0,29.
Na tomto misté uz mizeme zkonstruovat intervalovy odhad, ktery bude mit tvar
(42,11 —1n,1-20,29,42,1 +tn,1,%0,29), (1)

kde za o muzeme dosadit podle pozadované hladiny spolehlivosti. Intervalovy odhad zapi-
Seme standardnim zkracenym zapisem jako

(42,1+0,3).

Interpretace bodového odhadu métené fyzikalni veliciny je, Ze je to na zdkladé namérenych
dat nejlepsi odhad skuteéné hodnoty meérené fyzikalni veli¢iny. Interpretace intervalového
odhadu (ﬁ) je, ze pravdépodobnost pokryti skutecné hodnoty métené fyzikalni velic¢iny timto
intervalem je 68 %.

Pokud neuvazujeme nejistotu méreni typu B, potom kombinovana nejistota méreni bude rov-
na pouze nejistoté typu A. Nejistota méfeni typu A je rovna vybérové smérodatné odchylce
pruméru, kterd je vyjadfena vztahem

Na tomto misté si musime uvédomit, ze vybérovid smérodatni odchylka S, je odhadem
skutecné smérodatné odchylky a pro velky pocet méreni bude jeji hodnota velmi blizka
praveé skutecné smérodatné odchylce. Skutecna smérodatna odchylka je ale rovna odmocniné
skutecného rozptylu. Proto bude platit

W Ve ¢
ek

Podminka v tloze je, aby byla tato nejistota méreni mensi nez néjaka konstanta s, fesime

tedy nerovnici
c
\/j <s.
n

Tuto nerovnici mizeme pomoci jednoduchych algebraickych tprav (s vyuzitim znalosti toho,
Ze obé strany nerovnice maji nezdpornou hodnotu) vyftesit. Ziskdme podminku

C<
— <n.
52

Vidime tedy, ze musime provést alespon ptiblizné -5 méreni.
S
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Tab. 1: Zakladni popisné statistiky pro data pochazejici z obou metod méreni

n  S2 S s,  Tn

metoda 1 100 6,46 2,54 0,25 9,97
metoda 2 10 3,62 1,90 0,60 10,03

d) S vyuzitim vypocetniho prostfedi R muzeme stejnym postupem, jaky jsme vyuzili v bodu
b), vypocitat vybérovou stiedni hodnotu, vybérovy primér, vybérovou smérodatnou od-
chylku a vybérovou smérodatnou odchylku pruméru (tj. nejistotu méteni typu A) pro data
pochézejici z obou metod méreni. Nebudeme uz jednotlivé ukazovat dosazovini do vzorcu,
jen uvedeme, ze vysledky muzeme vidét v tabulce [ll.

Jak je vidét z tabulky, obé metody meéreni vedou na velmi podobny bodovy odhad skutecné
hodnoty mérené fyzikalni veli¢iny. Vybérovy rozptyl pro prvni metodu méreni je vyrazné
vétsi nez pro druhou metodu méreni. Toto ukazuje, ze mérici aparatura a postup méreni,
ktery byl pouzit u prvni metody méfeni, byl méné presny. Na druhou stranu je ale vidét,
Ze vybérova smérodatnd odchylka pruméru (kterd v tomto pfipadé vyjadiuje kombinovanou
nejistotu méreni nebot nejistotu typu B neuvazujeme) je vyrazné vétsi pro data pochézejici
z druhé metody méreni. Presnéji jsme tedy méfenou fyzikdlni veli¢inu naméfili prvni meto-
dou méreni. Na tomto misté je dilezité uvédomit si rozdil mezi presnosti mérici aparatury
a vyslednou kombinovanou nejistotou méteni, ta je totiz (jako v tomto pf¥ipadé) vyrazné
ovlivnéna poctem provedenych méreni. Tedy i s méné presnou méfici aparaturou lze zmérit
presnéjsi vysledek, pokud provedeme vice méreni.

Jako poznamku na zdvér by se sluselo zminit, Ze pro co nejpresnéjsi ur¢eni mérené fyzikalni
veli¢iny by bylo v tomto pripadé optimalni zkombinovat data naméfend pomoci obou metod.
To ale zatim neumime, dozvime se to az v pristim dile serialu.

Bonus: Tato dloha je v podstaté jednoduchd, jen je potfeba nezaleknout se ponékud osklivejsich
vyrazu a neztratit se v algebraickych operacich. Budeme v podstaté jen pocitat stiedni
hodnotu ndhodné veliciny.

V ramci algebrainckych dprav vzniklého vyrazu budeme vyuzivat nékolik vztahi, které ne-
byly uvedeny v textu seridlu nebot se tam nevesly. Vasim tkolem bylo nastudovat si je. My
je zde pro jistotu vSechny uvedeme.

Pro dvé nezévislé® ndhodné veliciny X a Y plati

E[X - Y] = E[X] - E[Y].
Stredni hodnota se chové linedrné, tedy pro ndhodnou veli¢inu X a dvé konstanty a, b plati
ElaX +b=a -E[X]+b.
Pro nédhodnou veli¢inu X s rozdélenim N (u, o) plati
E[X?] = 4% 402,
Toto vychézi z alternativniho vzorce na rozptyl

var(X) = E[X?] — (EX)?,

! Nezavislost je zde diilezité, bez ni by tento vzorec neplatil.
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kde vime, ze var(X) = 0% a EX = p, z &eho? uZ jen vyjadienim dostaneme pozadovanou

rovnost.

Déle je potreba upozornit na to, Ze nelze nijak jednoduse spocitat vyraz

E[(X.0)?).

Jedinou moznosti je rozepsat si ho jako soucin dvou zavorek a déle algebraicky upravovat.
Jako posledni uvedeme, ze jsme pouzivali nasledujici zapis

n

> E[X?] = E[X{] + - + B[X2] = n- E[X]].

i=1

Tento zéapis lze pouzit nebot ndhodné veli¢iny Xi, ..

., X maji vSechny stejné rozdéleni.

Toto je vSe, co potfebujeme k upravé naseho vyrazu (kromé price se sumami a zdvorka-
mi). Nyn{ staé{ jen upravovat vyraz pro stiedni hodnotu vybérového rozptylu a nakonec

dostaneme pozadovany vysledek.
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