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Uloha VL.S ... nelinearni 10 bodi; primér 8,06; fesilo 16 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k demu a jak se pouzivd nelinedrni regrese (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: model nelinearni regrese, zptsob odhadu regresnich koeficientii,
vyjadreni nejistot odhadu regresnich koeficientii a hodnot prokladané funkce, statistické
testy hodnot regresnich koeficienti, identifikovatelnost parametri a zptisob volby prokla-
dané funkce). Neni potieba uvddét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti strucné popsat.

b) V prilozeném datovém souboru regresel.csv naleznete dvojice hodnot (x;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkcni zavislost, kterou je v tomto pripadé sinusoida, tedy
funkce tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).
Vykreslete graf namérenych hodnot a prolozené funkce a stru¢né ho okomentujte (takovyto
graf musi mit vSechny nélezitosti). Neni potieba délat regresni diagnostiku.
Népovéda: Dejte si pozor na identifikovatelnost parametrii v tomto modelu a vhodné ome-
zujici podminky na parametr c.

¢) V prilozeném datovém souboru regrese2.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkcni zavislost, kterou je v tomto pripadé exponencidla, tedy
funkce tvaru

f(z) =a+e"te.

Urcete hodnoty odhadi vsech regresnich koeficientti véetné nejistot méreni.
Néapovéda: Grafickou metodou ovérte predpoklad homoskedasticity a v pripadé potreby pro
uréeni nejistot méreni regresnich koeficientii pouzijte Whitetiv (sendvicovy) odhad kovari-
ancni matice.

d) V prilozeném datovém souboru regrese3.csv naleznete dvojice hodnot (x;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto pripadé hyperbola, tedy
funkce tvaru

f(x):a—’_bx—l—c'

Vykreslete graf namérenych dat v podobé primeéri a chybovych tsecek a prolozené funkce
a strucéné ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny néleZitosti). Provedte regresni
diagnostiku.
Bonus: V prilozeném datovém souboru regresed.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;). Témito
daty chceme prolozit teoretickou zavislost, ktera je ovsem prilis slozita na analytické vyjadreni.
Prolozte témito daty regresni spliny (s vhodné zvolenymi uzly a vhodné zvolenym stupném).
Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto tikolti postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe
jazyka R. Michal chtel udélat posledni sérii co moznd nejtézsi.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostaneme jen piectenim patého dilu seridlu. Na tomto
misté popiseme jen opravdu nejzdkladnéjsi véci.
Nelinearni regrese se pouzije v pripadech, kdy chceme namérenymi daty prokladat funkci,
kterd neni linedrni v nezndmych regresnich koeficientech. Matematicky model nelinedrni
regrese je tedy takovy, ze uvazujeme mérena data ve tvaru

yi:f($i7607/617'“7/8k)+5i7
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kde y; jsou namérené hodnoty zavisle proménné, z; jsou hodnoty nezavisle proménné a ¢; je
ndhodné nepfesnost méfeni, o které predpokladdme, ze mé rozdéleni N (0, 02).

Na odhad regresnich koeficientii z namérenych dat pouzivime metodu maximéalni vérohod-
nosti, kterd je v tomto modelu ekvivalentni metodé nejmensich ¢tverci. Odhady regresnich
koeficientt tedy volime tak, aby celkovy soucet ¢tvercu

n

Z (yi — f(@i,Bo, -, Br))’

i=1

byl co moznd nejmensi (odtud ndzev metoda nejmensich ctverct). V pripadé nelinedrni
regrese uz neexistuji explicitni vzorce na vypocet hodnot odhadnutych koeficientd, tyto
odhady musime hledat za pomoci numerickych metod a matematického softwaru.

Podobné jako v linedrni regresi mizeme konstruovat intervaly spolehlivosti pro hodnoty
nezndmych regresnich koeficienti i pro hodnoty prokladané funkce. V ptipadé nelinedrni
regrese uz jsou ale vzorce na vyjadreni téchto nejistot zna¢né komplikované, proto jsme je
v textu seridlu neuvadéli. Stacilo ndm, Ze ndm tyto nejistoty poskytne matematicky software
na vystupu. Zminéné intervaly spolehlivosti maji pro dostateény pocet méfeni (alespon 4-5
krat vice méfeni nez nezndmgych regresnich koeficientl) nésledujici vlastnosti

P(/Bi € (@:ﬁ:ul,%sfi)> =1-a,
P(f(x,ﬁg,...,,@k) S (f(x,ﬁo,...,,é;)iul,%s{i(:ﬁ») =1-q,

kde s57 je nejistota méFen regresniho koeficientu a s{ (x) je nejistota méfen{ funkén{ hodnoty
proklddané funkce v bodé .

V pripadé linearni i nelinedrni regrese mizeme provadét statistické testy o hodnotach re-
gresnich koeficientii. Muzeme tedy testovat hypotézy a alternativy typu

H:pj=19,
A: B #9,

kde 9 je néjaka predem zvolend konstanta. Jako testova statistika se v tomto ptripadé pouzije
nésledujici transformace namétenych dat

~

Bi =9
K.
Sn’

T =

kde sf 7 je nejistota méteni regresniho koeficientu. Kriticky obor takovéhoto testu ma potom
tvar
C = (—0o,ug)U (ui-g,00).

Jednoduchou upravou by se dal tento test upravit k testovani jednostrannych modifikaci
zminéné hypotézy a alternativy.

Stejné jako v linedrni regresi je nutné volit za prokldadané funkce jen takové funkce, které
maji néjaké fyzikalni opodstatnéni. V opacném pripadé se vystavujeme velkému riziku Spatné
volby proklddané funkce. VSechny zavéry by potom byly chybné.



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXX.VI.S

V nelinedrni regresi navic jesté vyvstava podminka identifikovatelnosti parametri naseho
modelu. Jednoduse feceno musi platit, Zze pro rizné volby regresnich koeficientd musi byt
proklddana funkce jind. V opac¢ném pripadé bychom totiz nemohli jednoznac¢né urcit odhady
hodnot regresnich koeficienti. Pokud méme model s neidentifikovatelnymi parametry, tohoto
problému se da vzdy zbavit preparametrizovanim pomoci mensiho poctu parametra.
Namérenymi daty chceme proklddat teoretickou funkci tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).

V tomto momenté si musime uvédomit, zZe je to presné piipad, ktery jsme popisovali v textu
seridlu jako problémovy z hlediska omezeni na hodnoty parametri a identifikovatelnost
parametru.
Kdyz si vykreslime jednoduchy graf namérenych hodnot bez prokladané funkce, vidime, ze
méfend data maji priblizné tvar sinusoidy s periodou fddové n. Pokud bychom nijak neome-
zili moznou hodnotu parametru c, ktery ovliviiuje periodu sinusoidy, velmi pravdépodobné
bychom dostali na vystupu z matematického softwaru velmi velkou hodnotu tohoto koefi-
cientu (nebot pro velkou hodnotu periody by funkce sinus prosla naméfenymi daty velmi
presné). Jelikoz ale z grafu vidime, Zze perioda méfenych dat bude pomérné nizka, priddme
jesté omezeni na hodnotu parametru c. Pridame si podminku, ze odhad parametru ¢ musi
lezet v intervalu

0,2),
coz odpovidé periodé sinusoidy vétsi nez § (toto je z obrézku jisté splnéno). Déle si priddme
omezeni na mozné hodnoty parametru d. Budeme chtit, aby odhad tohoto parametru lezel
v intervalu

(—m,m).

Toto délame z diuvodu identifikovatelnosti parametru v nasem modelu.

S témito dvéma omezenimi jsou uz vSechny parametry v nasem modelu identifikovatelné
a muzeme nechat matematicky software spocitat jejich odhady. Po dosazeni naseho modelu
véetné téchto dvou pozadavku do vypocetniho prostiedi R dostdviame na vystupu odhady
regresnich koeficienti, pomoci kterych muzeme vykreslit graf prokldadané funkce. Takovyto
graf spolecné s intervalovym odhadem pro proklddanou funkci muzeme vidét na Obr.

7 tohoto grafu je vidét, ze prolozenad funkce sedi na namérend data velmi dobre, takze
nemusime pridavat zadné dalsi omezujici podminky a muzeme takovyto model prohlésit za
findlni. Zaroven je vidét, ze jsme prokladanou funkci urcili pomérné presné, jelikoz interval
spolehlivosti je pomérné tzky.

Namérenymi daty budeme chtit prokladat teoretickou funkci tvaru

f(z) =a+e"te.

Vsechny regresni koeficienty v tomto modelu jsou identifikovatelné a neni zadny problém
s omezenosti nékterého koeficientu. Vse je tedy pripraveno na vlozeni do vypocetniho pro-
stredi R.

Matematicky software ndm na vystupu poskytne hodnoty odhadu regresnich koeficienti,
na zakladé kterych mizeme vykreslit graf naméfenych hodnot a prolozené funkce, ktery
muzeme vidét na Obr. E Z tohoto grafu dostdvame velké podezreni na poruseni predpokladu
homoskedasticity. Toto jesté pro jistotu ovérime na grafu residui oproti hodnotdm nezavisle
proménné, ktery miuzeme vidét na Obr. §. Z téchto dvou grafti je ndm jasné, ze predpoklad
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Obr. 1: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu b).

homoskedasticity byl porusen a Ze pro urceni nejistot regresnich koeficientii budeme muset
pouzit Whitetv (sendvicovy) odhad kovarianéni matice.

Matematicky software R poskytl nasledujici odhady regresnich koeficienti a prislusnych
nejistot (vypoéitanych na zdkladé Whiteova odhadu kovarianéni matice)

a = (2,49 +0,08),
b=(3.6+0,7),
c=(—59+14).

Na zavér tohoto prikladu muzeme konstatovat, ze nejistoty méreni regresnich koeficientu
spoéitané klasickym postupem (které v piipadé heteroskedasticity nejsou spravné) se od
nejistot méreni regresnich koeficienti spocitanych pomoci Whiteova odhadu kovarianéni
matice lis{ maximdlné o 45 %.

Namérenymi daty budeme prokladat funkci

1
f(x):a—i—b:c—i—c.

Je vidét, ze vSechny parametry jsou identifikovatelné a Ze nemuze nastat problém s ome-
zenosti jednotlivych parametri, jelikoz prokladanad funkce neni periodickd. Muzeme tedy
rovnou pomoci nelinedrni regrese prolozit tuto funkci namérenymi daty. Graf prolozené
funkce a naméfenych dat ve formé chybovych tsecek mtzeme vidét na Obr. {. Je vidét, ze
prolozend funkce dobie sedi na namérend data. Zaroven nejsou vidét zddné znamky heteros-
kedasticity. Mtuzeme se tedy domnivat, ze byly vSechny predpokladu nelinedrniho regresniho
modelu splnény. Toto ovsem jesté ovérime podrobnéjsi regresni diagnostikou.
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Obr. 2: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu c).

Na Obr. 57 resp. E muzeme vidét graf residui oproti hodnotdm nezévisle proménné, resp. graf
residui oproti hodnotam prolozené funkce. Na obou grafech vidime ndhodny shluk bodu
kolem osy x bez zadné tendence shlukovani nad nebo pod osou z ani rtzného rozptylu
residui v raznych ¢astech grafu. Muzeme tedy usoudit, ze jsme proklddanou funkci volili
spravné a ze namérend data splnuji predpoklad homoskedasticity. Dale mtuzeme na Obr.
vidét graf residui oproti posunutym residuim. Na tomto grafu vidime jen ndhodny shluk
bodi kolem pocatku souradnic bez zndmek shlukovani v jednotlivych kvadrantech. Muzeme
tedy usoudit, ze i predpoklad nezavislosti méreni byl pravdépodobné splnén.
Na zavér tedy muzeme Fici, ze regresni diagnostika neodhalila zddné zdvazné poruseni pred-
pokladu nelinedrniho regresniho modelu. Toto proloZeni tedy miiZeme povazovat za splnéné
a konstatovat, ze aplikace nelinedrniho regresniho modelu na tato data byla v poradku.
Bonus: Nasim tkolem bude prolozit zadanymi daty regresni spliny. Nez za¢neme zadavat né-
jaké ptrikazy do matematického softwaru, musime si uvédomit, jakym omezenim celime. Piedné
si musime uvédomit, ze nas datovy soubor ma celkem 89 méfeni. Z toho vyplyva omezeni na
pocet regresnich koeficienti, ktery by nemél prekrocit 15, aby na jeden regresni koeficient pti-
padalo alesponn 5 méfeni. V idedlnim pripadé bychom se méli snazit volit co nejmensi pocet
regresnich koeficientt, ale zaroven musi byt prolozend funkce dostateéné presnd. Dalsim ome-
zenim je stupen proklddanych polynomi. Musime si uvédomit, ze vysoky stupen proklddanych
polynomu zvySuje pocet potfebnych regresnich parametri. Musime tedy opét vyvazit presnost
proklddané funkce a pozadavek na co nejnizsi stupen prokladanych polynomi. Podle teorie
vylozené v textu seridlu zacneme se stupném 3 a pripadné budeme déle, pokud to situace bude
vyzadovat, stupen zvysovat.
Nyni uz muzeme zacit s proklddanim samotné funkce. Budeme postupovat presné podle
navodu v textu seridlu. Nejprve tedy jako uzly nasich regresnich splini zvolime ty body, ve
kterych se nejvice méni chovani méfenych dat, nidsledné budeme tuto volbu upravovat (pfipadné
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Obr. 3: Graf residui oproti hodnotdm nezdvisle proménné z piikladu c).

pridévat vice uzli), abychom docilili spravné podoby prolozené funkce.
Timto postupem jsme po nékolika iteracich dospéli k modelu, kde prokldaddme polynomy
trettho stupné a uzly mame zvolené v bodech

1;1,8;2,2;3;4,5;5;6;6.5.

Na Obr. E muzeme vidét namérend data spolecné s prolozenou funkei. Je vidét, ze takto zvo-
lené funkce velice dobfe aproximuje namérena data, muzeme tedy takovyto model prohlésit za
findlni.

Na zavér jen poznamenejme, ze vyse popsand volba uzli rozhodné neni jedind spravna.
Kdybychom néktery z uzli o trochu posunuli, tvar prokladané funkce by se témér nezménil
a vysledny model by byl stdle spravny. Je navic mozné, ze podobny graf bychom dostali i pro
zcela jinou volbu uzlu.

Michal Nozicka
nozicka@fykos.cz
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Obr. 4: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z piikladu d).
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Obr. 5: Graf residui oproti hodnotdm nezdvisle proménné z piikladu d).
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Graf residui oproti hodnotdm prolozené funkce z pfikladu d).
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Obr. 7: Graf residui oproti posunutym residuim z ptikladu d).
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Obr. 8: Graf prolozenych regresnich splini namérenymi daty z bonusového prikladu.
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