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Uloha 1.1 ... kivu si omléénim 3 body

Kdy je nejvhodnéjsi nalit do horké kavy chladné mléko, abychom ji mohli pit co nejdrive?
Nepozadujeme pfesny vypocet, ale podrobny slovni popis toho, jak kava chladne a jak byste
postupovali.

Uloha 1.2 ... zilohovaci NAS(A) 3 body

Uvazujte opticky switch (propustnost 10 Gb-s™1), jehoz vystup (po patfiéném zesileni) pouzijete
k ozatreni Mésice. Diky zrcatkim zanechanym na jeho povrchu z dob projektu Apollo se signal
vrati zpét a privedete jej (po patfiéném zesileni) na vstup switche. Pokud zajistime spolehlivé
fungovani switche, budou jednou vyslanad data v systému ,obihat“ trvale, takze jsme ziskali
pamét. Jaka je jeji maximalni kapacita? Dobu zpracovani ve switchi a velikost datovych hlavicek
zanedbejte.

Uloha 1.3 ... obé&Seny thelnik 6 bodu

Méame homogenni thelnik ve tvaru L o strandch délek b,c. Je volné zavésen v Zelezni¢nim
vagéné za konec jedné strany tak, ze jeho vrchol miii ve sméru jizdy vagonu. S jakym zrychle-
nim a se musi vagon pohybovat, aby spodni strana thelniku byla rovnobézna se smérem jizdy?
Relativistické jevy neuvazujte.

Bonus: Relativistické jevy uvazujte.

Uloha 1.4 ... praskia mi v lahvi 7 bodu

Co kdyz si skoro prazdnou 1,5 litrovou PET ldhev uzavieme v dobfe vytapéné kancelari, dejme
tomu na tx = 26 °C, a pak vyjdeme vstfic novym zazitkim doli ze schod? Lahev za¢ne praskat.
Co m4a vétsi vliv? To, ze se méni atmosféricky tlak, jak schazime 10 pater v budové, nebo to,
zZe je na schodech, dejme tomu, ts = 15°C?

Uloha 1.5 ... planetérni osidlovéani 7 bodu
Nejspise jste jiz nékdy premysleli o tom, jestli neexistuji néjaké mimozemské civilizace. Zpravidla
¢im veétsi hvézda je, tim vétsi ma zatfivy vykon a tim krat$i mé také svij zivot. Zaméfme se
nyni na to, Ze mame dvé hvézdy, z nichz jedna ma dvojnasobny zafivy vykon co druha. Pokud
je pasmo, ve kterém je mozny zivot, ddno teplotou, na které by se ustalilo dokonale Cerné
téleso, a urCitymi dvéma teplotami (stejné pro jakoukoliv soustavu), kolem které hvézdy je
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§irsi pasmo, ve kterém by mohla byt planeta se zivotem? Kolikrat bude vétsi oproti druhé
hvézdé?

Uloha I.P ... modylek letadla na ISS 10 bodi
Jak by se chovalo letadlo v mikrogravitaci (prosté uvazujte, ze na néj gravitacni sila nepiisobi)?
Popiste, jaky efekt by méla smérovka, vyskovka, kiidélka, pripadné vektorovani tahu motori.
Jaké akrobatické manévry by byly mozné? (Napfiklad plochd vyvrtka asi ne.)

Uloha LE ... pruZnost $pejle 12 bodt
Zméite priuhyb spejle polozené na jejich koncich v zavislosti na

sfle ptisobici na jejim stfedu (viz obrdzek). M
Uloha 1.S ... rozjezdova 10 bodu

a) Upravte vyraz vz +1 — y/z tak, aby nebyl nichylny k problémim cancellation, ordering
a smearing. Ke kterym z téchto problému byl pivodné nachylny a proc¢? Jaky je rozdil ve
vysledku ptuvodniho a opraveného vyrazu, pokud jej vycislime v double precision pro r =
=1,0-10'07?

b) Popiste funkci nésledujictho kédu. Jaky je rozdil mezi funkcemi a() a b()? Pro jaké hod-
noty x je lze pouzit? Nebojte se kéd spustit a hrat si s hodnotou proménné x. Urcete také
asymptotickou ¢asovou slozitost programu v zavislosti na proménné x.
def a(n):

if ==
return 1
else:
return n*a(n-1)
def b(n):
if n ==
return 1.0
else:
return n*b(n-1)
x=10
print("{} {} {}".format(x, a(x), b(x)))

¢) Ozna¢me op a Oy obvod vepsaného a opsaného pravidelného k-thelniku ke kruznici. Pak

pro né plati rekurentni vztahy

20,0
Oop = —22% 09 = Vor,0a .
ok + Oy

Napiste program, ktery pomoci téchto vztaht vypocitd hodnotu r, za¢néte pritom s opsanym
a vepsanym Ctvercem. S jakou presnosti dokdzete m takto aproximovat? Obdobu tohoto
postupu puvodné navrhl a pouzil Archimedes.

d) Luk&s a Mirek hraji hru. Hézej{ férovou minci a kdyz padne orel, d4 Mirek Lukésovi jedno
FYKOSIi tricko, kdyz padne panna, dd jedno tricko Lukas Mirkovi. Oba dohromady maji
t tricek, z toho [ patii Lukésovi a m Mirkovi. Pokud jednomu z hract dojdou tricka, hra
kondi.
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1.

2.

3.

Necht m = 3 a Lukésova zasoba tricek je nekonecni. Urcete nejpravdépodobnéjsi dobu
trvani hry, tedy pocet hodu minci, po nichz hra skonéi (protoze Mirkovi dojdou tricka).
Necht m = 10, [ = 20. Provedte simulaci pomoci generdatoru pseudondhodnych ¢isel a na-
leznéte pravdépodobnost, ze Mirek vyhraje vSechna Lukasova tricka. Celou hru nechejte
probéhnout alespori 100krat (¢im vice opakovani, tim 1épe).

Jak se zméni vysledek pfedchozi dlohy, jestlize Mirek minci ,,vylepsi“ a panna nyni pada
s pravdépodobnost{ 5/97

Bonus Vypoctéte pravdépodobnosti analyticky a porovnejte vysledek se simulaci.
e) Méjme linedrn{ kongruenéni generator s parametry a = 65539, m = 23!, ¢ = 0.

1.

Vygenerujte alespon 1000 cisel a spoctéte jejich stredni hodnotu a rozptyl. Porovnejte se
stfedni hodnotou a rozptylem rovnomérného rozdéleni na stejném intervalu.

Naleznéte vztah, ktery vyjadii ¢islo v generované sekvenci jako linedrni kombinaci Cisel
na dvou predchozich pozicich, tj. naleznéte koeficienty A, B v rekurentnim vztahu xy12 =
= Axk4+1+ Bzy. Pokud budeme povazovat kazda tii po sobé nésledujici ¢isla za souradnice
bodu ve trojrozmérném prostoru, jak rekurentni vztah ovlivni prostorové rozlozeni téchto
bodua?

Bonus Vygenerujte sekvenci alesponi 10000 ¢isel a vykreslete 3D bodovy graf, ktery ilu-
struje vyznam uvedeného rekurentniho vztahu.
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Serial: Rozjezdova

Uvod

S tficatym prvnim roénikem FYKOSu prichédzi i novy seridl, v némz se budeme zabyvat téma-
tem, které zasahuje témér do vsech ostatnich fyzikalnich obort — jedna se o pocitacovou fyziku.
Fyzika byla jednou z prvnich oblasti védy, ktera zacala pocitace naplno vyuzivat a dnes jim vdé-
¢ime za velkou ¢ast pokroku, kterého jsme na poli experimentu i teorie v poslednim pilstoleti
dosahli. Proto jsme usoudili, ze ackoli bylo toto téma jiz ve FYKOSich seridlech zpracovano
(roéniky VIIIL. a XXI.), neuskodi se k nému opét vratit.

V pribéhu roku budeme sledovat paralelné dvé ruzné linie: v jedné se budeme zabyvat
numerickymi metodami a v druhé pocitacovymi simulacemi. V numerice vis sezndmime se
zékladnimi tlohami, které by mél kazdy fyzik umét fesit, jako je hledani kofenu algebraickych
rovnic, integrace diferencidlnich rovnic a dalsi. Simulace budou ponékud hravéjsi se zamérenim
predevsim na stochastickou metodu Monte Carlo a na jednoduché modely fyzikédlnich i ne-tak-
fyzikéalnich procesi, jako je perkolace, rust krystald, tvorba kolon v silniénim provozu, sifeni
lesnich pozaru a mnoha dalsich.

Nemd smysl zastirat, Ze vzhledem ke zvolenému tématu nebude mozné se zcela vyhnout
programovani. Ackoli se budeme snazit, aby kazdy dil seridlu obsahoval dostatek analyticky
Fesitelnych tdloh (tj. FeSitelnych bez pomoci pocitae), bude s pfibéhem roku pfibyvat téch,
které vyzaduji sepsdani kratkého skriptu. Neminime zde suplovat KSP¥ proto Vas po kratkém
tvodu do programovani prezentovaném nize odkazujeme na internetové tutoridly. Pokud to
myslite s fyzikou vazné, tak se programovani v budoucnu nevyhnete, a je lepsi zacit diive nez
pozdéji. Pro bojacné jesté uvedme, ze na vyreseni nékterych numerickych tloh bude stacit
Microsoft Excel ¢i jiny tabulkovy editor (nicméné tento pfistup nedoporucujeme).

To je vse, co jsme Vam chtéli ivodem sdélit. Doufame, ze pro Vas bude letosni seridl poucny
i zabavny.

Zaklady pocitacové fyziky

Pocitace jsou dnes jiz béznou soucasti nasich Zivoti, nejinak je tomu ve védé a s pocitacovou
fyzikou a numerickymi metodami se setkd nejspise kazdy fyzik. Do této oblasti totiz nespada-
¢i nalezeni kofenu algebraické rovnice, kterou nelze vytesit analyticky? Muze se zdat, ze jde
v tomto pripadé o trividlni problémy resSitelné selskym rozumem, a néjaké specidlni studium
numerickych metod k jejich vyreSeni snad ani neni potfeba. Nicméné, jak sami brzy poznate,
numerické metody byvaji mocné, ale zradné, ve vyjimecnych pripadech mize jit i o zivot® Proto
je vhodné se s nimi alespon trochu seznamit a zjistit, jak funguji. Ale naprosto nutné je jim
nikdy bezmezné nevérit a vzdy mit néjakou kontrolu ¢i intuici plynouci z daného
fyziklaniho problému, Ze vysledek ziskany numerickou cestou neni zcela Spatné.

thttp://fykos.cz/ulohy/archiv

?Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK, https://ksp.mff.cuni.cz/.
3Jako pifklad poslouzi rovnice = = sin z.
4http://www-users.math.umn.edu/~arnold/disasters/
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Tato zradnost numerickych metod plyne z numerickych chyb. Ty mohou vznikat dvéma
hlavnimi zpusoby:

e chyby metody — zpuisobené aproximacemi oproti analytickému feseni

o zaokrouhlovaci chyby

Reprezentace Cisel v pocitaci

Zaokrouhlovaci chyby jsou zptusobeny tim, Ze desetinna ¢isla v pocitaci nejsou ulozena presné.
Nejmensi jednotkou informace v pocitaci, se kterou lze primo operovat, je byte. Ten obsahuje 8
bit1, chliveckt, do kterych miizeme zapsat jednicku, nebo nulu. Pfirozenou ¢iselnou soustavou
pocitace tedy neni desitkova soustava, jako u ¢lovékal ale soustava dvojkova.

Cisla v poéitadi jsou dvou béznych typti, celd (integer) a redlna (s plovouci desetinnou
¢arkou, float). Celd &isla dokdzeme ulozit presné v néjakém rozsahu, zdvisejicim na velikosti
pouzitého bloku paméti. Napf. do jednoho bytu dokazeme ulozit ¢isla od 0 do 255, nebo od —128
do 127. Vétsinou se ale pouzivaji celd ¢isla o délce 4 byty (integer) nebo 8 byti (long).

Realna cisla se ukladaji v tzv. semilogaritmickém tvaru

s-m-3°,

kde s je znaménko, m je mantisa, e exponent a (3 zaklad éiselné soustavy (v naSem piipadé
B = 2). Mantisa i exponent pak maji pevné danou velikost paméti, zdvisejici na pouzitém
datovém typu. Ve skutecnosti jsou redlna cisla ulozena o néco slozitéji ¥, nam ale postaci tato
zékladni predstava. Tento zpusob uloZeni zajistuje udrzeni poctu platnych cifer i pro ¢isla
lisici se o mnoho radu. Naptiklad typ double, ktery budeme vyhradné pouzivat, dokéze ulozit
kladn i zdporné &isla s absolutni velikosti od p¥iblizné 107324 do 103%® s pfesnosti na 15 az 16
platnych cifer. Tento idaj se nazyva strojovd presnost a je hlavnim tidajem ovliviiujicim velikost
zaokrouhlovacich chyb.

Jako ilustrace, ze k zaokrouhleni dochézi, poslouzi vypocet 0,1 + 0,2. V double precision
obdrzime vysledek 0,30000000000000004. Pro¢ zde ale k zaokrouhleni doslo, kdyz 0,1 i 0,2
jsou presné tvary? Potiz je v tom, ze jde o presné tvary v desitkové soustavé, pocitac ale
pracuje ve dvojkové soustavé a v ni maji obé ¢isla nekonecny periodicky rozvoj. Tento priklad
demonstruje, Zze nemé smysl zjistovat, zda se dvé redlna Cisla presné rovnaji.

Typy zaokrouhlovacich chyb

Pokud bychom byli schopni udrzet pfesnost na 16 platnych cifer po celou dobu vypoctu, méli
bychom vyhrano. Problém je, Ze existuji operace, které tuto presnost za urcitych podminek
nezachovavaji. Nyni se podivame na nejbéznéjsi typy takovych zaokrouhlovacich chyb, konkrétné
na cancellation, ordering a smearing.

Pokud se omezime na zakladni matematické operace scitani, ndsobeni, déleni a od¢itani dvou
kladnych cisel, zjistime, ze prvni tfi operace pro libovolné velké operandy presnost vice méné
zachovajit! Pokud se ale rozhodneme odecist dvé blizka cisla, lisici se naptiklad az na 10. platné
ciffe, zjistime, ze vysledek bude mit presnost pouze 5 — 6 platnych cifer, nebot pouze o téchto
cifrach byla néjakd informace v puvodnich operandech. Tento problém se nazyva cancellation.

5T kdyz my také dokdzeme prsty ,vypnout“ a ,zapnout® jako bity. Sami si zkuste, Ze na prstech rukou

dokézete napoéitat do 20 — 1 = 1023.

6 attps://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/representation-of-integers-and-reals-section-2

7Néjaké. chyba vznikne pfi kazdé operaci, v idedlnim pripadé ale bude v fddu strojové presnosti.
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N4&s priklad je ponékud prehnany, nicméné v praxi je cancellation problémem i pro ¢isla, co
jsou jen tadové stejnd, nebot se vznikla chyba bude pravdépodobné s ptribyvajicimi operacemi
dale zvétsovat. Cancellation 1ze odstranit pouze tak, ze problematickou operaci prepiseme,
aby neobsahovala od¢itani blizkych cisel. Pro ilustraci cancellation si vezméme kvadratickou
rovnici 22 4+ 10z 4+ 2 = 0. Pokud pro nalezeni kofentl pouzijeme klasicky vzorec

—b+ Vb2 — 4ac

T2 = 2a

pak, protoze a i ¢ jsou mald v porovnani s b, nastane pro jeden z korenu cancellation pii
odec¢itani —b a diskriminantu. ProtoZze pro kvadratickou rovnici plati z1z2 = c¢/a, mizeme
problematicky kofen vypocitat jako
o = i .
ari

V pavodnim vypoctu pii pouziti double precision ziskdme nésledujici koreny: 1 = —9,9999999999799
axs = —2,0000152289867401-10~°, zatimco s pouzitim opravy zz = —2,0000000000040000-10~°.
Vysledky se tedy lisi jiz na Sesté platné ciffe. Poznamenejme, Ze jsme se hrozby cancellation zce-
la nezbavili. Pokud totiz b*> & 4ac, pak nastane t&7ko odstranitelns cancellation jiz p¥i vypoétu
diskriminantu.

Dalsim castym problémem je ordering. Jeho dusledkem je, Ze u s¢itani zavisi na poradi
s¢itanci. Nejlépe si jej demonstrujeme na prikladu, kde nasim tkolem bude spocitat castecny
soucet prvnich N ¢lenu fady

Pouzijeme N = 107 a single precision (datovy typ float, strojova presnost 1 77)5 Pokud budeme
fadu séitat klasicky ,odptedu®, tedy od nejmensich k, dostaneme vysledekH 1,5403682709 - 10*.
Protoze pro N — oo fada diverguje (jeji soucet je nekoneéno), ocekédvali bychom, ze pro N =
= 10® obdrzime v&tsi ¢dsteény soudet. Realita je ale takova, e od N = 107 se soucet nijak
nezménil. A nezménil by se ani pro libovolné vétsi NV, obdrzeli jsme tedy vlastné ,vysledek®,
ze oo = 154!

Co se vlastné pokazilo? V kazdém kroku sc¢itdme dvé cisla, dosavadni soucet a dalsi ¢len
posloupnosti. A zatimco soucet postupné roste, ¢leny posloupnosti klesaji. P¥i souctu velkého
a malého c¢isla pak z mensiho ¢isla neulozime celou jeho presnost, ale jen to, co se vejde do
presnosti vétsiho z cisel. P¥i jednom souctu by byla tato chyba zanedbatelnéuiE ale jak soucet
providime mnohokrét, chyba nariistd. Resenim je séitat fadu ,odzadu“. Tak postupné roste
soucet i Cleny posloupnosti a my v kazdém kroku sc¢itdme ne tak rozdilna ¢isla. Timto postupem
dostaneme pro N = 107 soucet 1,4392651558-10" a pro N = 10® soudet 1,8807918549-10". Pokud
pouzijeme double precision, dostaneme pro N = 108 soucet 1,8997896414-10". Je tedy vidét, Ze
ani druhy zptsob nenfi zcela idealni, rozhodné je ale presnéjsi, nez zpusob prvni. Chyba v druhém
postupu je nejspis jiz neodstranitelnou zaokrouhlovaci chybou. Pokud vezmeme v tvahu, ze
v kazdém kroku miize vzniknout chyba 107% a my provedli 10® kroki, pak miiZeme odekévat
chybu az fddu 1. Budiz toto varovanim proti pouzivani single precision ve védeckych vypoctech.

8Problém by samoziejmé nastal i pfi pouziti double precision, ale nebyl by tak vyrazny.
9Pro nazornost je uvedeno vice platnych cifer, nez je strojova presnost.
1ONa tirovni piesnosti vétsiho z &isel.
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Poslednim problémem, ktery zminime, je smearing. Nastava, pokud s¢itdme mnoho kladnych
a zdpornych &isel, jejichz soucet je maly. Opét si jej ukdzeme na piikladu. Funkci exp(z) lze
zapsat pomoci tzv. Taylorova rozvoje

ZC2 s ;ljk
eXp(z):l+x+?+'”:ZH'
k=0

Pokud se pokusime v double precision spoéitat exp(20) pomoci prvnich 100 ¢lent rozvoje, dosta-
neme vysledek 4,85165195409790158-10%, co je blizko spravné hodnoté 4,85165195409790277-108.
Pokud se ale pokusime stejnou metodou spoéitat exp(—20), dostaneme 6,13825973860946424-1077,
coz se od spravné hodnoty 2,06115362243855786 - 10~° velmi lisi. Problém spoéiva v tom, Ze
se v rozvoji stfidaji velké kladné a zaporné cleny, které se navzajem témér vyrusi, coz vede
ke ztraté presnosti. V tomto konkrétnim ptipadé lze vyuzit identity exp(—z) = 1/ exp(z), coz
vede na exp(—20) = 2,06115362243855828 - 10~°. Tento vysledek je jiz blizko spravné hodnoté.

Stabilita algoritmu a podminénost tlohy

Jak jsme vidéli, rizné algoritmy jsou ruzné citlivé na chybu vstupu. Této vlastnosti se rika
stabilita algoritmu. Algoritmus je strucéné feceno™= stabilni, pokud mald chyba vstupu vzdy
vyprodukuje pouze malou chybu vystupu. Nasim cilem je tedy pokud mozno nalézt pro nas
problém stabilni algoritmus, ktery jej fesi. Otazka zni, existuje pro kazdy problém stabilni al-
goritmus? Odpovéd bohuzel zni ne. Problémtm, pro které existuje stabilni algoritmus, rikdme
dobre podminéné, ostatnim spatné podminéné. Piikladem dobte podminéné tilohy je numericka
integrace, prikladem spatné podminéné tlohy feseni diferencidlnich rovnic ¢i numericka deriva-
ce. I spatné podminéné ulohy ale potiebujeme obcas resit, jen je potireba si v takovém pripadé
pocinat obzvlast opatrné, jak uvidime v dalsich dilech seridlu.

SloZitost algoritmu

Dnesni védecké vypocty mohou bézet i nékolik tydni ¢i dokonce mésici a spotiebuji gigabyty
operacni paméti. Proto je dulezité algoritmy navrhovat s ohledem na jejich ¢asovou a pamétovou
slozitost. My tu sice takto ndro¢né vypocty délat nebudeme, presto je dobré si jisté zaklady
osvojit. Zamérime se pritom predevsim na casovou slozitost.

Zacnéme jednou radou. Pokud budete v praxi fesit jakykoliv problém, pro ktery existuje
standardni algoritmus, nesnazte se jej implementovat sami, ale vzdy pouzijte néjakou knihov-
nu pro numerické vypocty. Usetfite si tim spoustu Casu a nervi, méte jistotu, ze algoritmus
je implementovany spravné a navic vypocet bude rychlejsi, protoze autori knihoven pouzili
mnoho ruznych trikd a optimalizaci. V tomto seridlu si ale z pedagogickych divodi napiseme
implementace vlastni.

Nyni jiz k ¢asové slozitosti. Casovd sloZitost algoritmu je doba jeho béhu v zévislosti na
velikosti vstupu. Dobu jeho béhu muzeme odhadnout poétem zékladnich operaci, které se museji
vykonat. Nékteré operace™ jsou pomalejsi nez jiné, v numerickych vypoctech nas ale zajimaji
predevsim aritmetické operace. Tam plati, Zze déleni je o chlup pomalejsi nez nasobeni a to
je o chlup pomalejsi nez sc¢itani a odcitani. Vzdy ale méjme na mysli, ze prioritou je zajistit

M Existuji rfizné druhy stability, nicméné nam postadi tato zakladni intuitivni predstava.
12pfedevsim ty, které interaguji s nééim mimo na§ program, napiiklad vypis do souboru, &i alokace paméti.
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stabilitu algoritmu, az poté jeho rychlost. Rychle ziskany vysledek je ndm k ni¢emu, pokud je
Spatné.

Ucebnicovym prikladem, kde se optimalizace poctu operaci muze vyplatit, je vycislovani
polynomi. Mé&me polynom 5z° + 222 + 8z + 6. Pokud jej vyéislime pro néjaké = takto p¥imo-
care, budeme potiebovat 3 4+ 2 + 1 = 6 nasobeni= a 3 sc¢itani. Také ale muzeme vyraz zapsat
jako 6 + z(8 + z(2 + 5x)). Timto zptusobem potfebujeme pouze 3 ndsobeni a 3 s¢itdni. Tomuto
zpusobu se rika Hornerovo schéma.

Vétsinou nas ale nezajima presny pocet probéhlych operaci, ale pouze trend, jak casova
slozitost roste pro velky vstup. Tomuto trendu se pak tikd asymptotickd casovd slozitost. Ja-
ko priklad si vezméme vyse zminéné vycisleni polynomu. Velikosti vstupu je zde pocet ¢lent
polynomu. Pti tradi¢nim zptisobu je pocet sc¢itani N — 1, kde IV je pocet ¢lent polynomu. Po-
et nasobeni je ale N(N — 1)/2. Celkové tedy potiebujeme 0,5N? + 0,5N — 1 operaci, coZ se
pro velkd N chova zhruba jako N2. (Asymptotickd) ¢asové slozitost prvniho algoritmu je tedy
kvadratickd. Pro Hornerovo schéma potrebujeme N — 1 ndsobeni a N — 1 s¢itdni, dohromady
tedy 2N — 2 operaci. Casové slozitost je tedy linedrni. Pro velké polynomy se ndm tedy vzdy
vyplati Hornerovo schéma.

Predvedli jsme si, ze pro potreby asymptotické casové slozitosti nas zajima pouze nejrychleji
rostouci ¢len, a to bez konstanty pred nim. To muzeme formalné vyjadrit pomoci tzv. notace vel-
kého O. Linedrni, resp. kvadratickou Casovou slozitost bychom zapsali jako O(N), resp. O(N?).
S touto notaci se jesté setkdme i mimo kontext Casové slozitosti. Vzdy ale bude znamenat to,
7e nas zajimé pouze trend a uvadime tedy pouze nejvice signifikantni ¢len bez konstanty*

Simulace v pocitacové fyzice

Fyzika popisuje prirodni jevy za pomoci matematického aparatu. Obvykle je exaktni popis si-
tuace prilis slozity a pracujeme pouze s modelem, ktery zachycuje vSechny podstatné vlastnosti
studovaného jevu. Pokud neni mozné tento model v ruce na papife v rozumném case vyresit
a jeho dalsi redukce neni pripustnd, vstupuji do hry pocitacové simulace. Jako pocitacovou
stmulaci budeme tedy nadale oznacovat program, ktery na zdkladé matematického modelu po-
Cit4 veli¢iny charakteristické pro studovany systém. Pro konkrétni pfedstavu muze jit o ¢asovou
zéavislost teploty chladnouciho hrnku c¢aje nebo o stfedni pocet Castic vyzareny radioaktivnim
izotopem za urcity Casovy interval.

Existuje nepfeberné mnozstvi tloh, které 1ze fesit za pomoci simulaci, a jesté vétsi mnozstvi
numerickych a statistickych metod, které k jejich feseni muzeme pouzit. My se zde budeme
vénovat takovym tloham, které nevyzaduji oborové znalosti z fyziky a pouze zdkladni znalosti
programovani. Vyhneme se proto naptiklad molekulové dynamice, elektromagnetickému vinéni
a dalsim zajimavym, ale ndro¢nym oblastem. Budeme ovSem dbéat na to, aby nase modely mély
fyzikalni motivaci a aplikaci.

Klasifikace simulaci

Nez se zatneme vénovat konkrétnim metoddm a modelim, rozdélime si simulace do nékolika
kategorii.

3Mocnéni celym &islem je v podstaté opakované nasobeni a také se jej tak vétSinou vyplati implementovat.
Cviceni pro zdjemce: jak rychleji pocitat hodné velké mocniny?

M Detailni éteni: https://wuw.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/
computational-complexity-section-2/


https://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/computational-complexity-section-2/
https://www.topcoder.com/community/data-science/data-science-tutorials/computational-complexity-section-2/
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Simulace muzeme délit na diskrétni a spojité. Spojitd simulace je obvykle zaloZena na dife-
rencialni rovnici, pomoci niz dokdzeme predpovédét stav v systému v libovolném case. Jedno-
duchym ptikladem ndm budiz Newtonova pohybova rovnice

. 9?x
F(t) = mi(t) = m 52 (1)
kde x znadi zrychlen{ hmotného bodu (druh4 derivace polohového vektoru x). Pfi numerickém
feseni této rovnice™ volime konec¢né casové kroky, v nichz hleddme polohu bodu, ale nejsme
omezeni tim, jak velké Casové kroky zvolime. Omezuje nds pouze presnost ukladani ¢iselnych
hodnot v pocitaci a ¢asovy horizont. Oproti tomu diskrétni simulace hledaji stav v systému
pouze v predem pevné danych casovych tsecich. Napiiklad model predikujici pocet obyvatel
Evropy v nasledujicich letech by mohl byt zalozen na rovnici
P
Py = AP, (1 - J) . )
B
Proménna P; zde oznacuje pocet lidi v roce i, A a B jsou parametry. Tyto typy rovnic se
nazyvaji diferenéni= a jsou diskrétni obdobou diferencidlnich rovnic. Jelikoz v nasem svété
plyne Cas spojité, jsou diskrétni casové vyvoje vzdy aproximaci, kterd s sebou prinasi ztratu
presnosti, ale také zrychleni vypoctu.

Pro zvidavé: Rovnice (E) predstavuje takzvany logisticky rist. Casovy vyvoj ziskdme nejsndze pte-
vedenim na diferencialni rovnici

dP
— = AP(1-P/B).
dt ( /B)

Separaci proménnych a integraci parcidlnich zlomki ziskdme feSeni
_ BPyett
T B+ Py(eAt—1)°
Tento model se pouziva se napiiklad v biologii k simulaci vyvoje zvifecich populaci. Parametr A pak
predstavuje rustovy koeficient a parametr B koeficient saturace (pfemnozeni vede k nedostatku potra-
vy a zivotniho prostoru). Zajimavéjsi model ziskdme pfiddnim predace. Model kofist-preddtor je dan
soustavou rovnic
Kiy1 = AK; — BK;P;,
Pit1 =CK;P; — DP;. (3)

Kofist je K (napf. krélik), preddtor P (napf. puma) a A, B, C, D jsou parametry. K tomuto modelu
se vratime v pozdéjsich dilech seridlu.

Diskretizace se netyka pouze Casu, ale také prostoru a dalsich parametri. Dobrym prikladem
je Isingtv model, ktery ma vyznam pri simulovani magnetickych vlastnosti pevnych latek ve
vnéjsim magnetickém poli. V tomto modelu je prostor rozdélen n-rozmérnou miizi a pro kaz-
dou z jejich bunék urcujeme hodnotu elektronového spinut Isingtiv model patii do vyznamné
kategorie miizkovych model, na néz jesté prijde Tec.

Déle existuje déleni na deterministické a stochastické simulace. Deterministické simulace
jsou zaloZené na systému matematickych pravidel, pomoci kterého dokdzeme v kazdém casovém

15Resit Newtonovu rovnici se nauéite pozdéji v tomto seridlu.

16Obecné miizeme mluvit o rekurentnich vztazich, kde kazdy élen sekvence je popsan pomoci funkce zavisejici
na (ne nutné vsech) predchozich ¢lenech.

17Kvantové-mechanickd veli¢ina, kterd se svymi vlastnostmi podob4 momentu hybnosti.
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kroku urcit, v jakém stavu se bude systém nachézet v kroku nasledujicim. Pro ptipad diskrétniho
modelu miizeme obecné psat
Tt+1 = f(t, Lty Lt—1y--y xo)

kde f je funkce, kterd jednozna¢né urcuje hodnotu veli¢iny x. Stochastickd simulace je zaloZena
na ndhodé. Mdme sice predpis, ktery udéva vyvoj systému (jinak bychom nemohli simulovat!),
ale tento predpis mluvi pouze o pravdépodobnosti, se kterou se bude systém v nasledujicim
casovém kroku nachézet v urc¢itém stavu. Prikladem stochastického procesu je sekvence hodu
kostkou. Pokud jsme jiz napriklad v predchozich hodech nahézeli v souctu hodnotu 30, tak
vime, ze v pristim hodu dosdhne celkovy soucet hodnoty v rozmezi od 31 do 36, nedokazeme
vsak Tici, jakd z téchto hodnot to bude. Vime pouze to, ze pravdépodobnost nabyti jakékoli
jedné z téchto hodnot je 1/6 (neni-li kostka ,cinklad®).

K tomu, abychom spravné pochopili stochastické modely, si potfebujeme osvojit zaklady
pravdépodobnosti a statistiky. Nez se do toho pustime, tak dodejme, ze simulace lze délit
do dalsich skupin. Prudce rozvijejicim se oborem jsou kvantové simulace. Kvantova statistika
nebude predmétem tohoto seridlu, proto zminime-li nékdy v dalsich dilech seridlu simulace
kvantovych systémi, tak pouze jako zajimavost. Neni-li simulace kvantova, nazyva se klasickd
stmulace.

Jesté se na chvili zdrzme u pojmu kvantovéd simulace a deterministicka simulace. S kvantovou fyzikou
je neodmyslitelné spjata Schrédingerova rovnice. Moznda vas nyni zarazi, ze simulace zalozena na Schro-
dingerové rovnici je deterministickd. Kazdy systém popsany diferencidlni rovnici je deterministicky.
Plati vSak, ze vlnova funkce, kterd je vysledkem feSeni Schrodingerovy rovnice, nepopisuje jednozna¢né
stav fyzikalniho systému, tj. vztah mezi vlnovou funkci a pozorovatelnou veli¢inou je nedeterministicky,
nase simulace nikoli.

Podobné zmateni mize nastat ohledné simulaci chaotickych systému — tyto simulace jsou téz de-
terministické. Chaoti¢nost spoc¢iva ve vysoké citlivosti systému na pocate¢nich hodnotach. Proto pokud
pro stejné pocateéni podminky dostaneme jiny vysledek simulace, nejednd se o ndhodné chovéani, ale
0 nepresnou pocitacovou reprezentaci Cisel popisujicich stav systému.

Pokud v sobé rovnice popisujici ¢asovy vyvoj systému zahrnuje ndhodné chovani, jedna se o sto-
chastickou rovnici. Metodami feseni téchto rovnic se zabyva stochasticky kalkulus.

Zakladni pojmy z pravdépodobnosti a statistiky

Statistika a teorie pravdépodobnosti tvofily vyznamnou ¢ast seridlu minulého roc¢niku. Zde
shrneme pouze to, co budeme potiebovat pro pochopeni stochastickych procesu a pro zpracovani
vysledkt simulaci. Cilem je pouze intuitivni pochopeni a prakticka aplikace — pokud vdm bude
pripadat nasledujici text prilis slozity, zamérte se pouze na vyznam vyrazu (g) az (EI), tj. na
pojmy stiedni hodnota, rozptyl, zdkon velkych cisel a statistickd definice pravdépodobnosti.
Pokud vas naopak pravdépodobnost zajima vice do hloubky, prectéte si serial 30. roénikut
Abychom se neutopili v abstrakci, budeme si pojmy z teorie pravdépodobnosti vysvétlovat
na hézeni Sestisténnou hraci kostkou. Udélost, kdy hodime kostkou a padne konkrétni ¢islo,
nazyvame elementdrni jev. Mnozina Q = {1,2,3,4,5,6} se_potom nazve prostor elementdrnich
jevi. Ozna¢me A mnozinu v8ech nepréazdnych podmnozin®™ vybranych z Q. Jako ndhodnyg jev
A oznacime libovolnou mnozinu A C A. Napriklad ndhodny jev ,Na kostce padlo sudé ¢islo®

18Serial naleznete na adrese http://fykos.cz/ulohy/archiv. Pokud vAm ani to nestaé, doporucéujeme knihu
Zvdra, Stépdn: Pravdépodobnost a matematickd statistika.
9Poéet téchto podmnozin je 2™ — 1, kde n je pocet prvki mnoziny Q.
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je reprezentovdn mnozinou A = {2,4,6}. Dopliikovy jev k jevu A je mnozina A° = Q — A
a v uvedeném piikladu by $lo o ndhodny jev ,Na kostce padlo liché ¢&islo“, A° = {1,3,5}.

Je zrejmé, Ze jev ,Padlo ¢islo mensi nez ¢tyfi“ bude nastavat castéji nez jev ,,Padla sestka‘.
Abychom tuto skute¢nost néjak kvantifikovali, zavidime pravdépodobnostni miru P. Pravdépo-
dobnostni mira ma tii dalezité vlastnosti:

o Je nezdpornd, P(A) > 0.

o Je normovand, P(Q2) = 1.

o Je aditivni na disjunktnich= mnozinach,

P(A1+ A2+ ...) = P(A1) + P(A2) + ...
Vyraz P(A) oznacuje pravdépodobnost, Ze nastane jev A. Teorie ndm netika, jak volit Q, A, P.
Pro ptipad hazeni kostkou bude platit P(A) = |A|/|€|, kde svislé ¢ary znadi kardinalitu, tedy
pocet prvki v mnoziné.

Dale zavadime podminénou pmvdépodobnostﬂ

P(ANB)
P(A|B) = —————=. 4
(A1B) = =55 (1)
Cteme: Pravdépodobnost, ze za predpokladu nastdni jevu B nastane jev A, je rovna pravdé-
podobnosti, Ze nastanou jevy A a B zaroven, délené pravdépodobnosti jevu B. Necht jev A
znamenad, ze padne sudé ¢islo, a B znamend, Ze padne ¢islo vétsi nez 3. Potom

P({2,4,6} N {4,5,6 P({4,6 2 2
P(AIB) = P({2,4,6}/{4,5,6}) = LU ’PQ{i&{G}’) 61 _ P(S,S%i) = % =3
O jevech fikdme, ze jsou nezdvislé, pokud plati P(A|B) = P(A).
Méjme mnozinu nesluéitelnych jevii By, Ba, ..., z nichz alespo jeden nastava (tedy B;NB; = 0 Vi, j
a BiUByU--- = Q). Pak Véta o dplné pravdépodobnosti tvrdi
P(A) = P(AIB,)P(B)). (5)

Toto tvrzeni vdm muze pomoct pri feSeni jedné z bonusovych tloh.

Oznac¢me nyni prvky mnoziny 2 malym pismenem w. Necht existuje funkce X, kterd kaz-
dému prvku w prifadi redlné ¢islo, formalné X : 2 — R. Funkce X se nazyva ndhodnd velicina
a ¢islo X (w) je realizace nahodné velic¢iny. Vyznam ndhodné veli¢iny si opét ilustrujeme na hodu
kostkami. Nyni budeme mit dvé Sestisténné kostky a mnozina €2 bude tedy obsahovat celkem
36 prvku:

(17 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (17 4)7 (17 5)7 (17 6)7 (27 1)7 (27 2)7 (27 3)7 M (67 6) :
Jednotlivé prvky mnoziny 2 zna¢me w; a jejich slozky wi Tedy napiiklad wi = 2, ws = 3.
Ve vétsiné stolnich her nés zajima soucet ok na hozenych kostkach. Tento soucet predstavuje

ndhodnou veli¢cinu X definovanou vztahem

X(wi)=w +w]Vi=1,...,36.

20Djsjunktni mnoziny nemaji z4dny spoleény prvek, tj. jejich prinikem je prazdné mnozina.
21Kazdou pravdépodobnost miizeme chapat jako podminénou, protoze P(A|Q) = P(A).

11
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Pro kazdé x € R definujeme distribucni funkci F(z) = P({w: X (w) < z}). V nasem piikladu se
jednd o diskrétni tilohu, ndhodna veli¢ina X tedy nabyva hodnot 1 =2, 22 =3, ..., 11 = 12
a piseme

PHw: X(w) =x;}) =pi = P(z) . (6)
Funkce P(x) se nazyvé pravdépodobnostni funkce. Pokud bychom pracovali se spojitou ndhodnou
veli¢inou, definovali bychom distribu¢ni funkci pomoci integralu

) = / J(t)at, @)

kde se f(t) nazyvd hustota pravdépodobnosti a je spojitou obdobou pravdépodobnostni funkce.
Néhodnou veli¢inu lze charakterizovat pomoci mnoha ruznych ukazateld, zde si uvedeme
pouze dva. Stredni hodnota se definuje pro diskrétni a spojitd rozdéleni jako

EX = Zz:ipi =u, EX :/ zf(z)dx (8)
a rozptyl jako

VarX = z:(ar:1 —w)’pi =B(X —p)?=0®, VarX = / (x — p)? f(x)dz (9)

pricemz odmocnina rozptylu o se nazyva smérodatnd odchylka. Laicky FeCeno rozptyl udéva,
jak moc siroce jsou jsou x; rozprostfeny okolo stfedni hodnoty.

Vyznam stfedni hodnoty nejlépe pochopime pomoci tzv. zdkona velkych cisel. Ten nam tika,
ze aritmeticky primér vysledk ziskanych mérenim ndhodné velic¢iny X se s rostoucim poctem
pokustu N blizi stfedni hodnoté EX. Formalné zapsano

N
E lim %ZX S (10)
Tento zédkon ndm zarucuje, ze pro dostate¢né velky pocet pokusu ziskdme dobry odhad stiedni
hodnoty, coz je nezbytny predpoklad pro simulace i fyzikalni experimenty.

V této kapitole jsme prozatim vychézeli z tzv. Kolmogorovovy axiomatické definice prav-
dépodobnosti, kterd je, jak jsme si ukazali, velmi obecnd a nefikd ndm, jak pro tcely simulace
definovat 2, A a P. Proto v praxi pouzivame statistickou definici pravdépodobnosti, podle niz je
pravdépodobnost jevu dana jeho relativni cetnosti pti dostateCném poctu pokust. Tedy pokud
v N pokusech nastane M-krat jev A, pak plati

im M~ pay. (11)

N — oo

Nakonec si uvedme dvé dulezita diskrétni rozdéleni:

22Casto se také pouziva zkraceny zapis P(X = x;).

12
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e Rovnomérné rozdéleni je takové rozdéleni, v némz ndhodnd veli¢ina muze nabyvat n
hodnot, a to s pravdépodobnosti 1/n pro kazdou z nich. Pro pohodlnost popisu feknéme,
Ze mnozinu realizaci ndhodné veli¢iny tvor{ vSechna celd ¢isla z intervalu (a, b), kde a, b jsou
také celd, tedy n = b — a + 1. Pravdépodobnostni funkci potom muzeme zapsat jako

1
P(k)_{n Yke{Zﬂ(a,lﬁ} (12)
0 jinak
a distribué¢ni funkci jako
F(k) = @\m € (a,b) . (13)

Prikladem ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim je hod jednou Sestisténnou kost-
kou. St¥edni hodnota rovnomérného rozdéleni je i = (a +b)/2, rozptyl o = (n* —1)/12.
e Binomické rozdéleni s parametry n, p je dino pravdépodobnostni funkci

P(k) = (’,j)p’“u - (14)

Parametr p € (0,1) zde pfedstavuje pravdépodobnost, Zze v pokusu s bindrnim vysled-
kem 0 nebo 1 dostaneme ¢&islo 1 (a ¢islo 0 pak s pravdépodobnosti 1 — p). Parametr n
udédva, kolikrat jsme pokus provedli. Ndhodné veli¢ina X s binomickym rozdélenim P(k)
potom udavd pocet uspéchu (hodnota 1) v téchto n pokusech. Typickym piikladem jsou
opakované hody minci, kde napt. 1 je panna a 0 orel. Stfedni hodnota binomického roz-
déleni je p = np, rozptyl o = np(1 — p).

Generatory pseudonahodnych Cisel

Predstavme si, ze Zijeme v sedmnactém stoleti a prijde za ndmi Jacob Bernoulli a zepté se nés,
s jakou pravdépodobnosti ndm pfi hodu Sesti Sestisténnymi kostkami padne ¢islo dvacet. Nyni
méame na vybér: budto jsme dobii poc¢tafi a nalezneme vsechny kombinace, které vedou na tuto
hodnotu, nebo jsme hodné trpélivi a budeme kostkami hazet tak dlouho, dokud nedostaneme
vysledek s uspokojivou presnosti. V dnesni dobé méame nastésti pocitace a ty mohou kostkou
hézet za nas. Je tu ovsem jeden problém: jak fekneme pocitaci, aby pfi kazdém hodu kostkou
ndhodné vybral, jakd hodnota padne? Pti hodu skutec¢nou kostkou spoc¢ivd ndhodnost ve vysoké
citlivosti vysledku na rychlosti rotace kostky a thlu dopadu (kostka se chovd chaoticky). Co
pouzijeme jako zdroj ndhody v pocitaci?

Vytvaret ndhodnd ¢isla za pomoci pocitace miuzeme dvéma zpusoby. Prvni z nich vyuziva
fyzikalni procesy, napiiklad tepelny Sum v hardwarovych soucastkach nebo kvantové jevy. Tak-
to ziskand ndhodné ¢isla se v angli¢tiné oznacuji jako true random, opravdu ndhodné (jejich
hodnotu nedokdzeme pfedpovédét o nic 1épe nez vysledek hodu kostkou). Nevyhodou téchto
generatoru je, ze nedokazi poskytnout dostatecné velké mnozstvi ndhodnych ¢isel v kratkém
case nebo vyzaduji specializovany hardware.

Obvyklejsi je proto pouzivat generdtory pseudondhodnych cisel. Ty jsou zalozeny na jistém
deterministickém algoritmu, ktery na zdkladé zadané poc¢atecéni hodnoty (tzv. seed, mtize byt
ziskdn pomoci hardwarového generdtoru) generuje sekvenci ¢isel, kterd m4 statistické vliastnosti
blizké sekvenci opravdovych ndhodnych ¢isel. Existuje mnoho testi ndhodnosti a zde se jimi ne-
budeme prilis dopodrobna zabyvat. Pro iplnost uvedme, ze se muze jednat o testovani cetnosti

13
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vyskytu jednotlivych ¢isel a jejich fetézcu ¢i rozdéleni délky mezer mezi stejnymi hodnotami.
Jednoduchym vizualnim testem je vykresleni ndhodnych ¢isel pomoci cernobilého kédovani do
plochy. Vysledek by mél pripominat Sum analogové televize®
Nejjednodussim generdtorem pseudondhodnych éisel (a jedinym, ktery si podrobné popise-
me) je linedrni kongruencni generdtoﬂE Tento generdtor vytvari sekvenci ¢isel {z,} na zdkladé
rekurentniho vztahu
ZTnt1 = (azn + ¢)modm, (15)

kde parametry a, c jsou celd ¢isla, m je prirozené ¢islo a mod je operator udavajici zbytek po
déleni vyrazu cislem m. xo je seed, ktery musi zadat uzivatel. Parametry volime tak, abychom
ziskali co nejdelsi neopakujici se sekvenci ¢isel pro libovolny seed. Je zrejmé, ze perioda nemuze
byt delsi nez m. Pokud chceme, aby generator mél tuto délku periody pro vSechny seedy, musi
parametry spliovat nasledujici podminky:

« Cisla m a c jsou nesoudélna.

e a — 1 je délitelné vsemi prvocisly z rozkladu cisla m.

e Pokud je m délitelné 4, je také a — 1 délitelné ¢tyrmi.

Fungovani generatoru si ukdzeme na dvou jednoduchych prikladech. Nejprve volme a = 6,
c =1, m = 13. Tato volba zfejmé nesplnuje druhé kritérium. Pro x¢p = 0 dostaneme sekvenci

1,7, 4,12, 8,10, 9, 3,6, 11, 2,0, ...

Vidime, zZe tato sekvence ma periodu m — 1 = 12, pficemz v ni chybi ¢islo 5. Podobny vysledek
dostaneme pro kazdy seed kromé zo = 5, kdy sekvence obsahuje pouze ¢islo 5. Volba parametru
a =13, ¢ = 1, m = 6 splinuje vSechna kritéria a sami si jisté snadno ovérite, ze pro libovol-
ny seed je perioda maximalni. M4 ovsem délku pouze m = 6. Pokud bychom zvolili ¢ = 0,
hovorili bychom o multiplikativnim kongruencnim generdtoru. Vypocet Cisel v sekvenci je poté
jednodussi, ale nesmime volit zo = 0.

Nejvyssi efektivity kongruenéni generdtory dosahuji, pokud je m mocnina dvou, napi. 232.
Poté totiz v bindrni soustavé ziskdme zbytek po déleni prosté tak, ze od 31. pozice vsechny
hodnoty nalevo® vynulujeme (v praxi je prosté viibec nepoéitdme). Vétsina implementaci vsak
nevraci ¢isla v rozsahu od 0 do m — 1, ale déli je hodnotou m, ¢imz je preskaluje do interva-
lu (0,1). To je velmi vyhodné zvlasté tehdy, kdyz generdtor pouzivame k simulaci stochastického
chovéani, protoze hodnoty pravdépodobnosti jsou také v rozsahu od 0 do 1.

Peclivé musime volit i Cisla a a ¢. Vyse uvedené podminky, které na né klademe, zarucuji
pouze dlouhou periodu, ne jeji ndhodnost. Pro volbua =1, ¢ = 1, m = 23!, 2y = 0, ktera pod-
minky spliiuje, dostaneme sekvenci 1, 2, 3, 4, .. .1 bez diskuse je jasné, zZe nejde o ndhodné ¢isla.
Kongruenéni generatory, které se v praxi pouzivaji, maji peclivé zvolené hodnoty parametru
a prosly mnoha testy ndhodnosti.

Pred pouzitim generatoru pseudondhodnych ¢isel ve vasem oblibeném programovacim jazy-
ku si nejprve zkontrolujte, jakou metodu vlastné pouzivate. Napiiklad funkce rand () z knihovny
glibc pro jazyk C je obycejny linedrni kongruencéni generdtor, ktery muze byt pro nékteré apli-
kace nedostacujici. Python pouzivd ve své funkci random() generator zalozeny na algoritmu

23Nshodnost generatoru ve vasem internetovém prohlizeéi si mizete pomoci vizualniho testu ovéfit na adrese
http://www.psychicscience.org/vt2.aspx.

24Nézev pochéazi z matematického pojmu kongruence zbytkovych tiid. Rikdme, Ze a je kongruentn{ s b modulo
n, pokud rozdil a — b je beze zbytku délitelny cislem n.

25Nebo napravo. Zéilezi na tom, jak ukldddme data do paméti. Vice viz heslo endianita.
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Mersenne Twister, ktery vyuziva vlastnosti Mersennovych prvocisel. Seed se ziskava ze systé-
mového Casu.

Na zavér jesté zminme, ze existuji také generdtory kvazindhodnich cisel, jejichz cilem ne-
ni priblizit se co nejvice opravdovym ndhodnym ¢islim, ale spiSe co nejrovnomérnéji pokryt
zvolenou oblast n-dimenziondlniho prostoru. Prikladem jsou napiiklad Sobolovy sekvence. Kva-
zindhodnd ¢isla se s vyhodou pouzivaji napiiklad v metodé Monte Carlo — o té si ale povime
vice az v pristim dile.

Drsny uvod do programovani

Program je sekvence prikazu, které ma pocita¢ vykonat. Aby je mohl vykonat, musi jim rozu-
mét. Pocdita¢ ovSem rozumi pouze sekvenci jednicek a nul, tzv. strojovému kédu (posloupnost
instrukef pro procesor). Dffve se v ném skute¢né programy psaly, nicméné bylo to pro progra-
maétora nepohodlné, navic kazda generace pocitacu rozuméla jinému strojovému kédu. Proto
byly vynalezeny programovaci jazyky, které jsou blizsi lidskému uvazovani a fe¢i. Dnes tedy
programator napise pomoci néjakého programovaciho jazyka tzv. zdrojovy kéd. Ten se poté,
v zavislosti na zvoleném jazyce, bud pfimo za béhu interpretuje pocitaci, ¢i je nejprve prelozen
pomoci prekladace (kompildtoru) do strojového kédu.

Volba jazyka

Jednotlivé tlohy seridlu muzete resit v libovolném jazyce, vzdy je ale dobré k takovému feseni
prilozit zdrojovy kéd. My budeme v ukazkach pouzivat bud programovaci jazyk Python, nebo
tzv. pseudokéd. Pseudokdd je v podstaté zdrojovy kod, kde jsou ale nékteré pasdze z duvodu
strucnosti a prehlednosti popsany pouze slovné, nikoliv v daném jazyce. Takovy kéd samoziejmé
neni pfimo spustitelny na pocitaci.

Jazyk Python byl zvolen, protoze jde o pomérné jednoduchy a prehledny jazyk, navic dnes
dominuje v oblasti data science. Pravdépodobné se s nim v praxi tedy setkdte. Chtéli bychom
dopredu upozornit, ze styl, jakym budeme zezacatku v Pythonu ését, neni pro védecké vypocty
v Pythonu bézny. V praxi je hojné vyuzivana knihovna NumPy=* s knihovnou pro védecké vy-
pocty SciPy=! a pokrocilejsi funkcionalni konstrukce jazyka. Spravné pouziti téchto prostredku
dokaze zrychlit vypocty, nicméné podminkou je znalost toho, jak je v Pythonu ,,pod kapotou®
naklddano s operacni paméti. My si v prvnich ukdzkach vystacime bez téchto knihoven, nas
zdrojovy kod tedy nebude zcela optimalizovany, zato bude intuitivni a prehledny i pro ty, ktefi
nemaji s Pythonem zkusenost. Pozdéji ovéem z duvodu strucnosti za¢neme knihovnu NumPy
v ukazkach pouzivat tam, kde to bude vhodné.

Python je interpretovany jazyk, to znamend, ze zdrojovy kéd neprekldadame, ale rovnou
spoustime pomoci tzv. interpreteru. Interpreter Pythonu a kompletni dokumentaci jazyka i
s tutoridly pro zacdtecniky najdete na https://www.python.org. Python je dnes pouzivin
ve dvou vzajemné nekompatibilnich verzich 2 a 3. V nasich ukazkach budeme pouzivat novéjsi
verzi 3. Protoze zdrojovy kéd je Cisty text, potfebujeme kromé interpreteru jiz pouze libovolny
textovy editor, tfeba Poznamkovy blok:™= a mtzeme zacit programovat. Nase programy budou
pomérné kratké, nezatézujte se tedy vybérem néjakych pokrocilejsich vyvojovych prostiedi
(IDE). Nevyuzijeme jejich plny potencil a pouze by nds métly.

26http: //www. numpy . org

2Thttps://www.scipy.org/scipylib/index.html

28V nejhorsim piipadé. Lepsi je nainstalovat si kvalitni editor, napf. Sublime Text, nebo pouzit jeden z
editoru nainstalovanych v Linuxu.

15


https://www.python.org
http://www.numpy.org
https://www.scipy.org/scipylib/index.html

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXI ¢islo 1/7

Zaklady syntaxe jazyka Python

Jak jiz bylo feceno, nebudeme zde suplovat tutorialy, kterych lze na internetu nalézt spoustu.
Misto toho si rovnou predvedeme ukézku zdrojového kédu a rozebereme si, co tento kéd déla.

import math

def e_z_limity(n):

if n < 1:
print("My brain hurts")
exit ()

vnitrek = 1.0+1.0/n

vysledek = 1.0

for i in range(n):
vysledek *= vnitrek

return vysledek

def e_z_taylora(n):
suma = 0.0
faktorial = 1.0
for i in range(1,n+2):
suma += 1.0/faktorial
faktorial *= i
return suma

for i in range(1,10000):
print("{} {} {}".format(i,math.e-e_z_limity(i),math.e-e_z_taylora(i)))

Program je vykondvan shora dold po jednotlivych prikazech. Prikaz import math zajisti
import matematické knihovny. V nasem programu ji potfebujeme kvili konstanté math.e, coz
je Eulerovo ¢islo. Déle médme prazdny fadek. Ten je uveden pouze pro prehlednost a je pocitacem
ignorovan. Stejné tak jsou ignorovany radky zacinajici znakem #. Jde o tzv. komentéfe a slouzi
pouze pro snadnéjsi orientaci v kddu. Nicméné doporucujeme naucit se je pouzivat.

Dalsi radek zacind klicovym slovem def. Jde o definici funkce, kterou jsme nazvali e_z_limity ().
Tato funkce méa jeden parametr n. Funkce je oznaceni kusu kédu, tzv. téla funkce, ktery se pro-
vede, pokud tuto funkci zavoldme. Voldni funkce se déld uvedenim ndzvu funkce s kulatymi
zévorkami, které mohou obsahovat hodnoty parametri. Pokud je parametra vice, jsou oddé-
leny c¢arkami, jak vidime napiiklad pri voladni funkci range() nebo format(). Télo funkce
je oznaceno odsazenim, télo funkce e_z_limity() tedy konci fadkem return vysledek. Pri-
kaz return znamené ukonceni vykonavani funkce a pripadné vriceni néjaké hodnoty. Funkce
e_z_limity() napftiklad vraci hodnotu ulozenou v proménné vysledek.

Na dalsim radku vidime konstrukei if. Pokud je splnéna podminka, v nasem pfipadé n <
1, provede se blok prikazi za ni, v nasem pripadé piikazy print ("My brain hurts") a exit().
Pokud podminka splnéna neni, blok se preskoci. Konstrukce if muze obsahovat i blok else,
ktery se provede, pokud podminka splnéna neni. Podminkou miize byt cokoliv, co vraci hodnoty
True (pravda) a False (nepravda).

298tejné jako kazdy blok kédu v Pythonu.
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Prikaz print("My brain hurts") vypiSe na obrazovku radek s textem ,My brain hurts“
(bez uvozovek). Uvozovky zde oznacuji, Ze jde o tzv. fetézec znakil (string). Prikaz exit () pak
ukon¢i program. Dalsi dva prikazy vytvoii proménné pojmenované vysledek a vnitrek a priradi
jim hodnotu 1, resp. 1 + 1/n, kde n je aktudlni{ hodnota parametru n. Proménné jsou zjedno-
dusené receno ,Skatulky“, kam si mizete uklddat néjakou hodnotu, at uz jde o ¢islo, fetézec,
... K proménnym muzeme pristupovat vzdy pouze v rdmci bloku, ve kterém byly definovany,
v tomto pripadé jde o télo funkce e_z_limity(). Povsimnéte si, ze pfifazujeme hodnotu ,1.0¢
a ne ,1“ Rozdil je v tom, ze ,,1“ je celé &islo, zatimco ,,1.0¢ je redlné ¢islo (v double precision).
Jak pozdéji uvidime, z kontextu vypoctu chceme, aby vysledek a vnitrek byly realnét

Dalsi fadek zacina klicovym slovem for. Jde o tzv. cyklus, tedy blok ptikazi, ktery se dokola
opakuje. Ve vétsiné jazykt je opakovani provadéno, dokud je splnéna podminka, podobné jako
u konstrukce if. Python je v tomto odlisny, cyklus je provadén pro vsechny prvky seznamu,
¢i obecné libovolné kolekce hodnot, kterou lze postupné prochéazet. V nasem pripadé funkce
range (n) vrati seznam celych ¢isel od 0 do n—1 vcetné. Cyklus je pak v tomto poradi postupné
prochézi, dosadi danou hodnotu do proménné i a vykona blok ptikazi, v nasem piipadé prikaz
vysledek *= vnitrek. Ten vyndsobi hodnoty proménnych vysledek a vnitrek a vysledek ulozi
znovu do proménné vysledek. Jde pouze o zkraceni zapisu vysledek = vysledek * vnitrek.
Poznamenejme, Ze v tomto cyklu proménnou i vibec nevyuzivame, cely cyklus slouzi pouze
k tomu, aby piikaz vysledek *= vnitrek probéhl n-krat za sebou. Cyklus tedy predstavuje
pouhy vypocet n-té mocniny hodnoty proménné vnitrek.

Posledni piikaz téla funkce je prikaz return vysledek. Kdykoliv se pfi vykondvani funkce
naraz{ na prikaz return, nebo se dojde na konec téla funkce, vykondvani funkce se ukon-
¢i a program pokracuje v misté, odkud byla funkce zavoldna. Pokud je za piikazem return
uvedena né&jaka konstanta nebo proménna, je jeji hodnota dosazena na misto volani funkce. Ri-
kame, ze funkce vrétila hodnotu. Prikladem mohou byt rizné matematické funkce, napriklad
math.cos(), kterd vrati kosinus parametru, ¢i funkce range (), kterd vraci seznam ¢isel.

Pokud budeme program sledovat dale, vidime, ze nasleduje definice funkce e_z_taylora().
Jejimu télu byste jiz méli rozumét, za povsSimnuti stoji pouze volani range() se dvéma para-
metry. V tomto pfipadé funkce vrati seznam celych éisel od 1 do n + 1 véetné (hodnota n + 2
uz v seznamu neni).

Nésleduje posledni cyklus for i in range(1,10000). Protoze se doposud vyskytovaly
pouze definice funkci a prikaz import, je toto mistem, kde se skute¢né zacne vykondvat pro-
gram. S funkci print () jsme se jiz setkali, cilem tohoto cyklu je tedy 9999krat néco vypsat na
obrazovku. Povsimnéme si konstrukce "{} {}".format(. . . ). Ta vytvori fetézec, dle vzoru
v uvozovkach, ale misto kazdé dvojice znakt {} dosadi v pofadi argumenty funkce format (). Ta
muze mit libovolny pocet argumenti. Cilem je tedy tisknout hodnoty i, math.e-e_z_limity(i)
amath.e-e_z_taylora(i) oddélené mezerou, a to pro i nabyvajici postupné hodnot 1 az 9999.

Sezndamili jsme se s konstrukcemi if a for, definici funkce, proménnymi a vypisem na
obrazovku. Rozhodné nejde o plny vycet konstrukci jazyka Python, nicméné se jednd o ty
nejpouzivanéjsi a nejspise si s nimi vystacime po velkou ¢éast seridlu. Jsme si védomi, ze slo
opravdu o rychlokurz, proto silné doporucujeme projit si néjaky tutorial a pokusit se napsat si
par cvi¢nych programi. Stravite tim sice nékolik vecerti, nicméné zékladni znalost programovani
vam brzy vlozenou ndmahu mnohokrat vrati.

30ve skuteénosti by stacilo pséat ,,1“ Divodem jsou hlubsi nuance jazyka Python, ktery v konkrétnich situa-
cich konvertuje celd ¢isla na redlnd nebo naopak. Python 2 se v tom chové jinak nez Python 3. Jestli neumite
dobre programovat, radéji se na to nespoléhejte.
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And now for something completely different

Nyni, kdyz zvladneme zdrojovy kdéd precist, se podivejme na to, co ma tento kdéd za tkol.
Jak ndm napovi nazvy funkci, patrné se snazime vypocitat Eulerovo ¢islo raznymi zpusoby,
vypisujeme pak rozdil téchto vypoctt od skute¢né hodnoty.

Funkce e_z_limity() vyuziva vztahu

1 n
e= lim (1 + *) )
n—o0o n

2y

pro ruzné velky parametr n. Pro dostatecné velké n bychom méli ptiblizné dostat hodnotu e.
Podminka zde testuje, jestli hodnota parametru dava smysl. Je zde uvedena zcela icelové pouze
pro ukézku konstrukce if. VSimnéme si, ze neni zcela neprustrelna, mohli bychom totiz v para-
metru predat naptiklad fetézec, ¢i redlné ¢islo. Pri psani programu je obecné dobrym navykem
kontrolovat, jestli je vstup validni, nicméné v nasich programcich se timto nebudeme vétsinou
zabyvat.

Funkce e_z_taylora() vyuziva Taylorova rozvoje exponencialy, ktery byl zminén v kapitole
o smearingu. Pokud tento rozvoj vycislime v bodé 1, dostaneme

kdy vycislujeme vyraz

Funkce pak skutecné primocare vycisluje castecné soucty rozvoje
n
1
D5
k=0

v zavislosti na hodnoté parametru n vyjadrujicim pocet clenu rozvoje. Mohli byste v tuto chvili
namitnout, ze pouzity postup bude nachylny k orderingu. Nicméné pokud program skutecné
spustime, zjistime, ze se pro dostatecné velké n lisi vysledek vypoctu od skutecné hodnoty
Eulerova, é&isla v fadu 1071, tedy v Fadu strojové presnosti. Ordering je tedy v tomto pifpadé
zanedbatelny (nejspis diky tomu, ze 1/k! klesd désné prudce) a nebudeme se jim zabyvat.

Spusténi programu

Ulozme zdrojovy kéd do textového souboru, napiiklad euler.py. Poté spustme prikazovy radek
v adresari, kam jsme ulozili nas program. Ten nyni spustme ptikazem python euler.py. Uvidi-
me oCekdvany vypis ¢isel. Program chvili pobézi, nebohvypis na obrazovku je pomérné pomald
operace, zvlast kdyz ji provadime témér desettisickat®=. Gratulujeme, pravé jste spustili svij
prvni program. Pokud se vim program nedafi spustit, nevihejte se na nas obratit, ptipadné
postupujte podle nékterého z tutoridli pro instalaci a prvni spusténi pythonu.

Mit vypis ¢isel pouze na obrazovce je nepraktické. Proto znovu spustme program, tentokrat
prikazem python euler.py > euler-data.txt. Tim jsme presmérovali vystup z programu do

31Problém neni velikost vystupu, ale to, Ze program musi volat systémovou funkci pro vypis z programu.
Vypis tedy miizeme zrychlit tim, ze si vystup nejdfiv vytvofime jako fetézec a ten pak vypiSeme jednou. V
Pythonu existuji alternativni zpusoby ¢teni a vypisu dat, které to opravdu délaji a jsou tak o hodné rychlejsi
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souboru euler-data.txt, ktery se vytvoril ve stejném adresari, jako euler.py. Takto ulozeny
vystup je jiz jednoduché dale pouzivat, napriklad jej mizeme zobrazit v grafu pomoci programu
Gnuplot nebo importovat do Excelu ¢i jiného tabulkového editoru.

Pokud si vystup prohlédneme, zjistime, ze ndm staci pouze 17 ¢lenti Taylorova rozvoje pro
dosazeni strojové presnosti. Oproti tomu i pro n = 9999 je vysledek funkce e_z_limity () presny
pouze na nékolik mélo platnych cifer. Nicméné tyto dvé metody nemiizeme zcela srovnavat,
nebot jde v obou pripadech o zcela jiny postup a parametr n ma v obou pripadech ruzny
vyznam.
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UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
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www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku I3
http://www.facebook.com/FYKOS
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MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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