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Uloha IL5 ... sklenény dést 7 bodii; pramér 4,00; Fesilo 30 studentt

Délnik si na stavbu mrakodrapu prinesl vak se sklenénkami, aby se s nimi mohl pochlubit
svym kolegiim. A co se nestane — vak se vysype a kulicky padaji skrze leseni smérem k zemi.
Leseni se sklada z jednotlivych poschodi o vysce h. Podlaha kazdého poschodi se sklada ze
stejnych mrizi, ve kterych diry zaujimaji k % z celkové plochy mrize. Uvazujme zjednodusSeny
model propadavani kulicek lesenim, kdy, pokud kulicka spadne na diru v leseni, tak projde bez
ovlivnéni, a pokud spadne na pevnou ¢ast mrize, tak se jeji rychlost snizi na 0 a ihned zacne
déle padat (tj. velikost kulicek je zanedbatelnd viici velikosti dér v leSeni, kulicky se od leseni
nijak neodrdzi a po dopadu na pevnou ¢ast mrize se ihned skutdli do diry a ddle zacinaji padat).
Nakonec neuvazujme ani potencialni srdazky kulicek mezi sebou. Predpokladejte, ze kulicky se
z tasky sypou s konstantnim hmotnostnim pritokem Q. Jakou silou budou kuli¢ky pitisobit na
kazdé patro leseni, az se situace ustali? Mirek chtel prevést Ohmuv zdkon do mechaniky.

Patro, ve kterém délnik upusti kulicky, oznacime ¢islem 0. Zaroven predpokladdme, ze pocatecni
rychlost vSech kuli¢ek je nulovd. Pro maximalni rychlost kulicky v ntém patfe (v zddném
z predchozich pater se nezpomalila o lesen{) potom plati rovnice

Up = gtn ,

1
nh = i‘gti ’

jejichz fesenim je vztah v, = v/2ngh.

Kazda kulicka muze v kazdém patie bud narazit na leseni, nebo propadnout dirou a pokraco-
vat dal. To znamen4, Ze jeji cestu az do ntého patra mizeme jednoznacné popsat pomoci retézce
jednicek a nul o délce n—1. Naptiklad 0100 bude znamenat, ze kulicka v prvnim patie propadla
dirou, ve druhém narazila na mriz, ve tfetim znovu propadla a ve ¢tvrtém také. Do ntého pat-
ra se tak kazda kuli¢ka mohla dostat 2"~! zpisoby. Vydélme k stovkou; pravdépodobnost, Ze
kulicka propadne patrem, pak je k, zatimco pravdépodobnost, Ze narazi, je (1 — k). Pro pravdé-
podobnost cesty do patého patra ve tvaru 0100 tak plati P (0100) = k(1 — k) k-k = k3 (1 — k).
V praxi to znamend, ze cestou 0100 se vyds hmotnostni tok Qo100 = P (0100) Q = k* (1 — k) Q.

Pocet nul na konci zapisu cesty kulicky do ntého patra oznacime d. V nasem piipadé tedy
plati d (0100) = 2. Odtud vidime, Ze dand kulicka, kterd dopadla do ntého patra touto cestou,
narazila naposledy pfesné v (n — d — 1)tém patie. Jeji rychlost v ntém patte tedy bude vgyi.
Je zfejmé, ze d € (0,n — 1).

Jestlize kulicka narazi, veskera jeji hybnost se zméni na nulu. Pokud tedy za ¢as t dopadnou
na patro leseni kulicky s celkovou hmotnosti m = Q’t a rychlosti v, ptisobi tim silou

F:m%:Q/v.

Hmotnostni{ tok pro kulicky popsané fetézcem i je rovny Q' = QP(3).

Nyni uz dokédzeme popsat vsechny mozné cesty kulicek do ntého patra a vime, jaky hmot-
nostni tok jimi bude proudit. Zaroven umime vyjadrit rychlost, kterou se dané kulicky budou
pohybovat, a vime, jak z toho spoéitat vyslednou silu. Jesté je potfeba dodat, ze jen (1 — k)
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kulicek se v ntém patie zastavi, takze celkovou silu pusobici na dané patro muzeme spocitat
sumou
Fn=Q((1—k) Z P (i) vagy+1 5 (1)

iE€EM,,_q

kde M, _1 je mnozina vsech retézcu jednic¢ek a nul s délkou n — 1.

Tato suma obsahuje celkem 2"~ ! séitancti. Rozdélime si je na n skupin tak, aby vSechny
Cleny v jedné skupiné mély stejnou hodnotu d. Diky tomu muzeme ¢len vga+1 z kazdé skupiny
vytknout a potom poéitat jen sumu ¢lent P (i) v dané skupiné. VSechny fetézce z jedné skupiny
maji n — 1 ¢&islic a konéi na ¢islici 1, ndsledovanou d nulami.? To znamend, ze jesté nemame
urcenych prvnich n — d — 2 ¢islic. V kazdé skupiné budou pifitomny jejich vSechny mozné
kombinace. Sumu vsech ¢lenu z jedné skupiny tak muzeme vyjadrit vyrazem

S(d)=van (L=K)K" > P(), 2)

JEMy g2

ktery ovsem neplati pro skupinu s d = n — 1. Ta obsahuje jen samé nuly, takze pro ni pla-
ti S(n—1) =wv, k" L

Pripomenme si, ze mnozina M,,_q4—2 obsahuje vSechny mozné fetézce jednicek a nul o celkové
délce n — d — 2. Pro kazdy Fetézec j z této mnoziny potom plati P (j) = k* (1 — k)”, kde o je
pocet nul v této sekvenci a 5 =n —d — 2 — « je pocet jednicek v této sekvenci. Jestlize zndme
binomickou vétu, neméla by néds prekvapit rovnost

Yo PG =R+ -k =1,

JEMy g2

kterd ndm umozni prepsat vzorec (E) dotvaru S (d) = vay1 (1 —k)k?prod #n—1aS(n—1) =
= v, k"L

Vsechny cleny ze sumy ve vzorci (ﬂ) jsme si rozdélili do nékolika skupin podle d a poté jsme
spocitali soucet vSech ¢lenti v kazdé této skupiné. Celkovou sumu z ([l) tak muZzeme nahradit
sumou téchto jednotlivych souc¢ti a dostaneme

n—1 n—2
Fu=QU-k)> Sd=Q1—k) (vak" "'+ (1=k) > vas1h
d=0 d=0

n—1

Fo=Qy2gh(1—k) (K" Wi+ (- k) S ki

i=1
Tento vzorec je fesenim ulohy, protoze sumu v ném obsazenou uz neni mozné déle zjednoduéitE.
Ackoli se to na prvni pohled nezd4, tento vysledek je velmi intuitivni a dava smysl: prvni

¢len v zéavorce je pripad, kdy kulicka ani jednou nenarazi a dopadne az na nté poschodi. Jeji
hybnost je tedy umérnd /n. Druhy ¢len predstavuje pripady, ve kterych kulicka pad4 pfimo

1S vyjimkou skupiny s d = n — 1, ve které je jen jeden Fetézec tvofeny samymi nulami.
21ze ji pouze vyjadrit pomoci specidlnich funkci



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXI.IL.5

z vysky ¢ nad ntym poschodim. Aby spadla z vysky ¢, musela pfekonat ¢ — 1 poschodi (proto se
v sumé vyskytuje ¢initel £7!) a dopadnout na poschodi pfedtim, z éehoz méame (k — 1). Jejf
hybnost je potom timérné /7. Pro kontrolu, pokud ze zévorky vypustime &leny s odmocninami
(takze nebudeme pocitat souéet hybnosti, ale jen soucet hmotnosti), dostaneme v zévorce vyraz
n—1 kn_l 1
e (1—k)Y K =k (1—k)———— = 1.
+ ( )2_; + (1= k)
To je ale jen jinak vyjddfeny fakt, Ze se na nté poschodi (a tim paddem na kazdé poschodi)
dostanou vsechny kulicky.

Mizeme si vSimnout dalsi zajimavé skute¢nosti — pro velkd n suma konverguje ke kladnému
redlnému &fslu, zatimco vyraz k™ 'y/n konverguje k nule. Diky tomu se i F,, blizi k néjaké
konkrétni hodnoté, coz je presné to, co bychom z fyzikalniho hlediska c¢ekali. Tohoto chovani si
muzeme vSimnout v grafu [I| pro razné hodnoty k.
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Obr. 1: Sila pusobici na jednotlivd patra pro ruzné hodnoty k. Vodorovné piimky ukazuji
teoretickou hodnotu, ke které sila konverguje v nekonecném patte.

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematiku a fyzika.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.


mailto:tuaki@fykos.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXI.IL.5

1 T T T T
Sila pron —+ 00 ———
0,8 e
0,6 - i
S
£
e
0,4 - -
0,2 - e
O 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

k

Obr. 2: Sila pusobici na patro n — oo pro rizné hodnoty k.
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