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Uloha ILS ... zvazujuca 10 bodi; primér 5,26; fesilo 23 studentl

1. Majme cinku tvoreni dvoma hmotnymi bodmi s hmotnostami m a M, ktoré su spojené
nehmotnou, ale velmi pevnou tycou. Tato c¢inka padd volnym padom. NapiSte vdzbovi
podmienku a zarovern aj Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tento objekt.

2. Majme vodorovni polozku, na ktorej je umiestneny pravouhly trojboky hranol s hmot-
nostou M ako na obrazku |l. Po strane tohto hranolu, ktord s podlozkou zviera uhol «,
sa sklzava hmotny bod s hmotnostou m. V celom priklade neuvazujte trenie.

e Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tito situaciu.

o Ukazte, ze celkova hybnost stistavy v smere osi x je pri nulovej pociatoc¢nej rychlosti
hmotného bodu nulova.

e Postupnym riesenim stistavy rovnic urcte velkosti rychlosti hmotného bodu a hranolu
v zavislosti od casu.

o Urcte pomer velkosti tychto rychlosti.

3. Majme kyvadlo zavesené na zavese. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre tito
situdciu a ukdzte, Ze pre nu plati zakon zachovania energie.

1. Cinka pozostéva z dvoch hmotnych bodov. Ak uvazujeme, e sa pohybuje v trojrozmernom
priestore, bude sada Lagrangeovych rovnic obsahovat dohromady 6 rovnic — tri rovnice pre
oba konce ¢inky. Nech siradnice hmotného bodu s hmotnostou M st X, Y, Z a stradnice
hmotného bodu s hmotnostou m st z, y, z. Dalej mame jednu vizbovi podmienku, ktord
vravi o tom, Ze vzdialenost koncov ¢inky je vzdy rovnaka. Vzdialenost ! bodov m a M
spocitame ako

= J@-XP+@-Y)+(:-2).

Kedze ale vieme, ze vazbovi podmeinku budeme derivovat, zapiseme si ju jednoduchsie

Obr. 1: Naklonena rovina

(- X’ +@y-Y) +(:z-2>-1"=0.

Bez ujmy na vseobecnosti mozme zvolit smer gravitacnej sily v smere osy z. Potom budi



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXII.IL.S

Lagrangeove rovnice pre tuto stustavu vyzerat

2. V tomto priklade je najdodlezitejsie si spravne predstavif celd situdciu, potom uz za nas
vSetku tazku pracu spravia pravidld zavedené v tomto formalizme.

e Prezaciatok chceme zostavit Lagrangeove rovnice prvého druhu. Kedze tilohu budeme
riesit dvojrozmerne, budeme mat 4 rovnice. Uz na prvy pohlad ale vidime, ze kvader
sa nebude pohybovat v smere osy ¥, takZe stistava pohybovych rovnic sa ndm zredu-
kuje na 3 rovnice. Ako prvé musime najst spravnu vizbu. Hmotny bod sa vzhladom
ku kvadru bude pohybovat po priamke so sklonom «. Bude sa teda jednat o line-
arnu funkciu so smernicou tga. Za premenni tejto funkcie musime ale polozif nie
z-ovi suradnicu hmotného bodu, ale tito siradnicu musime posunut este o sturad-
nicu bodu, kde sa hrana kvadra dotyka podlozky. Kedze kvader bude vykonavat len
posuvny pohyb, m6ézme bez ujmy na vseobecnosti umiestnit vSetku jeho hmotnost
prave do tohto bodu, ¢o bude mat pre nés velkd vyhodu. Potom budem moct tito
suradnicu stotoznit s z-ovou stiradnicou kvadra ako celku. Vazbova podmienka bude
teda vyzerat

y1— (71 —22)tgx =0,

kde suradnice s indexom 1 s stradnice hmotného bodu a stradnice s indexom 2
su suradnice kvadra. Dalej predpokladajme, Ze smer gravitacnej sily je totozny so
smerom osy —y. Potom dostaneme Lagrangeove rovnice v tvare

mi; = —-Atga,
miyi = A —mg,
Mz, = )\tga.

e Toto je tloha, ktora vyzaduje trochu zamyslenia. Dolezité je uvedomit si, ze sila je
casova zmena hybnosti. Z Lagrangeovych rovnic je rychlo vidiet, akd je vysledn4 sila
posobiaca v smere osi x. S¢itanim prvej a tretej rovnice dostaneme

mai1 + Mzs =0.

Ak je sila posobiaca v smere osi  nulovd, znamend to, Ze Casovd zmena hybnosti
v tomto smere je nulovd, teda Ze hybnost v smere x je konstantna. Ak je konStantna,
je teda rovnaké ako na zaciatku. Na zaciatku bola ale celd stistava v pokoji, kedze zo
zadania vieme, ze pociato¢nd rychlost je nulova. A teda aj celkova hybnost v smere
x je po cely ¢as nulova.

e Pri rieseni Lagrangeovych rovnic pouzijeme prvy trik so seridlu, a dvakrat zderivu-
jeme vazbu

1 —d1tga+ d2tga=0.
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Dalej vyjadrime postupne vSetky druhé derivicie z Lagrangeovych rovnic a dosadime
ich do dvakrat zderivovanej vizbovej podmienky. Z tejto rovnice vyjadrime

mMg

A= .
M+ Mtg?a+mtg?a

Nas az tak nezaujima tvar A\, podstatné je skor to, ze je to konstanta. Lagrangeove
pohybové rovnice teda nadobidaji jednoduchy tvar typu hmotnost krat zrychlenie
je nejaka konstanta. Preintegrovat takéto rovnice nebude preto vébec problém. Do-

staneme

At

i = 2By
m

. A

yl:(iig)t7
m

. Aga

T = ]\i t.

Integrac¢né konstanty nie sit uvedené, nakolko maji vyznam pociato¢nych rychlosti a
my vieme, ze tie boli pre oba predmety nulové. Rychlost hmotného bodu bude preto
odmocnina zo suc¢tu kvadratov zloziek jeho rychlosti, ¢o je po dosadeni

A2 2
|v1|—t\/2(1+tg2a)—g<—g).
m m

Rychlost hranola mé len jednu zlozku, teda jej velkost sa rovna tejto zlozke.
e Pomer velkosti rychlosti (napriklad rychlost hmotného bodu ku rychlosti hranola) je
potom

V1 M A2 2X
o ()
Vo Aga m2(+ga) g m g

¢o po dosadeni za A a upravach déva

v1 M m 2
A1+ ) te2a.
v m\/+<+M) g o

3. Ulohu budeme riesit v dvoch rozmeroch. Pre kyvadlo plati véizbova rovnica

x2+y2—l2:0,

kde z,y st stradnice zévazia kyvadla s hmotnostou m a [ je dizka zavesu kyvadla. Gra-
vitacné sila nech mé opéat smer —y. Potom budd Lagrangeove rovnice

mi = 2\x,

my =2 \y —mg.

Najjednoduchsie ako ukazat, ze kyvadlo splna zakon zachovania energie, je pouzif rovnaky
trik ako v seridli. Prendsobime teda prvid rovnicu # a druhid g. Nasledne rovnice s¢itame

m (23 + §) = —mgy + 2\ (z2 + yy) .
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Toto si mézeme upravit ako

1 d .o, 2 dy d /o 2
DU (a: +79 )—i—mgg :/\& (m +y ) .
7 vizbovej podmienky vieme, ze z? + 3> = 2, &o je vidy konstanta. Casovi derivicia
konstanty je nula. Rovnica potom vyzera

1 d .2 .2 dy
gma (m +9 )—&—mga =0.
Po preintegrovani dostaneme
1
5m (i’,’z + 3)2) + mgy = konst ,
¢o je presne formulédcia zdkona zachovania energie.
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