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Uloha IIL5 ... pasovani ve vesmiru 9 bodt; pramér 2,97; fesilo 37 studentt

Dvé vesmirné lodé leti v jedné primce proti sobé. Jejich pocatecni vzdalenost je d. Prvni se
pohybuje rychlosti v1, druhd vs (ve stejné vztazné soustavé). Prvni dokdze vyvinout maximélni
zrychleni a1, druhd as (obé v libovolném sméru). Posddky lodi si chtéji predat néjaké ,zbozi¥,
ale k tomu potrebuji, aby se lodé potkaly ve stejny c¢as na stejném misté a pritom mély stejnou
rychlost. Za jaky nejmensi ¢as je toho mozné dosahnout? Relativistické jevy neuvazujte.
Jdchym drze ukradl priivodni Stépdniv ndpad.

Prejdeme do souradnic s pocatkem v jedné z vesmirnych lodi. Potom miiZzeme oznadéit jejich
vzdélenost x, vzadjemnou rychlost v a maximélni vzajemné zrychleni, které jsou schopné vyvi-
nout, a = a1 + az. Na zac¢dtku mame obecné r = x9 = 1 — T2 a v = v9 = v1 — v2 a chceme co
nejrychleji docilit stavu, kdy bude platit x =0 a v =0.

Situaci si muzeme predstavit jako graf, kde na vodorovnou osu vynasime z a na svislou osu
vyndsime v, viz obrazek [Il. Jsme-li v bodé (z, v), znamend to, ze lodé jsou od sebe vzdélené x
a maji vzdjemnou rychlost v. Tento graf je zndzornénim fazového prostoru, neboli prostoru
vSech moznych fyzikalnich stava systému. Néas zajima, jakou trajektorii v grafu mame zvolit,
abychom se co nejrychleji dostali do pocatku.

Pfi pohybu v grafu plati, Ze nad osou = je v > 0, tedy se pohybujeme doprava (ve sméru
rostouciho ), pod osou = se pohybujeme doleva.

Do levého hornitho kvadrantu grafu si mizeme nakreslit parabolu danou rovnici
v =+v—2ax.

Ta odpovida pohybu s maximélnim moZnym zpomalenim —a. Tato parabola ndm horni polovinu
rozdéluje na dvé ¢asti — ze vSech bodu nalevo od paraboly se dokazeme dostat do pocatku, aniz
bychom pritom opustili levy horni kvadrant. Pokud se vsak nachdzime napravo od paraboly
(napfiklad v bodé A na obréazku), nedokdzeme zabrzdit véas, takze osu = protneme v néjakém
bodé x1 > 0, odkud se pak uz pres pravy spodni kvadrant dostaneme do pocéatku.

Rozmysleme si, ze to vzdy pujde, protoze v dolni poloviné grafu je situace bodové obracend
vzhledem k pocatku. Rovnice délici paraboly tam ma& tvar

v=—V2ax.

Plati dvé tvrzeni. Zaprvé, ¢im vice budeme zpomalovat, tim diive dosdhneme vzdélenosti x1
(a tim bude i mens{). Zadruhé, ¢im bude z1 mensi, tim rychleji se poté pfesuneme z bodu z1 do
stfedu (protoze potom se jedna jen o pohyb po draze dlouhé x; s nulovou pocatecni i kone¢nou
rychlosti).

Kombinaci obou tvrzeni dostaneme, zZe pokud se na zac¢atku nachdzime napravo od horni
paraboly, nejkratsiho ¢asu dosdhneme tehdy, kdyz se budeme celou dobu pohybovat s maximalni
velikosti zrychleni. Pfesnéji feceno, do bodu z; a pak dal do poloviny vzdalenosti mezi nulou
a x1 to bude —a a potom to bude a. Pohybu do x1 odpovidaji rovnice
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t1 = —,
a
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Obr. 1: Nékres situace. VSechny paraboly maji vrchol na ose x a jsou stejné zaktivené. Délici
paraboly jsou ¢arkované, ¢ary se Sipkami odpovidaji nejrychlejsim trajektoriim do pocatku.

Druhé ¢ast uz je jen pohyb s nulovou pocatecni i koncovou rychlosti pres vzdalenost 1, ziejmé

plati
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a2
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vo + /202 + daxo
. .

t=11 4+t =

To bylo samoziejmé feseni jen pro prvni ¢ast prikladu, ve které jsme na zac¢atku v horni
Casti napravo od délici paraboly. Jak jsme zminili vySe, pokud bychom zpocatku byli nalevo
(napfiklad v bodé B na obréazku), dokdzeme se do poc¢atku soutadnicové soustavy dostat pfimo
(bez zmény znaménka rychlosti). Pfitom se samoziejmé chceme celou dobu pohybovat s co
nejvetsi rychlosti, aby byl vysledny cas co nejmensi.

Resenim je opét pohyb s extremalnim zrychlenim — nejdifve to bude a, a to az do bodu, ve
kterém protneme délici parabolu. Poté zménime zrychleni na —a a po parabole se dostaneme
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az do pocatku. Ozna¢me vzdélenost, ve které protneme délici parabolu, jako x3. Dostédvame

v3

2a’
v3 = vo + atsz,

xr3 =

1 o
xr3 — xro = votz + §at3,

coz vede na

t3)? 1
_M — zo = vots + =at3,
2a 2

2a2t§ + 4voats + 2axo + vg =0,

—2vp £ \/20v% — daxo
tz = 2a )

kde smysl ma samoziejmé kladny cas, tedy kofen s +. Déale se uz jen pohybujeme po znamé
parabole, takze hledany cas, za ktery z vs zpomalime na nulu, je

U3 Vo
tg = — = — +13,
a a

fesenim druhé ¢asti tedy je

ottt — @+2t3 _ —vop + 21}8—4@1’0.
a a

Shodou okolnosti jsme dostali vizudlné podobny vysledek jako predtim, ¢imz mame vse
vyreseno. Pro porddek dodejme, Ze jsme celou dobu mlcky predpokladali, Ze se na zacatku
nachdzime v horni poloviné grafu. Pokud by tomu tak nebylo, sta¢i vyuzit stfedové symetrie
grafu a provést zaménu soutadnic (xo, vo) — (z6,v0), kde z{, = —z0 a vy = —vo. V novych
proménnych uz budeme v horni ¢asti grafu a budou pro né platit vyse odvozené rovnice.

Zbyva jen dosadit hodnoty ze zadani. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze
z1 < z2 (v opacném pripadé bychom pouze prohodili rychlosti). Potom plati zo = —d a poca-
tec¢ni poloha lezi v levé poloviné grafu. Rozmyslime si, ze mohou nastat dva pripady

- 2 (v —v2)? — 4 d
v —v2 >/2(a1 +a)d = t= (v1 = v2) + /2 (01 — v2) (a1 + az) )

a

— (v — 2(v1 —v2)’ +4 d
v —v2 < \/2(a1+a2)d = t= (V1 U2)+\/(vl v2)” +4 (a1 + a2) .

a

Na zéavér dodejme, ze existuje i mnohem jednodussi feseni. Konkrétné stacilo vzit vysledek
tlohy II1.5 z 32. roéniku a vyjadrit z néj minimélni ¢as. Z toho plyne, Ze ptdme-li se na to, jak
nejrychleji prekondme danou vzdalenost, mozna jen chceme zjistit, kam nejdal se mizeme za
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dany c¢as dostat. Na tom, Ze se jednd o vzdélenost ve fazovém prostoru souradnic a rychlosti,
vlastné viibec nezalezi.
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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