FYKOS Reseni XXXVII.VI.4

Uloha VI.4 ... nekoneéné kladky 7 bodi; (chybi statistiky)

Méjme nekonecnou soustavu nehmotnych kladek jako na obrdazku, kde hmotnost
kazdého dalsiho zdvazi je tretinou hmotnosti predchoziho. S jakym zrychlenim se
bude pohybovat prvni zavazi o hmotnosti m?

Matéj hledal rozdil mezi spocetné a nespocetné mnoha kladkams.

Zavedeni substituce

Nez se pustime do nekonecného zapojeni kladek, odvodime si pravidlo pro zjed-
noduseni kladkového schématu, které je analogické napriklad k pravidlim o sério-
vém /paralelnim spojovani rezistori. Zde bude vsak jen jedno sklddaci pravidlo.

Rozebereme nejprve piipad jedné samotné jednoduché kladky, ktera je upevnéna na néjakém
provazku, na ktery pusobi silou Fy. Na kazdé strané kladky je jedno zavazi. Ozna¢me je mi a mo.
,Tthové® zrychleni, které pisobi na kladku, ozna¢me a¢ (pokud je kladka povésena napevno,
tak ag = g, vzhledem k neinercidln{ soustavé ale mtize byt toto zrychleni jiné).
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Obr. 1: Nékres situace.

Na soustavu zévazi m1 a ma spojenych provazkem, pusobi sily miao a meaop opaénymi sméry
a protoze se obé zavazi musi pohybovat se stejnym zrychlenim a vuci kladce, mizeme podle
druhého Newtonova zdkona psat

(m1 4+ ma)a = miao — maao,

o= wao’ (1)

mi1 + ma2

kde jsme zvolili kladny smér a pro pohyb zdvaz{ mi dolid a ms nahoru (vuci kladce).
Vyjadrime silu, kterou je napinan provazek pomoci zrychleni prvniho zévazi

F =mi(ao — a).

Stejny vysledek bychom mimochodem dostali i pro druhé zavazi. Dosadime za a

apy = ————aop.

— 2
F=m (1_'H’L1 m2> mimsa
mi + me

mi1 + mg
Sila, ktera napina provazek, na kterém je zavésena kladka, je dvojnasobna

4m1m2
Fy = —aop. 2
0 mi +m2a0 ( )
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Vidime, Ze tato sila je pfimo imérna zrychleni kladky. To znamend, Ze si celou kladku i s obéma
zévazimi mizeme nahradit jednim zavazim o hmotnosti

_ 4m1m2 (3)

coz nijak nezméni celkovy silovy efekt ptisobici na horni provazek.

Nahrazeni nekonecna

Oznaéme koeficient klesdni hmotnosti v soustavé k = 1/3 a feSme cely problém pro obecny
pfipad, kdy k£ mize byt libovolné kladné ¢islo.

Cela nase nekonecné soustava kladek zavésend za jeden provazek pujde také nahradit néja-
kym jednim zavazim, jehoz silové ti¢inky na provazek budou stejné. Zatim nezndmou hmotnost
takového zdvazi oznacme M.

Nyni si odeberme prvni (nejvétsi) kladku s prvnim zdvazim. Zbude ndm tedy stejnd ne-
konec¢né soustava jako minule, jen vSechny hmotnosti budou k-krét jiné. To znamen4, si tuto
soustavu muzeme nahradit jednim zdvazim o hmotnosti kM (viz. obrazek ).
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Obr. 2: Nékres situace.

Méme tedy jednu kladku se zavazimi m a kM. Zaroven vime, ze kdyz tyto dvé zavazi
nahradime podle (B) za jedno zévazi, musime dostat hmotnost M

_ 4mkM
T m+EM
Tato rovnice mé dvé feseni pro M:
M, =0,
4k —1
vy = (= 1
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Reseni | (nefyzikaini)
Pro prvni pripad M; = 0 vychézi
ayr =4g.

V tomto piipadé tedy padaji vSechna zavazi volnym padem. To si mizeme predstavit jako
piipad, kdy mame v nasi soustavé zapojeno konecné (ale libovolné velké) mnozstvi kladek.
Tedy existuje posledni kladka takovd, Ze na ni uz neni povésend zaddna dalsi mensi kladka.
Tento provazek, ktery je pripevnény k poslednimu zadvazicku v nasi fadé, nesmi byt zatizeny
zaddnym protizédvazim (viz () pro pfipad jedné hmotnosti nulové Fy = 0). Kazdou dalsi kladku
umisténou vyse tedy bude mozné nahradit také nulovou hmotnosti a zadné zavazi tak nebude
brzdit zadné vyse polozené zavazi a cely systém tak bude padat volnym padem.

Tato predstava samoziejmé plati jenom v idealizovaném piipadé, kdy jsou vsechny provazky
i kladky nehmotné. Potom je ale vcelku pochopitelné, Ze vSechna zavazi spadnou na zem volné,
protoze na druhé strané jejich kladky je vzdy nulovd hmotnost.

Resenf Il (realistictéjsi)
Pro druhy pfipad médme jednu kladku se zdvazimi m a kM = (4k — 1)m. Zrychleni prvniho
zdvaz{ spoc¢itdme podle vztahu ([l) (kde dosadime obé hmotnosti a ag = g)

aim—(4k—1)m
_er(élk:fl)mg7
L 1-2
2%

Pojdme se podivat, co ndm tento vysledek fika. Pokud k = 1/2, tak cely systém bude v rov-
novaze a zrychleni bude nulové. Pro vétsi k bude zrychleni smérovat nahoru a jeho velikost se
bude limitné blizit k —g. Pro k& < 1/2 bude prvni zavazi zrychlovat smérem dolua a limitné se
zrychleni blizi k g.

Pro nas konkrétni ptipad k = 1/3 vychézi

1
a=—-g.
59

Zavér
V redlné situaci nikdy nebudeme mit oo kladek. Ve fyzice se co casto pouzivd pouze jako
matematickd pomtcka pro popis velkého mnozstvi predmétu nebo uddalosti, protoze nam to
velmi zjednodusi vypocty, nez kdybychom méli pocitat s kone¢né mnoha objekty. Kdyz fyzik
tekne, ze néjaka velicina X je nekonecnd, typicky tim mysli, Ze ve vSech vypoctech formalné
pouziva limitu limx_ .. Pokud mame nekonecénych veli¢in ve vypoctu vice, v drtivé vétsiné
pripadi nezalezi na tom, kterou limitu provedeme jako prvni. V matematice ale existuji priklady,
kde vskutku zavisi na poradi limit. Jako priklad 1ze uvést
lim lim 2" = lim 0=0

r—1— n—o0 x—1—

lim lim 2" = lim 1" =1

n—oo r—1— n— 00
Na néco podobného bychom narazili, pokud bychom nasi tilohu s kladkami fesili rigor6zné. For-
malni feseni by spocivalo v tom, ze bychom priklad vytesili pro jednu kladku, potom pro dveé
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kladky, atd. Bylo by tedy potfeba najit obecny vztah pro zrychleni prvni kladky v zéavislosti na
poctu kladek n zapojenych za sebou v nasi soustavé. Nakonec bychom poslali n — oo a ziskali
bychom spravny vysledek. Problém ale nastava v tom, ze soustava n kladek zapojenych za sebou
nemad jednoznacné feseni, protoze nevime, jaké je napéti v poslednim provazku. Pokud je napéti
nulové (neni tam zadné protizavazi), zjevné vSech n kladek spadne volnym pddem. Pokud ale
uvazime, ze posledni provazek nema nulové napéti, bude se systém kladek pohybovat netrivial-
nim zpusobem, ktery by bylo mozné presné dopocitat. Jednd se tedy o podobny problém, jako
vySe uvedeny problém s poradim limit u 2". Pokud kladky priddvame tak, Ze posledni prova-
zek je volny, dostaneme teseni I, i kdyz pouzijeme co kladek. Pokud je v poslednim provazku
libovolné nenulové napéti, bude zrychleni prvni kladky postupné konvergovat k feseni II. A az
kladek pridame nekonecno za sebou, bude feseni II presné.
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